Kapitel 1
Zustands- und Prozessgrofien

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik — die Erhaltung der Energie — wird in der Thermodynamik
gerne in folgender Form zum Ausdruck gebracht:

AU = 6Q — 6W . (1.1)

Physikalisch bedeuten dU eine ,infinitesimale“ Anderung der inneren Energie eines Systems, 6Q
die dem System zugeflossene Wirme und 6W die vom System an der Umgebung geleistete Arbeit.
Die Gleichung besagt somit, dass eine Anderung der inneren Energie eines Systems nur durch einen
Fluss an Energie in oder aus dem System erfolgen kann — in diesem Sinne handelt es sich um eine
Kontinuitétsgleichung fiir die Energie; Energie kann innerhalb eines Systems weder erzeugt noch
vernichtet werden — und dass dieser Energiefluss auf zwei Weisen erfolgen kann: als Wiarme oder in
Form von Arbeit, die makroskopisch kontrolliert werden kann.

Diese Formulierung des ersten Hauptsatzes wirft zwei Fragen auf:

1. Weshalb verwendet man das Symbol d bei der inneren Energie U und das Symbol § bei der
Wiérme und der Arbeit (manchmal findet man auch das Symbol d oder andere Bezeichnungen)?
Worin besteht der Unterschied bzw. was soll damit zum Ausdruck gebracht werden?

2. Wie kann man den Wéarmefluss von dem Fluss an Arbeit unterscheiden, bzw. wie sind diese
beiden Groflien genau definiert?

Die Beantwortung der ersten Frage wird uns in Abschnitt 1.2 zunédchst auf den Unterschied
zwischen Zustands- und Prozessgrofien fithren und wir werden erldutern, weshalb es sich bei Gl. 1.1
um eine Gleichung zwischen Prozessgrofien handelt. Diese Prozessgrofien (mathematisch handelt es
sich um 1-Formen) kénnen das Differential einer Zustandsgréfe sein, d.h. einer Funktion auf dem
Raum der Gleichgewichtszustéinde (in diesem Fall verwenden wir das Symbol d), oder auch Felder,
die sich nicht als Gradient bzw. Differential einer Zustandsgrofie ausdriicken lassen und die man
an einem Gleichgewichtszustand nicht messen kann (in diesem Fall verwenden wir das Symbol §).
Mathematisch orientierte Lehrbiicher bzw. Texte (z.B. [1, 2]) legen Wert darauf, dass es sich hierbei
nicht um ,infinitesimale* Grofilen handelt, sondern um lineare Abbildungen (Formen), die endliche
Werte annehmen (und sie vermeiden daher die Symbole d und 6). Das fithrt auf die Frage, weshalb
das anschauliche Bild von , kleinen Groflien“ trotzdem nicht falsch zu sein scheint und wie sich dieses
Bild mit der mathematischen Vorstellung von 1-Formen vertrigt.
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2 KAPITEL 1. ZUSTANDS- UND PROZESSGROSSEN
1.1 Die Mannigfaltigkeit der Gleichgewichtszustinde

Die Thermodynamik beschiftigt sich mit sogenannten Gleichgewichtszustinden sowie den
Ubergiingen zwischen Gleichgewichtszustinden. Dabei ist ein Gleichgewichtszustand ein Zustand, der
sich bei einem System nach ausreichend langer Zeit einstellt und bei dem sich makroskopisch beobacht-
bare Kenngroflen des Systems (Volumen, Druck, Temperatur, Stoffmengen, etc.) nicht mehr #@ndern.
Das setzt voraus, dass das System entweder vollkommen abgeschlossen ist oder aber in Kontakt mit
einer Umgebung steht, die selbst keinen Verédnderungen unterliegt. Solche Gleichgewichtszustédnde las-
sen sich meist durch wenige (endlich viele) Kenngrofien charakterisieren, wobei diese Kenngréfien nicht
unabhéngig voneinander sind, sondern durch sogenannte Zustandsgleichungen verkniipft sind. Man
kann nun einen maximalen Satz von unabhéngigen Kenngrofien zur Charakterisierung der Zusténde
heranziehen, z.B. Druck, Volumen und Stoffmenge bei einem idealen Gas. Diese bezeichnet man auch
manchmal als Arbeitskoordinaten. Die Temperatur ist dann eine abhéngige Kenngrofle, die iiber die
thermische Zustandsgleichung (z.B. die ideale Gasgleichung pV = nRT; p Druck, V Volumen, n
Stoffmenge in Mol, R Gaskonstante und T Temperatur) mit den unabhéingigen Gréfien verkniipft ist.
Auch die Energie eines idealen Gases ldsst sich durch diese Groflen ausdriicken: E = %pV.

Fiir manche formalen Uberlegungen (z.B. zu Gl 1.1) ist es sinnvoll, die Energie zu den
unabhéingigen Kenngréflen zu zéhlen, ebenso wie das Volumen und die Stoffmenge (entweder aus-
gedriickt durch die Teilchenzahlen N; bei verschiedenen durch ¢ nummerierten Stoffarten oder aber
ausgedriickt durch die Molzahl n; = N;/Na, wobei Na = 6,02214076 - 10*® die Avogadro-Zahl ist)
sowie andere Groflen, mit denen wir die von dem System (in welcher Form auch immer) geleistete
Arbeit kontrollieren (mehr dazu in Abschnitt 1.4). Bei einem mechanischen System wire die Energie
dann eine abhéngige Grofle, doch da in der Thermodynamik noch die Zustandsgrofle Temperatur
hinzukommt (die man nicht zu den Arbeitskoordinaten zdhlen wiirde), wird die Energie zu einer
unabhéngigen Grofe.

Wir stellen uns nun die Menge aller Gleichgewichtszustédnde als eine Mannigfaltigkeit M vor.
Das bedeutet, wir kénnen Gleichgewichtszustéinde p € M durch Koordinaten p ~ (z1(p),....xn(p))
charakterisieren (z; sind die oben erwihnten Arbeitskoordinaten bzw. unabhingigen Kenngrofien)
und wir konnen diese Koordinaten iiber bestimmte Bereiche hinweg stetig variieren und beschreiben
damit sinnvolle und ebenfalls stetig verbundene Gleichgewichtszustinde eines Systems.!

Unter einem quasistationdren Prozess versteht man einen Weg auf der Mannigfaltigkeit der
Gleichgewichtszusténde, d.h. eine Abbildung ~ : [0,1] — M, meist ausgedriickt durch die Koordina-
ten v : t — z(t) = (x1(t),...,xn(t)). Der Parameter ¢ muss nicht unbedingt die Zeit bedeuten. Damit
sich ein solcher Prozess tatsichlich auf der Mannigfaltigkeit der Gleichgewichtszusténde beschrei-
ben ldsst, muss sich das System zu jedem Zeitpunkt in einem Gleichgewichtszustand befinden, was
wiederum bedeutet, dass dieser Prozess ,,unendlich langsam* verlaufen muss (daher quasistationiir).

1.2 Zustands- und Prozessgrofien

Knapp zusammengefasst kann man sagen: Zustandsgréfien sind physikalische Gréflen, die in einem
Gleichgewichtszustand einen bestimmten Wert haben, der sich experimentell an diesem Gleichge-
wichtszustand messen lisst. Prozessgrofien lassen sich nur einem Prozess bzw. dem Ubergang von
einem Gleichgewichtszustand zu einem benachbarten Gleichgewichtszustand zuschreiben. Dies wird
im Folgenden genauer erldutert.

IWie immer in der Physik verlangen wir auch die fiir alle Operationen notwendigen Ableitbarkeitsbedingungen. Das
ist gelegentlich bei Phasentibergéngen nicht der Fall.
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Zustandsgrofien sind Funktionen f : M — R auf der Mannigfaltigkeit M der Gleichge-
wichtszustédnde. Das bedeutet, wenn ein bestimmter Gleichgewichtszustand p € M vorliegt, kénnen
wir den Wert einer Zustandsgrofle in diesem Zustand messen. Dazu muss nichts iiber die Vergan-
genheit des Systems oder dariiber, wie es in den Gleichgewichtszustand gekommen ist, bekannt sein.
Beispiele sind die genannten Kenngroflen Energie, Temperatur, Druck, Volumen, Stoffmengen, etc.
Solche Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit bezeichnet man auch als 0-Formen. Die oben erwéhnten
Arbeitskoordinaten auf der Mannigfaltigkeit sind natiirlich ebenfalls Zustandsgrofien.

Da wir die Mannigfaltigkeit lokal durch Koordinaten beschreiben, erhalten wir zu jeder Funk-
tion f : M — R auch eine Funktion f : U C R" = R, indem wir den Punkt p € M durch seine
Koordinaten (21(p),...,zn(p)) € R™ ausdriicken: f(z1(p),....zn(p)) = f(p). Dies wiiren im allgemein-
sten Sinn die Zustandsgleichungen, bei denen die Grofie f mit den Arbeitskoordinaten in Verbindung
gesetzt wird. Auch wenn es gelegentlich zu Missverstdndnissen fithrt werde ich im Folgenden f mit
f identifizieren. Allerdings muss immer angegeben werden, welches Koordinatensystem man verwen-
det, da es sich bei verschiedenen Koordinatensystemen jeweils um andere Funktionsvorschriften fiir
dieselbe Funktion auf der Mannigfaltigkeit handelt.

Von einer Funktion f : M — R kann man angeben, wie sich sich veréindert, wenn man
sie entlang eines Weges v : [0,1] — M auf der Mannigfaltigkeit M verfolgt. Lokal bestimmt man
dazu die Richtungsableitungen der Funktion bzw. genauer den Gradienten. Wahrend man in der
Physik héufig v f(z) schreibt, verwendet man in der Analysis gerne die Schreibweise df(;. Streng
genommen ist der Gradient einer Funktion an einer Stelle z eine lineare Abbildung, die auf einen
Vektor anzuwenden ist. Das erkennt man an der Definition: f(z +h) = f(x)+dfz)(h)+o(|h]), wobei
df(z)(h) den Gradient von f an der Stelle 2, angewandt auf den Vektor h, bezeichnet.

Zur Notation: Der Gradient bzw. das Differential df hidngt von zwei Argumenten ab, die
vollkommen unterschiedliche Bedeutung haben: Zum einen handelt es sich um ein Feld, das von dem
Punkt  auf der Mannigfaltigkeit abhédngt. Zum anderen wird dieses Feld an einer Stelle & auf einen
Vektor h aus dem Tangentialraum an die Mannigfaltigkeit am Punkt x angewandt. Diese Abbildung
ist linear und kennzeichnet d f(5) als Element des Dualraums dieses Tangentialraums (des sogenannten
Kotangentialraums). Da die Notation df(z)(h) gelegentlich zu Verwirrung fithrt und der Eindruck
entsteht, hier wiirden £ und h multipliziert, kennzeichne ich den Ort dieser Abbildung als Index, d.h.
ich schreibe df)(h).

In der Physik bestimmt man den Wert einer Zustandsgrofe (z.B. der thermodynamischen
Entropie) gelegentlich dadurch, dass man einen Referenzzustand o definiert, fiir den man den Wert
der Zustandsgrofie willkiirlich festsetzt, und nun den Zuwachs bzw. die Abnahme dieser Grofle entlang
eines Prozesses, also entlang eines Weges (hier ausgedriickt in den Koordinaten « : [0,1] — R mit
t—=t=(x1(t),...,x,(t))) auf der Mannigfaltigkeit der Gleichgewichtszustéinde integriert. Man erhélt
dann den Wert der Zustandsgrofle f an der Stelle £ durch:

f(@) — f(mo) = Ldf = /Oldf(a:(t)) <da(:1§t)> dt, (1.2)

wobel z = z(1) und £y = 2(0) den End- und Anfangspunkt des Weges bezeichnen.

Der rechte Ausdruck in Gl. 1.2 ist ganz allgemein unabhéngig von der Parametrisierung des
Weges und er hingt in diesem Fall auch nicht von dem Weg v auf der Mannigfaltigkeit ab. Der mittlere
Ausdruck ist dabei iiber den rechten Ausdruck definiert (und d f(gs))( dz(t)

dt
dfi(tt) an den Weg an der Stelle 2(t)). Ausgeschrieben in

Ldf:/o gaféfcit))dﬁt(t) dt. (1.3)

) bezeichnet die Anwendung
des Gradienten auf den Tangentialvektor

Komponenten bedeutet dies
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Dass die linke Seite von GIl. 1.2 einfach durch die Differenz der Funktionswerte gegeben ist, liegt
daran, dass das Integral iiber den Gradienten einer Funktion nicht vom Weg sondern nur von den
Endpunkten abhéngt.

Bei df(;) handelt es sich um eine 1-Form, d.h. um ein Feld linearer Abbildungen. An jedem
Punkt z der Mannigfaltigkeit der Gleichgewichtszusténde ist eine lineare Abbildung definiert (hier
der Gradient von f), die einem Tangentialvektor an diesem Punkt (hier der Geschwindigkeit &, mit
der der Weg an diesem Punkt durchlaufen wird) eine Zahl zuordnet. In der Thermodynamik spricht
man in diesem Zusammenhang auch manchmal von einer Prozessgrifse.

Allgemein ist eine Prozessgrofie eine solche 1-Form, d.h. ein Feld linearer Abbildungen. In der
Mathematik spricht man auch schon mal von einem Schnitt im Kotangentenbiindel. Ein Vektorbiindel
ist dabei eine Mannigfaltigkeit, fiir die an jedem Punkt noch ein Vektorraum definiert ist — hier der
Tangentenraum, also die Menge aller Tangentialvektoren an einem Punkt . Ein Kotangentenbiindel
ist das Biindel, das der Mannigfaltigkeit an jedem Punkt den Dualraum des Tangentenraums (die
Menge der linearen Abbildungen vom Tangentenraum in die reellen Zahlen) zuordnet. Und ,, Schnitt*
bezeichnet allgemein ein Feld, bei dem jedem Punkt der Mannigfaltigkeit ein Element des Vektorraums
an diesem Punkt zugeordnet wird.

Die 1-Form df — das totale Differential — zu einer Zustandsgrofie f (also einer 0-Form) ist
eine spezielle 1-Form. In Koordinaten ausgedriickt lautet sie:

n
of(z) of(z) of ()

J@) ; Ox; . Oxq TLA Oz, v (1.4)
Allerdings sollten in dieser Gleichung die Differentiale dx; nicht als ,infinitesimale Inkremente“ in-
terpretiert werden, sondern als die Basisvektoren im Raum der linearen Abbildungen, wobei dz;
angewandt auf einen Vektor dessen i-te Komponente ergibt:

Ganz allgemein hat eine 1-Form die Gestalt:

n

Wy = Y wi@) dz; = wi (@) doy + ... + wn (@) do, (1.6)

i=1
und die Anwendung beispielsweise auf einen Tangentialvektor an eine Kurve lautet:

W) (&) = Z w; () dxdift) . (1.7)

Eine 1-Form kann man immer entlang eines Weges integrieren und auch in diesem Fall ist das Ergebnis
unabhéingig von der Parametrisierung des Weges, wird aber im Allgemeinen von dem Weg ~ abhéngen:

[o=] ey (E0) (18)

Hierbei bedeutet w4 (#(t)) wieder, dass die 1-Form wz(+), an der Stelle z(t) auf den Tangential-
vektor &(t) an dieser Stelle anzuwenden ist. Ein solches Integral kann durchaus vom Weg abhingen.
Nur in dem Spezialfall, dass es sich bei der 1-Form um das Differential einer 0-Form handelt, ist
das Integral wegunabhiingig und nur eine Funktion von Anfangs- und Endpunkt. Wenn sich eine
1-Form als Differential einer 0-Form schreiben ldsst, wenn also w(g) = df(z) (oder kurz w = df) gilt,
bezeichnet man w als ezakt. Die notwendige (und in einem einfach zusammenhingenden Gebiet auch
hinreichende) Bedingung dafiir lautet:

(%Jl(x) - ij(x)
630]- o 6351

Vi . (1.9)
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Im R3 bezeichnet man diese Bedingung als ,,rotationsfrei“. Fiir ein rotationsfreies Feld ist bekannt,
dass es sich (in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet) als Gradient einer Funktion schreiben
lasst, und aus der Mechanik ist bekannt, dass das Wegintegral {iber ein rotationsfreies Feld nicht vom
Weg sondern nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt.

Nun konnen wir auch sagen, wie die Terme in der Gleichung fiir die Energieerhaltung,

AU = 6Q — 6W (1.10)

zu interpretieren sind: Bei allen drei Termen handelt es sich um Prozessgrofien, also 1-Formen. Sie
sind iiber einen Weg zu integrieren und ergeben dann jeweils (fiir dU) die entlang des Prozesses
(Weges) in das System geflossene Gesamtenergie, (fiir Q) die bei diesem Prozess in das System
geflossene Wirmemenge und (fiir W) die bei diesem Prozess von dem System an der Umgebung
geleistete Arbeit. Die innere Energie U ist eine Zustandsgréfle und ihr totales Differential ist eine
exakte 1-Form, daher schreibt man hier dU. Die Wirme und die Arbeit sind aber keine exakten
1-Formen, d.h. es gibt keine Zustandsgrofle zur Wirme oder zur Arbeit; 6QQ und 0W bezeichnen
keine Differenzen von etwas. Trotzdem sind es 1-Formen und kénnen fiir einen Prozess bestimmt
werden sofern dieser Prozess einen Weg im Raum der Gleichgewichtszusténde beschreibt. Um diesen
Unterschied auszudriicken, schreibt man ¢ anstatt d.

1.3 Ein anschauliches Beispiel

Das folgende Beispiel dient der Veranschaulichung des Unterschieds zwischen einer Zustands- und
einer Prozessgrofle sowie zwischen einer exakten 1-Form und einer 1-Form, die nicht exakt ist, die
sich also nicht als Differential einer Zustandsgrofle schreiben lésst.

4 Abbildung 1.1: Eine Karte mit Hohenlinien und die Frontal-
;:':_—::\ N ansicht der zugehorigen Landschaft (aus [3]). Eingetragen in
25:::§§ rot ist ein Rundweg (A — B — C — A) von der Ebene
N auf die Spitze (C') des Berges. Jeder Punkt (z,y) auf die-

ser Karte hat eine wohl definierte Hohe — die Hohe ist eine

»Zustandsgroffe”. Ob man iiber einen horizontalen Weg oder

einen vertikalen Weg zu einem Punkt (z.B. C) gelangt ist,
lésst sich dem Punkt aber nicht ansehen.

€T

Wir betrachten ein zweidimensionales Gelédnde, also eine Fldche mit unterschiedlichen Hohen
(siehe Abb. 1.1). Die Hohe H eines Punktes & = (z,y) ist eine ,,ZustandsgroBe®, d.h., wenn der Punkt
z (z.B. sein Lingen- und Breitengrad auf der Erde) bekannt ist, kénnen wir die Héhe H(z) an diesem
Punkt aus der Karte ablesen.
Diese Hohe kann sich auf zwei Weisen (oder Linearkombinationen davon) &ndern: Durch einen
Schritt in Ost-West-Richtung (z-Achse) oder durch einen Schritt in Nord-Siid-Richtung (y-Achse).
In Analogie zu GI. 1.1 schreiben wir:
dH =6X +6Y . (1.11)
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Hierbei bezeichnet dX eine Hohenidnderung entlang der z-Richtung und JY eine Hohendnderung
entlang der y-Richtung. Es gibt keine Zustandsgrofie zu X oder §Y und man kann einem Punkt z
auch nicht ,,ansehen“, ob man iiber einen Weg entlang der x-Achse oder entlang der y-Achse dorthin
gelang ist. Trotzdem kann man jede Hohenénderung dH (diese erfolgt entlang eines Weges) in einen
Anteil entlang der z- und einen Anteil entlang der y-Achse zerlegen.

Allgemein gilt fiir das totale Differential der Hohe:

oH  OH
afm = Mg 4+ 84, 112
2z Ty (1.12)

Diese GroBe ist eine Prozessgréfie. Man kann sie entlang eines Weges v : t — (x(¢),y(t)) integrieren

OHdx OHdy
H(zy) — H(zo,Y0) /dH / <8x dt n dt)dt (1.13)

wobei (xg,y0) der Startpunkt des Weges und (z,y) der Entdpunkt des Weges sein sollen. Man beachte,

und erhalt so:

dass

<8H dz OH dy> v dz (1.14)

oz dt T oy at at
Die Grolen = und y, also die Koordinaten eines Punktes, sind ebenfalls Zustandsgréflen fiir
einen Punkt # = (x,y). Die Gréfien

0X = %—de und oY = %Igjdy (1.15)
sind jedoch reine ,,Prozessgrofien”, d.h., sie sind nur entlang bestimmter Wege definiert (einmal ent-
lang Wege in Ost-West-Richtung und einmal entlang Wege in Nord-Siid-Richtung). Offenbar sind dx
und dy die Differentiale der ZustandsgréBen zu den Koordinatenfunktionen 7, (%) = « und 7, (&) = y.
Bei einer konsistenten Notation sollte man daher besser dr, statt do und dm, statt dy schreiben (siche
auch [2] zum Formalismus der Differentialformen in der Thermodynamik).

1.4 Der Unterschied zwischen Arbeit und Wiarme

Meist wird in der Thermodynamik angenommen, dass die Aufteilung einer Anderung der inneren
Energie in einen Anteil , Arbeit* und einen Anteil , Warme* eindeutig vorgenommen werden kann.
Doch ein Blick auf die statistische Mechanik, die der Thermodynamik zugrunde liegt, zeigt, dass diese
Aufteilung nicht ganz so selbstverstéandlich ist.

Die innere Energie U ist ein Erwartungswert: Es ist der Erwartungswert der Energie fiir ein
statistisches Ensemble. Ein statistisches Ensemble ist definiert durch die moéglichen Mikrozusténde ¢,
die es einnehmen kann, sowie durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung {p;}, mit der ein bestimmter
Mikrozustand ¢ angenommen wird. Um welches Ensemble es sich handelt und damit um welche Wahr-
scheinlichkeitsverteilung {p;} hingt davon ab, welche Parameter an einem System wir kontrollieren
bzw. beobachten mochten.

Die beiden géngigen Ensembles in der Physik sind die mikrokanonische Gesamtheit und die
kanonische Gesamtheit. In der mikrokanonischen Gesamtheit kontrollieren wir die Gesamtenergie des
Systems (die Wénde erlauben keinerlei Austausch von Energie mit der Umgebung), das Volumen
des Systems (die Wénde sind starr), die Stoffmengen (die Wénde lassen keinerlei Form von Materie
hindurch) sowie eventuell weitere Groflen. In diesem Fall ist die innere Energie U gleich der Energie
E, die jedem einzelnen Mikrozustand zukommt und jeder mogliche Mikrozustand hat dieselbe Wahr-
scheinlichkeit p; = 1/]Q|, wobei  die Menge der moglichen Mikrozustinde zu den vorgegebenen
Bedingungen (feste Energie, festes Volumen, feste Teilchenzahl, etc.) bezeichnet.
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Die zweite gingige Gesamtheit ist die kanonische Gesamtheit, bei der das System einen , ther-
mischen®“ Energieaustausch mit der Umgebung haben kann, jedoch sind das Volumen und die Teil-
chenzahl bzw. die Stoffmengen fest. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung {p;} durch
die Boltzmann-Verteilung gegeben: p; = % exp(—pBE;), d.h., die Wahrscheinlichkeit, mit der ein be-
stimmter Mikrozustand mit der Energie F; in dem Ensemble vertreten ist, ist proportional zum
Boltzmann-Faktor, wobei die Zustandssumme Z = ). exp(—AE;) die Wahrscheinlichkeiten normiert.
B = 1/kgT ist gleich dem Inversen der Boltzmann-Konstanten kg und der absoluten Temperatur 7.

In jedem Ensemble ist die Energie E; eines erlaubten Zustands ¢ eine Funktion der kontrol-
lierten Parameter (Volumen V' oder Druck p, Gesamtenergie E oder Temperatur 7', Stoffmengen n;
oder chemische Potenziale p;, duflere Felder, etc.), Alles, was nicht kontrolliert wird, steckt in der
Wahrscheinlichkeitsverteilung {p;}, die somit ebenfalls von den kontrollierten Parametern abhéngt.
Die innere Energie U ist gegeben durch

UzinPi, (1.16)

wobei die Summe iiber alle zuldssigen Mikrozustédnde ¢ 1auft und E; die Energie dieses Mikrozustands
ist.
Eine Anderung von U ist prinzipiell auf zwei Weisen mdaglich:

AU = dE;p;+ Y _ E;dp; = —6W +6Q. (1.17)

Der erste Term, den wir als Arbeit interpretieren, beruht auf einer Anderung der Energie E; der Mi-
krozusténde, weil die kontrollierten Parameter gedindert wurden. Der zweite Term, den wir als Wirme
interpretieren, beruht auf einer Anderung der Wahrscheinlichkeitsverteilung {pi}, die moglicherweise
mit einer Anderung dieser Parameter einhergeht. Die Aufteilung einer Anderung der inneren Energie
in Arbeit und Wérme hingt somit entscheidend davon ab, welche Parameter wir beobachten bzw.
kontrollieren. Straumann schreibt dazu: ,Darum ist die Wérme, und damit die Entropie [...], in der
statistischen Mechanik streng genommen immer nur relativ zu einem makroskopischen Beobachter
definiert. ([2], Fufinote S. 21).

In der Thermodynamik koénnen wir den Begriff der Arbeit nur definieren, wenn wir wissen,
was ,adiabatische Wande®“ sind, d.h, was ,thermisch abgeschlossen“ bedeutet. Ein adiabatischer
Kolben repriisentiert eine Wand, bei der das Volumen eines Systems sich dndern kann (es kann
beispielsweise an ein Druckbad angekoppelt werden), aber trotzdem wird keine Wérme ausgetauscht.
Ist die geleistete Arbeit W entlang eines Weges bekannt und ist bekannt, wie sich die Gesamtenergie
U bei diesem Prozess geiindert hat (AU), so definiert man die bei diesem Prozess geflossene Wirme
als Q = AU — W.

1.5 1-Formen und ,infinitesimale Inkremente*

In der Physik interpretiert man die Differentiale in Gl. 1.4 oder in GI. 1.6 gerne als ,,sehr kleine®
(infinitesimale) Differenzen oder Inkremente. In diesem Abschnitt soll beschrieben werden, inwiefern
diese Vorstellung mit den bisherigen Uberlegungen zu 1-Formen als lineare Abbildungen vertriiglich
ist.

Wir betrachten einen Punkt p auf der Mannigfaltigkeit der Gleichgewichtszustéinde, beschrie-
ben durch seine Koordinaten z(p) = (z1(p),....xn(p)), sowie einen Tangentialvektor v (eine ,,Ge-
schwindigkeit“) an diesem Punkt (ausgedriickt durch die lokalen Koordinaten). Zu diesen beiden
Groflen betrachten wir einen Weg z(¢) auf der Mannigfaltigkeit, der in den lokalen Koordinaten um
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den Punkt p durch z(t) = z(p) + vt gegeben ist, wobei t € [0,At]. Das bedeutet, dieser Weg ist nur
sehr kurz und fiihrt von p zu einem Nachbarpunkt p’, der die Koordinaten z(p’) = z(p) + vAt hat.
Wir bezeichnen mit Az(p) = vAt ein (endliches) ,,Inkrement“ in den Koordinaten. Dann gilt fiir eine

1-Form w(g), integriert entlang dieses Weges:

At n
00 = / w(m(t))('v) dt =~ W(m(p))(’v) At = Zwi(x)Axi . (1.18)
0 i=1

Fiir Prozesse, die durch sehr kurze Wege zwischen zwei eng benachbarten Gleichgewichtszustédnden
beschrieben werden, ist die Darstellung durch ,kleine endliche Inkremente“ also durchaus sinnvoll.
Allerdings sollte man sich bewusst sein, dass im Allgemeinen 62 keine Anderung oder Differenz einer
in einer Umgebung von p wohl definierten Funktion darstellt, sondern lediglich eine kleine Zahl ist,
die einem Weg von dem Gleichgewichtszustand p zu seinem benachbarten Gleichgewichtszustand p’
zugeordnet werden kann. Lediglich wenn w(g) eine exakte 1-Form ist, kann man 6§2 = A als Differenz

von einer Funktion ) auffassen.
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Anmerkungen

Vektorbiindel

Ein Vektorbiindel (M,B,r,V) ist eine Mannigfaltigkeit M sowie eine sogenannte Basismannigfaltigkeit
B mit einer Projektion 7 : M — B, die jedem Punkt p € M eindeutig einen Punkt n(p) € B
zuordnet, sodass das Urbild 7= 1(b) fiir jeden Punkt b € B isomorph ist zu dem Vektorraum V, also
7 1(b) = V, Vb € B. Lokal, in einer offenen Umgebung U eines Punktes b der Basismannigfaltigkeit,
ist ein Vektorbiindel isomorph zu U x V.
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