Kapitel 3
Entropie — Statistische Zuginge

Wir unterscheiden mindestens drei verschiedene Entropiebegriffe: (1) die thermodynamische Entropie,
die mit einem Fluss an Wirmeenergie verbunden ist, (2) die Boltzmann-Entropie der statistischen
Mechanik und (3) die Shannon-Entropie der Informationstheorie. Der thermodynamische Entropiebe-
griff wird in einen anderen Kurztext behandelt (siehe ,Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik*).
In diesem Kurztext geht es im Wesentlichen um die Shannon-Entropie, die man als ,Maf} fiir Un-
kenntnis® interpretieren kann, sowie der Boltzmann-Entropie, die als ,Maf} fiir Unordnung® gedeutet
werden kann.

Schwieriger ist der Beweis, dass diese beiden Definitionen von Entropie dquivalent zum ther-
modynamischen Entropiebegriff sind. Auch Boltzmann hat dies zun&chst nur fiir das ideale Gas
gezeigt. Diese Aquivalenz soll auch hier bewiesen werden.

3.1 Die Shannon-Information

Im Jahre 1948 veroffentlichte Claude Elwood Shannon (1916-2001) sein Hauptwerk A Mathematical
Theory of Communication [1] und formulierte dort ein Mafl fiir Information (heute als Shannon-
Information bekannt). Bald darauf wurde der Bezug dieser Grofie zum Entropiebegriff in der statisti-
schen Mechanik deutlich. Shannon ging es hauptséchlich um ein Maf fiir den Verlust an Information,
der durch fehlerhafte Signaliibertragung bei Kommunikationssystemen auftritt.

3.1.1 Die Shannon-Information als fehlende Information

Wir stellen uns ein System vor, das viele verschiedene Zustinde annehmen kann. Mit Q bezeichnen
wir die Menge dieser Zustéinde und {p;} sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die angibt, mit welcher
Wabhrscheinlichkeit p; ein bestimmter Zustand ¢ € € vorliegt. Statt Zustand schreibe ich manchmal
auch Mikrozustand oder Ereignis, wobei hier eigentlich ein Elementarereignis gemeint ist. Wir fragen
nun nach einem MaB fiir die fehlende Information, um aus der Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten
{p;} auf einen ganz bestimmten realisierten Zustand schlieflen zu kénnen.

Als Einheit der Information gilt das Bit, dessen beide Werte 1 oder 0 bzw. TRUE oder FALSE
sein konnen. Als Ma$ fiir die fehlende Information wihlen wir die minimale Anzahl von Bits (gemes-
sen durch die Antworten auf Ja/Nein-Fragen), mit denen wir die gewiinschte Information erlangen.
Konkret: Wie viele Ja/Nein-Fragen miissen wir im Mittel mindestens stellen und beantwortet bekom-
men, um von der allgemeinen Information iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu der Information
der speziellen Realisierung zu gelangen?
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Wir betrachten zunéchst als Beispiel ein Schachbrett mit 64 Feldern. Die allgemeine Infor-
mation sei: Auf einem Feld des Schachbretts befindet sich eine Figur. Diese Information umfasst die
Menge der Moglichkeiten Q (64 Felder) sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilung, in diesem Fall die
Gleichverteilung: p; = 1/64. Gesucht ist das konkrete Feld, auf dem sich die Figur befindet. Wir
konnen natiirlich alle Felder einzeln erfragen: Steht die Figur auf Feld 17 Steht sie auf Feld 27 etc.
Im Durchschnitt wiirden wir in diesem Fall 32 Fragen bendttigen, bis das besetzte Feld bekannt ist.

Bei geschickter Wahl der Fragen benotigen wir jedoch genau 6 Ja/Nein-Fragen, um das Feld zu
finden. Dazu unterteilen wir die Moglichkeiten immer in zwei moglichst gleichwahrscheinliche Bereiche
(siehe Abb. 3.1). Die erste Frage konne lauten: Befindet sich die Figur auf der linken Spielfeldhélfte?
Die zweite Frage wére beispielsweise: Ist die Figur in der oberen Hélfte? usw. Da sich mit jeder
beantworteten Frage die Anzahl der Moéglichkeiten halbiert, ist das gesuchte Feld nach sechs Fragen
gefunden. Wir koénnen also sagen: Die fehlende Information zwischen der Situation, wo man nur weif3,
dass sich auf einem Feld des Spielfelds eine Figur befindet, bis zu der Kenntnis, um welches Feld es
sich dabei genau handelt, betridgt 6 Bits.

XIX[X[X XX XXX [X|X|X XX XXX XXX XX XXX X|X|X XXX XX XXX XX XXX XXX
XIX[X[X XIX[X[X[X[X|X|X XX XXX XXX XIX[X[X[X|X|X|X XXX XX |X[X[X XIX XXX XXX
XIX[X[X XX XXX XXX XX XXX |X[X[X XIX[X[X|X|X|X|X XXX [X|X|X[X[X XX XXX | XXX
XIX[X[X XX XXX XXX XXX [X[|X|X[X[X XX XXX XXX XXX XX XXX XX XXX | XXX
XIX[X[X XIX|X|X XIX[X[X X|X[X[X XX XX X[ XX XXX XX XXX XXX
XIX[X[X XIX|X|X XIX[X[X X|IX[X[X XX XIX|X[X XX XIX[X[X] | X[X[X
XIX[X[X X|IX[X[X XIX[X[X XIX[X[X XX XXX XX XXX XX XXX XXX
XIX[X[X XIX[X[X XIX[X[X XIX[X[X XX XXX X[X|X[X[X XIX[X[X[X|X[X[X

Abbildung 3.1: Nach 6 geschickt gestellten Ja/Nein-Fragen kann die Anzahl der Méglichkeiten von
64 auf 1 reduziert werden. Die erste Frage konnte lauten: Befindet sich die Figur in der linken Hélfte?
Die Antwort ,Nein“ ldsst nur noch 32 Méglichkeiten zu (linkes Bild). Die zweite Frage: Befindet sich
die Figur auf der oberen Hiilfte? reduziert die Anzahl der verbliebenen Moglichkeiten auf 16 (zweites
Bild), etc.

Mit jeder Antwort auf eine geschickt gestellte Frage verringert sich die Anzahl der
Moglichkeiten um die Halfte und damit verdoppeln sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die verblie-
benen Moglichkeiten. Nachdem bei dem Schachbrett zu Beginn die Wahrscheinlichkeit fiir jedes Feld
1/64 betrug, fallen nach Beantwortung der ersten Frage 32 Felder weg und fiir die 32 verbliebenen
Felder wird die Wahrscheinlichkeit, dort die Figur zu finden, zu 1/32. Die Fragen enden, wenn nur
noch ein Ereignis, das nun die Wahrscheinlichkeit 1 hat, iibrig bleibt. Nun ist der Mikrozustand be-
kannt. Im vorliegenden Fall muss man 6 = —log,(1/64) = log, 64 Fragen stellen, bis das Feld auf
dem Schachbrett bekannt ist.

Allgemein ist die optimale Strategie die folgende: Sei Q2 die Menge der moglichen Zustédnde
und {p;} die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die einzelnen Zustéinde i. Wir teilen nun Q in zwei
disjunkte Teilmengen A; und Ay auf — also Q@ = A; U A; und A; N A = () —, sodass p(A;) =
Yoica, Pi = p(A2) = Y ,c4, = 1/2. Die erste Frage lautet dann beispielsweise: Befindet sich der
gesuchte Mikrozustand in A;7 Lautet die Antwort ,, Ja*, fahren wir mit Ay fort. Lautet die Antwort
,Nein“, fahren wir mit Ao fort. Wir unterteilen nun die verbliebene Menge an Mikrozustdnden wieder
in zwei Teilmengen mit jeweils einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 und stellen die niichste Frage.

War p; die anféingliche Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis ¢ und ist dieses nach n Schritten
der Ja/Nein-Auswahl noch iibrig, so ist dessen Wahrscheinlichkeit nach n Schritten somit 2"p;. Fiir
irgendein n; an Fragen wird diese Wahrscheinlichkeit gleich 1, der Zustand ¢ liegt also mit Sicherheit

vor. Somit ist

2%p;, =1 oder mn; = —logyp;. (3.1)
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Das bedeutet, die Anzahl n; der notwendigen Ja/Nein-Fragen, bis ein Mikrozustand, der zu Beginn
mit der Wahrscheinlichkeit p; vorliegt, als realisiertes Ereignis bekannt ist, ist n; = —logyp;.

Einem Ereignis, von dem bekannt ist, dass es mit der Wahrscheinlichkeit p; vorliegen kann,
ordnen wir somit die (fehlende) Information

I; = —log,p; (3.2)

zu. Die mittlere (fehlende) Information zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung {p;} ist dann
I{pi}] = > Lipi=—_pilog,yp:. (3.3)

Diese Grofe bezeichnet man als die Shannon-Information zu einer Verteilung {p; }.

Im Allgemeinen handelt es sich hier nur um eine idealisierte untere Grenze fiir die mittlere
Anzahl an Ja/Nein-Fragen, die man stellen muss, bis ein Mikrozustand bekannt ist. Der Grund ist,
dass 1/p; im Allgemeinen keine Potenz von 2 ist und somit die Aufteilung einer Teilmenge A C
in zwei Unterteilmengen, die jeweils exakt die Hiilfte der verbliebenen Wahrscheinlichkeiten haben,
meist nicht moglich sein wird. Doch jedes Abweichen von dieser Optimalstrategie erhoht die mittlere
Anzahl der notwendigen Fragen, bis der Mikrozustand bekannt ist.

3.1.2 Die Maximierung der Shannon-Information

Wir stellen nun die Frage, fiir welche Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer Menge €2 von diskreten
Elementarereignissen die Shannon-Information maximal wird. Dabei setzen wir bestimmte Informa-
tionen iiber diese Wahrscheinlichkeiten voraus. In diesem Zusammenhang ist es oft einfacher (und
niher an den in der Physik verwendeten Grofen), wenn man nicht den Logarithmus zur Basis 2
sondern den natiirlichen Logarithmus verwendet. Wegen

logy = (logy e) Inx bzw. Inz = (In2) log, x (3.4)

sind die beiden Funktionen proportional zueinander und die Extremalpunkte sind dieselben.

Die Gleichverteilung

Wir beginnen mit der Suche nach einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche die Shannon-
Information maximiert und von der nur bekannt ist, dass es sich um eine normierte Wahrscheinlichkeit
handelt, d.h., dass ), p; = 1. Dazu miissen wir I nach p; variieren, allerdings unter der Zwangsbe-
dingung, dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten eins bleibt. Dies beriicksichtigen wir durch einen
Lagrange-Multiplikator A, d.h. wir schreiben zunéchst:

I = - Zpi Inp; + A <Zpi - 1) (3.5)

und maximieren I sowohl beziiglich py (k beliebig) als auch beziiglich A. Dies fithrt auf die Glei-

chungen:
oI, 1 (225N
o npi — Pk o + A npg +A=0 und B\ < EZ Di > 0 (3.6)

Die erste Gleichung bedeutet, dass p; unabhéngig von ¢ ist, also fiir alle Zustéinde gleich, und die
zweite Gleichung normiert diese Bedingung. Insgesamt findet wir somit, dass die Gleichverteilung
p; = 1/]Q| die maximale Shannon-Information hat. Bei einer Gleichverteilung ist daher die fehlende
Information am groiten. Dies entspricht in der Thermodynamik der sogenannten mikrokanonischen
Verteilung.
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Die Boltzmann-Verteilung

Ganz dhnlich kénnen wir nun auch die Frage nach der Verteilung mit der gréften Shannon-Information
stellen, bei der wir nur den Mittelwert einer Zufallsvariablen kennen. Sei E : {2 — R eine Zufallsvaria-
ble, deren Wert fiir ein Elementarereignis ¢ mit E; bezeichnet wird. Der Mittelwert der Zufallsvariablen
ist dann

Falls es sich bei F; um die Energie eines Zustands ¢ handelt, bezeichnet man den Erwartungswert in
der Thermodynamik als innere Energie.

Wir bilden nun die Varianz der Shannon-Information, allerdings mit zwei Zwangsbedingungen
an die Wahrscheinlichkeiten {p; }: Die Summe soll eins sein (Normierung) und der Erwartungswert von
E soll E sein. Fiir die zweite Bedingung fithren wir den Lagrange-Multiplikator 3 ein (das Vorzeichen
ist Konvention):

Inp = — Zpi Inp; + A <Zpi - 1) -p (Z Eipi — E> (3.8)

Die Bedingungen fiir eine stationiire Wahrscheinlichkeitsverteilung (dass es sich hierbei um ein Ma-
ximum handelt, muss getrennt gezeigt werden) lauten nun:
oI
A8 np;—14+A—BE,L =0 (3.9)
Opk

sowie die beiden Zwangsbedingungen:

6[A75 o ' . aI}\ﬁ _ . i -
o —(Z:p,—l)—() und 35 _—<;E2pz—E>_o (3.10)

Die Losung zu der ersten Gleichung lautet:

1
PR = Ee—ﬁEk (3.11)

mit Z = e* ! als Normierungsfaktor. Die beiden Zwangsbedingungen legen Z und 8 fest. Formal

Z=Y e PP (3.12)

lasst sich Z in der Form

schreiben; dies bezeichnet man in der statistischen Mechanik als die kanonische Zustandssumme. Die
grofite Shannon-Information einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, von der nur der Mittelwert einer
Zufallsvariablen bekannt ist, hat somit die Boltzmann-Verteilung beziiglich dieser Variablen. Der
Lagrange-Multiplikator 8 wird durch die Zwangsbedingung an den Mittelwert von E festgelegt.

Die Gauss-Verteilung

Als letztes Beispiel betrachten wir die Verteilung p(x) zu einer kontinuierlichen reellen Variablen x,
fiir die der Mittelwert sowie die Varianz bekannt sind. Mittelwert und Varianz von p(z) sind gegeben
durch

T = /Oo ap(x) dx und o? = /00 2?p(x) d . (3.13)

— 00 — 00

Auflerdem soll die Verteilung normiert sein:

/fo p(z)dr=1. (3.14)
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Fiir die Shannon-Information nehmen wir im kontinuierlichen Fall das Funktional

I= _/00 p(z) Inp(z)de. (3.15)

— 00

Diesmal gibt es drei Lagrange-Multiplikatoren:

Boab@] = = [ s mpe)as 2 ([ pte)as-1) (3.16)

— 00 — 00

-5 </Z xp(x) dxf) -« (/Z z2p(x) dx02> (3.17)

Die Ableitungen nach den Lagrange-Multiplikatoren ergeben wiederum die Zwangsbedingungen. Die
Ableitung nach der Funktion p(z) fithren wir als Variationsableitung, d.h., wir schreiben I = I[p(x)+
dp(z)] — I[p(z)] und entwickeln I[p(z) + dp(x)] bis zur linearen Ordnung in dp(x):

o0

Ip(z) + op(z)] = - / " (pl@) + 6p(x)) In(p(a) + op(a)) de + A ( /

o0 — 00

(p() + Op(a)) de — 1)

8 (/OO 2(p(@) + op(z)) do — x) —a (/m 22(p(x) + op(x)) de — 02> (3.18)

— 00 — 00
oo

= Ip(z)] + / op(z) [~ Inp(z) — 1+ A — Bz + az?| dz + o(|dp(z)|) . (3.19)
Damit die 1. Variation von I[p(z)] verschwindet, muss der lineare Term in dp(z) fiir alle dp(z) ver-
schwinden. Das fithrt auf die Gleichung

—Inp(z) =1+ X —pBz—az?=0 (3.20)
oder

p(x) = exp(—1 + X — Bz — az?). (3.21)

Es handelt sich bei p(x) somit um eine GauB-Verteilung. Wir konnen die drei Lagrange-
Multiplikatoren durch die vorgegebenen Werte &, o sowie eine Normierung ersetzen und erhalten:

(@) = —— exp (“”_5”)2> (3.22)

oV 2T 202

Die GauB3-Verteilung hat daher die grofite Shannon-Information unter der Bedingung, dass von einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung ihr Mittelwert und ihre Varianz bekannt sind.

3.2 Die Boltzmann-Entropie

Ludwig Boltzmann (1844-1906) entwickelte seine Vorstellung einer statistischen Entropie, die durch
den Logarithmus der Anzahl der Mikrozustéinde zu einem gegebenen Satz von Makrozustinden ge-
geben ist, in den 70er Jahren des 19. Jahrhunderts. Diese Beziehung lautet:

S =kpln|Q|, (3.23)

wobei kg = 1,380 649 - 10723J /K die Boltzmann-Konstante ist und |Q| die Anzahl der Mikrozustéinde
zu einem gegebenen Makrozustand bezeichnet. Diese Formel (mit Boltzmanns Bezeichnung W fiir die

Anzahl der Zusténde) findet sich heute auf seinem Grabstein auf dem Wiener Zentralfriedhof (siehe
Abb. 3.2).



6 KAPITEL 3. ENTROPIE — STATISTISCHE ZUGANGE

S=k iU‘w’_ W

Abbildung 3.2: Der Grabstein von Ludwig Boltzmann auf dem
Zentralfriedhof von Wien. Oben ist die Formel fiir die statistische
Entropie erkennbar. (eigenes Bild)

In strenger Form gilt diese Formel zundchst nur fiir eine mikrokanonische Gesamtheit, also
ein thermodynamisches System, das vollkommen isoliert von seiner Umgebung ist, bei dem insbeson-
dere auch kein Austausch von Wirmeenergie mit der Umgebung mdoglich ist (d.h., dieses System hat
adiabatische Winde). Ein solches thermodynamischer System ist durch einen Satz von makroskopi-
schen Groflen charakterisiert: die Energie F, das Volumen V| die Stoffmenge n = N/N4, wobei N die
Anzahl der Teilchen in dem System und N die Avogadro-Konstante sind, sowie eventuell weitere
makroskopisch beobachtbare und kontrollierbare Gréfien. Die Menge Q(F,V,n) der Mikrozustéinde,
die mit diesen makroskopischen Groflen vertriglichen sind, héngt natiirlich von den vorgegebenen
Parametern ab.

In der klassischen Mechanik ist ,,Anzahl der Mikrozustéinde* eigentlich nicht gut definiert.
Zunichst einmal handelt es sich bei festem F,V,n um einen Unterraum im 6/N-dimensionalen Pha-
senraum der klassischen Teilchen. Das Volumen dieses Unterraums, das als Maf fiir die Anzahl der
Zustéinde dienen konnte, verschwindet jedoch fiir eine feste Energie E (es handelt sich um eine Hy-
perfliche im Phasenraum, deren Dimension um 1 kleiner ist als die des Phasenraums selbst). Daher
betrachtet man fiir die erlaubten Energien e meist ein Energieintervall, e € [E — AE,E], bzw. die
Vollkugel € < E. Es zeigt sich, dass bei sehr vielen Teilchen (N in der GréBenordnung der Avogadro-
Zahl) hier kein messbarer Unterschied besteht. AuBerdem miissen zwei ,, Uberreste* der Quantentheo-
rie beriicksichtigt werden: die Ununterscheidbarkeit der Teilchen — dies fithrt auf einen Faktor 1/N!
fiir die Abzdhlung verschiedener Mikrozustinde — und die Tatsache, dass Zustéinde im Phasenraum
innerhalb eines Volumens von h*" (h die Planck’sche Konstante) nicht auflosbar sind, d.h., das Vo-

h3N anzugeben. In der Quantentheorie sind die Zustéinde

lumen im Phasenraum ist in Einheiten von
diskret und sollten der Ununterscheidbarkeit Rechnung tragen, sodass die Anzahl der Zusténde mit
einer Energie kleiner als ein vorgegebener Wert E wohl definiert ist.

In der mikrokanonischen Gesamtheit haben alle erlaubten Zusténde dieselbe Wahrscheinlich-

keit, sodass p; = 1/|€2] und somit die Shannon-Information

S = —Zpi Inp; = sz‘ In[Qf = In|Q] (3.24)

ist. Bis auf die Boltzmann-Konstante kg = 1,380 649 - 10723 J/K, die eher historische Griinde hat,
stimmt dies mit der Boltzmann-Entropie iiberein. Der Faktor kg hat zwei Griinde: Zum einen hat die
Entropie in der Thermodynamik die Dimension , Energie/Temperatur® also J/K, und zum anderen
ist die Anzahl der Mikrozustéinde so immens grof, dass man riesige Zahlen fiir In || erhélt. Damit
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diese Zahlen mit den in der Thermodynamik vertrauten Gréflen iibereinstimmen, beriicksichtigt man
den Faktor kg.

Zu Beginn dieses Kurztextes wurde behauptet, dass die Boltzmann-Entropie als ,Maf} fiir
Unordnung® verstanden werden kann. Wenn man unter Ordnung ,,jedes Ding befindet sich an seinem
Platz* versteht, gibt es nur einen (oder wenige) geordnete Zusténde. Je mehr Dinge sich nicht an
ihrem Platz befinden, umso grofler ist die Unordnung, umso gréfler wird aber auch die Anzahl der
Moglichkeiten, die fiir einen ungeordneten Zustand bestehen. Die Unordnung ist umso grofler, je langer
man suchen muss, um einen bestimmten Gegenstand zu finden, bzw. je mehr Moglichkeiten es gibt,
wo sich ein Gegenstand befinden kann. Die Entropie wéchst typischerweise mit der Temperatur und
bei einer absoluten Temperatur 7' = 0 gibt es in der Quantentheorie nur einen Grundzustand. Daher
ist die Entropie dort null. Je hoher die Temperatur wird, umso ungeordneter wird die Bewegung der
Teilchen in einem System. In diesem Sinne ist die obige Aussage zu verstehen.

3.3 Die Entropie des idealen Gases

Ein Teil der grofien Leistung von Ludwig Boltzmann bestand darin zu zeigen, dass die von ihm an-
gegebene Formel fiir die Entropie S = kg In |Q] mit der thermodynamischen Entropie ibereinstimmt.
Konkret bewiesen hat er das fiir ein ideales Gas. Im Folgenden werden die Boltzmann-Entropie sowie
die thermodynamische Entropie eines idealen Gases auf verschiedenen Wegen hergeleitet.

3.3.1 Die thermodynamische Entropie eines idealem Gases

In der Thermodynamik berechnet man die Entropie nach der Vorschrift von Sommerfeld (siehe Der
zweite Hauptsatz der Thermodynamik), indem man die Grofie 60Q/T (Wéarmemenge dividiert durch
die absolute Temperatur) entlang eines reversiblen Weges integriert, also

1
S—SO:/O ? (3.25)

Die Warmemenge ist allgemein gegeben durch §@Q = dE + pdV; dies ist der Energiesatz — der erste
Hauptsatz der Thermodynamik — fiir eine rein mechanische Arbeit 6W = pdV. Speziell fiir ein ideals
Gas gelten die kalorische Zustandsgleichung F = %nRT sowie die ideale Gasgleichung pV = nRT
(n Stoffmenge in Mol, R = Nakp = 8,314462618 15324 J/(K - mol) ist die Gaskonstante mit der
Avogadro-Zahl Ny ), sodass

3 RT
5Q = SnRAT + 22qv . (3.26)
2 v
Offenbar handelt es sich hierbei nicht um ein totales Differential, denn dann miisste %%nR =0
gleich 3%# = % sein, was offensichtlich nicht gilt, allerdings ist
6Q 3nR nR
— = —-—dT + — 2
T 5T dT + v dVv (3.27)
ein totales Differential (wie es der zweite Hauptsatz auch fordert) und es gilt:
0Q 3nR nRk 3 T v
STV)=[| —= [ =—dT —dV = -nRIn — Rln — 3.28
(’)/T /QT TV it (3.28)

wobei Ty und Vg die Temperatur und das Volumen am Referenzpunkt Sj sind. Dies ist die gesuchte
Funktion fiir die Entropie des idealen Gases. Allerdings war schon Gibbs bekannt, dass diese Grofie
nicht additiv ist (d.h., wenn man das System verdoppelt, sodass sich V' und n verdoppeln, sollte sich
auch S verdoppeln). Wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen muss man einen Term Nk, In N
(wobei N die Teilchenzahl ist) subtrahieren. Dies spielt an dieser Stelle aber keine Rolle.
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Um den Zusammenhang zur statistischen Herleitung der Entropie zu verdeutlichen, ersetzen
wir noch die Stoffmenge n (in Mol) durch die Teilchenzahl N = nN, und die Gaskonstante R durch
die Boltzmann-Konstante R = Nakpg. Damit folgt fiir die Entropie:

3 T 1%
S(T.V) = 5NkgIn 7+ Nkg In - (3.29)

3.3.2 Die Entropie eines idealen Gases — ein Skalenargument

Die Entropie des idealen Gases Gl. 3.29 ldsst sich auch durch ein einfaches Skalenargument nachvoll-
ziehen. Dazu betrachten wir zunéchst die zu der Entropie gehtérende ,,Menge an Mikrozustédnden® im

Sinne von Boltzmann:

oo (50) - (7) (%) () (@) ow

Bei der zweiten Gleichung wurde ausgenutzt, dass die Energie eines idealen Gases nicht vom Volumen

abhéngt und proportional zur Temperatur T ist. Wir kénnen diese Abhéngigkeiten durch einfache
Skalenargumente verstehen:

1. Wenn wir das Volumen V verdoppeln, verdoppelt sich fiir jedes Teilchen das Phasenraumvo-
lumen, d.h. wir erhalten einen Faktor 2/V. Allgemeiner gilt: Wenn wir das Volumen um einen
Faktor A skalieren, skalieren wir das Phasenraumvolumen pro Teilchen um denselben Faktor A
und somit das Phasenraumvolumen von N Teilchen um den Faktor AYV. Daher ist es naheliegend,
dass das Phasenraumvolumen von N freien Teilchen proportional zu V¥ ist.

2. Wenn wir die Energie eines Teilchens verdoppeln, erhthen wir jede seiner Impulskomponenten
um /2, da die kinetische Energie — nur diese gibt es bei einem idealen Gas — proportional zu p?
ist. Insgesamt erhoht sich das Phasenraumvolumen pro Teilchen um 23/2, da ein Teilchen drei
Impulskomponenten hat. Fiir N Teilchen bedeutet dies einen Faktor 23V/2. Allgemeiner: Wenn
wir die Gesamtenergie um einen Faktor A skalieren, skaliert das Phasenraumvolumen von N
Teilchen um den Faktor A3"V/2. Damit ist das Phasenraumvolumen von N Teilchen proportional
zu E3N/2,

Insgesamt folgt daher, dass sich fiir ein ideales Gas die Anzahl der Zusténde zu einer mittleren Energie
E und einem Volumen V wie E3N/2VN verhilt. Da |Q| eine dimensionslose Zahl sein muss und sich
diese Uberlegungen immer auf eine Referenzenergie Ey und ein Referenzvolumen Vj beziehen, folgt
GI. 3.30.

3.3.3 Die quantenmechanische Herleitung der Boltzmann-Entropie
eines idealen Gases

Wir betrachten ein N-Teilchensystem in einem kubischen Kasten der Kantenldnge L, also vom Vo-
lumen V = L3. Die quantenmechanischen Energiezustinde fiir ein freies Teilchen in einem solchen

Kasten sind
h2m?

€nymapmg = m(n% +n3 +n3) n; =1,2,... ¢ N. (3.31)
Fiir N freie Teilchen sind die erlaubten Energiezustdnde durch die Summe der Einteilchenenergien
gegeben:
p2r2 3N ,

=1
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Wir bestimmen zunichst die kumulative Anzahl n(FE,N) der Zustinde von N freien Teilchen, so-
dass deren Energie kleiner oder gleich F ist. Das fithrt auf die Frage: Wie viele Kombinationen von
natiirlichen Zahlen n; gibt es, sodass Z?N n? < R? fiir eine vorgegebene (grofie) Zahl R? Wir 16sen
dieses Problem in zwei Schritten:

1. Wir bestimmen zunéichst das Volumen einer d-dimensionalen Kugel.
2. Wir losen damit das genannte kombinatorische Problem.

SchlieBlich betrachten wir fiir die Entropie nur die fithrenden Terme.

Das Volumen der d-dimensionalen Kugel

Das Volumen einer d-dimensionalen Kugel vom Radius R ist gegeben durch
R’ 1
Vol(R,d) = / dQ / rd=ldr = EO(d)Rd, (3.33)
0

wobei d©2 die Winkelintegration in d Dimensionen bezeichnet und O(d) ist die Oberfléiche der Einheits-
kugel (Kugel vom Radius R = 1). Diese Oberfléiche bestimmen wir folgendermaflen: Wir berechnen

oo d
( / edex) = /2 (3.34)
in Kugelkoordinaten. Dort gilt

</OO em2d$>d - /dQ /OOO e dr = %O(d)F(d/QL (3.35)

— 00

das Integral

wobei die Definition der I'-Funktion

e 2 1 [ 1
/ rd=le " dr = 7/ y? e v dy = ZI'(d/2) (3.36)
0 2 Jo 2
verwendet wurde. Aus diesen beiden Ergebnissen erhalten wir:
27Td/2 ) 7.(.d/2 7T'd/2
d) = = Vol(R,d) = = R'= ———R*. 3.37
D= T M) = Gram ™ = T (337

Die Kombinatorik

Die Bedingung Z?ivl n? < R? lasst sich folgendermafen interpretieren: Gesucht ist die Anzahl der
Punkte mit ganzzahligen, positiven Koordinaten n; innerhalb einer 3/N-dimensionalen Kugel vom
Radius R. Da diese Punkte ein 3/N-dimensionales Gitter bilden und jede Gitterzelle das Volumen
1 hat, konnen wir die Frage in guter Ndherung dadurch beantworten, dass wir das Volumen einer
3N-dimensionalen Kugel vom Radius R betrachten.

Dieses Volumen ist durch Gl. 3.37 gegeben. Allerdings sind wir nicht an beliebigen ganzzahli-
gen 3N-Tupeln interessiert, sondern nur an den positiven. Da in dem Kugelvolumen jede Koordinate
positive und negative Werte annehmen kann, erhalten wir das Volumen im rein positiven ,, Quadran-

«

ten“, indem wir noch durch 23V dividieren. Aufilerdem miissen wir noch die Ununterscheidbarkeit

der Teilchen berticksichtigen, sodass wir noch durch N! dividieren miissen. Die gesuchte Anzahl an
Kombinationen n(E,V,N) ist somit ndherungsweise:
- 2mL?

1
n(E,V,N) = ———Vol(R,3N) mit R? = S

= (3.38)
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Wir konnten fiir das kombinatorische Problem nun noch Korrekturterme bestimmen, die sich daraus
ergeben, dass die Zahlen n; nicht 0 sein diirfen. Fiir grofe Werte von R, sodass Terme der Ord-
nung N/R vernachlissigt werden konnen, spielen diese Korrekturen jedoch keine Rolle. Als Ergebnis
erhalten wir:

1 2 a2 amr® \*V?
EV,N) = 3N b
1 (2 1 m )N N
S (3,Nr(3N/2)> <%E) V. (3.39)

Man erkennt an diesem Ergebnis schon die wesentlichen Elemente: (1) der Faktor 1/(N'!h3N), der sich
aus der Quantentheorie ergibt (dass man den Phasenraum mit & und nicht mit % normieren sollte,
wird in Abschnitt 3.3.4 gezeigt), sowie (2) die Abhéingigkeit E3N/2VN,

Né&herungen

In Abschnitt 3.3.1 wurde erwéihnt, dass man zur thermodynamischen Entropie noch einen Korrektur-
term anbringen muss, um das Gibbs’sche Paradoxon zu vermeiden: Die Entropie sollte eine additive
Grofle sein, d.h., wenn sich die extensiven Groflen E und V' verdoppeln, soll sich auch die Entropie
verdoppeln. Dazu betrachten wir die fithrende N-Abhingigkeit vom Logarithmus von n(E,N).

Fiir die I'-Funktion sowie den Term N! verwenden wir die sogenannte Stirling’sche N&herung;:

N ~ V21N (‘DN wmd  T(z) ~ ﬁ (g) . (3.40)

Da wir letztendlich am Logarithmus von n(FE,N) interessiert sind und nur an der Abhéingigkeit von
N, E und V, betrachten wir nur die Terme, die im Logarithmus proportional zu N sind (alle anderen
Terme verschwinden fiir grofe Werte von N im Vergleich):

3 5 3

S n(BV,N)~ Nl (EVC> mit =" (3.41)
kg N2

Die Konstante C enthilt die Masse m der Teilchen und % in einer Form, sodass die Dimensionen
stimmen, das Argument des Logarithmus also dimensionslos ist. Die anderen Konstanten wie 7 und e
sind fiir die Entropie nicht relevant. Wichtig ist das Skalenverhalten von .S unter der Transformation
(E\,V,N) = (AE,AV,AN). Man erkennt, dass sich im Argument des Logarithmus alle Potenzen von A
wegheben, sodass insgesamt von dem fiihrenden Faktor N nur ein Faktor A auftritt, wie man es von
der Entropie als extensiver Grofle auch erwartet. Ohne den Faktor N! wire das nicht der Fall.

Man beachte, dass die Energie proportional zu N ist, d.h., wenn wir die Energie iiber die
Beziehung F = %N kT durch die absolute Temperatur T ersetzen, erhalten wir im Logarithmus die
Kombination T3/ 2V/N, die ebenfalls das richtige Skalenverhalten besitzt. V/N ist das Volumen pro
Teilchen

3.3.4 Die Boltzmann-Entropie eines idealen Gases in der kanonischen
Gesamtheit

Abschliefend bestimmen wir die freie Energie in der kanonischen Gesamtheit. Aus dieser Grofle
erhalten wir nicht nur unmittelbar die thermische Zustandsgleichung (also die ideale Gasgleichung
p = p(V,T)) sowie die kalorische Zustandsgleichung (die Beziehung zwischen der Energie und der
Temperatur und dem Volumen, E = E(V,T'), wobei beim idealen Gas die Energie nicht vom Volumen
abhéingt) sondern auch die Entropie des idealen Gases.
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Die kanonische Zustandssumme

Die kanonische Zustandssumme (einschliefflich des Faktors 1/(N!h3Y) aus der Quantentheorie — man
beachte, dass hier die Planck’sche Konstante h und nicht 7 steht) lautet in der klassischen Néherung:

0o 3N

0o 3N 3N
Z(T,V,N) = N'h3N/ Hdpl/ Hd:czexp< 2pm> . (3.42)

Die Integrale iiber die Ortsfreiheitsgrade x; liefern insgesamt einen Beitrag V. Die Integrale iiber
die Impulsfreiheitsgrade sind Gaufi’sche Integrale und liefern fiir jeden Freiheitsgrad den Beitrag

00 2
/ dpexp (— 2mpkBT> =/ 2mmkpT . (3.43)

Damit folgt insgesamt fiir die Zustandssumme Z bzw. die freie Energie F":

1

F
= WV (2rmkpT)*N/2 = exp (—) (3.44)

kT

Die kalorische Zustandsgleichung

Aus der allgemeinen Darstellung der kanonischen Zustandssumme Z = )", e AFi erhalten wir fiir den
Erwartungswert der Energie:

_ Y9 7= —BE;
E = 1nZ ZZEe (3.45)

und damit fiir das ideale Gas die kalorische Zustandsgleichung:

8N

s 0 aang
E = aﬁlnﬁ =3

N
gt = %kBT. (3.46)

Die thermische Zustandsgleichung — Die ideale Gasgleichung

Aus der allgemeinen Beziehung (%F ) —p erhalten wir die ideale Gasgleichung;:

TN

— (kBTln VN) — NkpT— baw. pV = NkgT. (3.47)

v v
Die Entropie

In der kanonischen Gesamtheit erhilt man die Entropie aus der Beziehung

F
a— =-5. (3.48)
or V,N
Mit F = —kgT In Z folgt:
InZ N
S:kBan+]€BT8 - :kBan+kB37 (349)
oT 2
oder
S 3N
—=InZ+ —. .
o nz+ 5 (3.50)

In diesem Ausdruck betrachten wir wiederum nur die fithrenden Terme der Stirling-Formel, wobei
der Term 3N = N Ine3/2 beriicksichtigt wird:

(3.51)

5/2 3/2
nZ 4+ gN ~ Nl (e (2rmkpT) V)

Nh3
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2

Ersetzen wir in dieser Formel die Temperatur 1" durch die Energie F, also kgT = g%, erhalten wir

5/2 3/2 2
ﬁ ~ N lIn (e (4mmFE) V) =NlIn (E]\;VC'>

B N5/233/2p3 5
mit 5 3 3 5 3
_e2(4m)aim? ezm?2
3343 (3m)2h3

(3.52)

(3.53)

Wir erhalten somit exakt dasselbe Ergebnis wie aus der quantenmechanischen Berechnung, einschlief3-
lich desselben Faktors C' aus Gl. 3.41. Man beachte, dass die beiden Konstanten C' nur deshalb
identisch sind, weil wir (1) die klassische Zustandssumme mit 1/h3" normiert haben (und nicht mit
1/R3N) und weil wir bei der Berechnung der Entropie aus der freien Energie auch den konstanten

Term %N berticksichtigt haben.
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