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Kapitel 1
Die Zeitgleichung

Autor: Thomas Filk, Version vom: 28.03.2024

Die sogenannten wahren Sonnentage, hier ist die Zeitdauer von Sonnenho6chststand bis zum
néichsten Sonnenhdchststand gemeint, sind nicht immer gleich lang. Dafiir sind in erster Linie zwei
Einfliisse verantwortlich: die elliptische Form der Erdbahn und die Neigung der Erdachse gegen die
Ekliptik, also die Ebene, in der die Erdbahn um die Sonne verlduft. Dies fiihrt zu einer Differenz
zwischen der wahren Sonnenzeit (bei der die Sonne um 12 Uhr ihren Héchststand in Richtung Siiden
erreicht) und der sogenannten mittleren Sonnenzeit, wie sie auf einer gleichmifig gehenden Uhr
angezeigt wird.! Diese Differenz, die sogenannte Zeitgleichung, war schon im Altertum bekannt. Die
Zeitgleichung ZG(t) gibt an, wie viele Minuten man zur gemessenen wahren Ortszeit addieren muss,
um die gemittelte Ortszeit zu erhalten:

ZG(t) = Mittlere Ortszeit(t) — Wahre Ortszeit(t) . (1.1)

Sie konnte auf der Basis der Kepler’schen Gesetze Anfang des 16. Jahrhunderts auch theoretisch
begriindet werden.
In Tabelle 1.1 sind die wichtigsten Groflen zusammengefasst, die in diesem Kapitel bendtigt

werden.

grofle Halbachse Erde-Sonne | a = 149598 023 km
Datum des Perihels | derzeit am (3 + 2). Januar
Neigung der Erdachse zur Ekliptik | € = 23,44°
numerische Exzentrizitdt der Erdbahn | ¢ = 0,0167
Abstand Erde-Sonne im Perihel | rmin = 147,10 - 10% km
Abstand Erde-Sonne im Aphel | 7max = 152,10 - 108 km
Dauer eines tropischen Jahres | 365,24219 Tage

Tabelle 1.1: Die wichtigsten physikalischen Groflen im Zusammenhang mit der Zeitgleichung. Je nach
Zusammenhang und erforderlicher Genauigkeit werden die Werte unterschiedlich gerundet.

Hinzu kommt noch, dass die Ortszeit heute nicht mehr die wahre Ortszeit ist, sondern einer Zeitzone zugeteilt
wurde. Je nach Liangengrad, an dem sich ein Ort befindet, muss zur lokalen Zeit entsprechend der Zeitzone noch ein
Korrekturterm hinzugefiigt werden werden. Diese Korrektur wird in Abschnitt 1.1.2 kurz erwidhnt und ansonsten nicht
beriicksichtigt.
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1.1 Zeitsysteme

Wie schon erwiihnt, entspricht der Sonnenstand, die sogenannte wahre Sonnenzeit, im Allgemeinen
nicht dem, was man als Ortszeit bezeichnet. Zum einen hat es sich als sinnvoll erwiesen, sogenannte
Zeitzonen zu definieren, innerhalb deren die Zeitsysteme gleich sind, zum anderen ist der scheinbare
Gang der Sonne am Himmel nicht vollkommen gleichférmig.

1.1.1 Zeitzonen

Die wahre Sonnenzeit an einem bestimmten Ort auf der Erde ist definiert durch den Son-
nenhéchststand, der den Zeitpunkt 12 Uhr festlegt. Auf der nérdlichen Halbkugel (nérdlich des 23,5.
Breitengrads) befindet sich die Sonne in diesem Augenblick genau im Siiden, auf der siidlichen Halbku-
gel (siidlich des —23,5. Breitengrads) ist sie im Norden.? Etwas anders ausgedriickt handelt es sich bei
12 Uhr mittags (wahre Sonnenzeit) um den Augenblick, an dem die Verbindungslinie Erdmittelpunkt-
Sonnenmittelpunkt den Langengrad des jeweiligen Orts schneidet. Ein wahrer Sonnentag ist dann der
Zeitraum von einem Sonnenhdéchststand zum néchsten Sonnenhochststand.

Die wahre Uhrzeit (beziiglich der Sonne) héngt vom Lingengrad eines Orts ab. Aus diesem
Grund ist eine solche Zeitrechnung sehr kompliziert, da sie lokal von Ort zu Ort verschieden sein
kann. Bis zum Ende des 19. Jahrhunderts war das tatséchlich der Fall: Jede grofere Stadt hatte ihre
eigene Ortszeit. Insbesondere als Folge des zunehmenden Eisenbahnverkehrs wurde ein solches System
jedoch zu umsténdlich, und so wurde per Erlass im Jahre 1893 in Deutschland als gesetzliche Zeit die
Zeit am 15. Langengrad eingefiihrt. Diese Zeit bezeichnet man allgemein auch als ,Mitteleuropéische
Zeit (MEZ)“, da sie in den meisten européischen Léndern gilt.
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Abbildung 1.1: Die Zeitzonen der verschiedenen Lénder. (aus [7])

Die Erdkugel ist in 24 Zeitzonen eingeteilt (Abb. 1.1), jede Zeitzone umfasst somit 360/24 =
15 Langengrade. Befindet sich ein Ort nicht auf dem Langengrad seiner Zeitzone, muss man pro

2Zwischen diesen Breitengraden kann die Sonne zu diesem Zeitpunkt je nach Jahreszeit im Norden oder Siiden
stehen. In jedem Fall entspricht ihre Lage einem Extrempunkt beziiglich des Winkels iiber dem Horizont.
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Langengraddifferenz 4 Minuten addieren bzw. subtrahieren, je nachdem ob sich der Ort westlich oder
Ostlich von dem Léngengrad seiner Zeitzone befindet. Die Mitteleuropéische Zeit, die in Deutsch-
land und den meisten westeuropiischen Kontinentalgebieten (aufler Portugal) giiltig ist, hat ihren
Léngengrad bei 15° Ost. Das ist nahe des 6stlichsten Punkts der deutschen Grenze. Selbst Frankfurt
an der Oder liegt noch etwas weiter westlich. Freiburg liegt beim Léngengrad 7,85°, also 7,15° west-
lich vom 15. Langengrad. Dementsprechen muss man zur MEZ rund 28,6 Minuten addieren, um die
wahre Ortszeit zu erhalten (in der Sommerzeit nochmals eine Stunde mehr). Der Sonnenhéchstand
im Sommer in Freiburg ist gegen 13:30.

1.1.2 Wahrer und mittlerer Sonnentag

Unabhéingig von den bisher erwihnten Korrekturen, die zur Bestimmung der lokalen Ortszeit not-
wendig sind, kann der wahre Sonnentag, also die Zeitdauer zwischen zwei Sonnenhéchststinden an
einem Ort, im Laufe eines Jahres um bis zu fast einer halben Minute schwanken, was sich zu man-
chen Zeiten kumulativ bis zu einer Viertelstunde aufaddieren kann. Die beiden Hauptursachen dafiir
— die elliptische Bahn der Erde und die Neigung der Erdachse relativ zur Ekliptik — werden in den
Abschnitten 1.3 und 1.4 besprochen. Aus diesem Grund definiert man die Dauer eines Tages auch als
einen mittleren Sonnentag, sodass ein Jahr genau 365,2422 mittlere Sonnentage hat. Dies hat jedoch
zur Folge, dass eine Uhr, welche die Uhrzeit nach dem mittleren Sonnentag anzeigt, nicht mit einer
Uhr iibereinstimmt, welche die wahre Sonnenzeit anzeigt, also z.B. eine Sonnenuhr. Manche Sonnen-
uhren beriicksichtigen diese Effekte, indem die Stundenlinien die Form eines sogenannten Analemmas
haben (Abschnitt 1.6.2).

1.2 Zur Mathematik einer elliptischen Bahnkurve

Es gibt zwei bekannte Definitionen einer Ellipse: (1) als die Menge aller Punkte, bei denen die Summe
der Absténde zu zwei gegebenen Punkten, den Brennpunkten der Ellipse, konstant ist, und (2) als
Schnitt eines Kegelmantels mit einer Ebene. Dass die Losungen des Zwei-Korper-Kepler-Problems
(also das Zwei-Korper-Problem mit einem Potenzial proportional zu 1/r) Kegelschnitte sind, ist
ebenfalls bekannt. Die gebundenen Losungen bilden dabei Ellipsen, wobei der Kreis ein Spezialfall
einer Ellipse ist.

Die sogenannte lineare Fxzentrizitit e einer Ellipse ist gleich dem Abstand vom Mittelpunkt
der Ellipse zu einem der Brennpunkte. Sie hat die Dimension einer Lénge. Die numerische FExzentri-
zitit € ist gleich dem Verhiltnis von e zur grolen Halbachse a und ist somit dimensionslos (vgl. Abb.
1.2, links):

e
= —. 1.2
e=2 (12)
AuBlerdem gilt
2a = Tmax + Tmin und 2e = Tmax — Tmin , (13)

wobei 7pax der maximale Abstand zwischen einem Brennpunkt und der Ellipse ist (also der Abstand
zwischen einem Brennpunkt und dem gegeniiberliegenden Punkt der Ellipse) und ryi, der minimale
Abstand. Bei der Erdumlaufbahn um die Sonne bezeichnet man den Punkt mit dem maximalen
Abstand zur Sonne als Aphel, den Punkt mit dem minimalen Abstand als Perihel.?

Aus den Gleichungen 1.2 und 1.3 folgt

Tmax — Tmin Tmin 1—e¢
€= ——7— oder —_— =

Tmax T Tmin Tmax 1+e

(1.4)

3Bei der Mondbahn um die Erde bezeichnet man den Punkt der Mondbahn mit dem gréBten Abstand zur Erde als
Apogidum und den Punkt mit dem kleinsten Abstand als Perigdum.
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Abbildung 1.2: (links) Die geometrischen Grofien in einer Ellipse: a (grofie Halbachse), e (Exzen-
trizitét), rmin und rpa.x (kleinster und grofiter Abstand der Ellipse zu einem Brennpunkt); (rechts)
die dynamischen Groflen in einer Ellipse: vpmin und vmax (kleinste und grofte Geschwindigkeit ei-
nes umlaufenden Objekts), amax und amin (in gleichen Zeiten iiberstrichene Winkel im Perihel und
Aphel).

Nach dem zweiten Kepler’schen Gesetz (,In gleichen Zeiten werden gleiche Flichen
iiberstrichen*) folgt, dass sich die Geschwindigkeiten im Perihel (dem sonnennéichsten Punkt), vmax,
zur Geschwindigkeit im Aphel (dem sonnenfernsten Punkt), vmin, wie die Abstinde der Bahn zur
Sonne verhalten (sieche Abb. 1.2, rechts):

Umin Tmin
- . (1.5)
Umax Tmax

Das zweite Kepler’'sche Gesetz ist fiquivalent zur Drehimpulserhaltung. (Herleitung)
Fiir die Winkel im Perihel ay.x und Aphel o, die in gleichen Zeiten tiberstrichen werden,

bedeutet dies: )
Qmin _ ( Umin ) / (Umax ) _ ( Tmin ) (1 6)
Omax Tmax Tmin Tmax

1.3 Der Einfluss der elliptischen Bahnkurve

In diesem Abschnitt vernachldssigen wir die Neigung der Erdachse zur Ekliptik (diesen Effekt
beriicksichtigen wir im néchsten Abschnitt) und nehmen an, die Rotationsachse der Erde sei senkrecht
zu ihrer Bahnebene.

Wiirde sich die Erde auf einer Kreisbahn um die Sonne bewegen, wéire der Winkel, den sie
auf ihrer Bahn um die Sonne téglich {iberstreicht, immer derselbe. Wir bezeichnen diesen Winkel mit
. Sein Wert berechnet sich aus der Tatsache, dass ein Jahr rund 365,2422 Tage dauert und in dieser
Zeit ein Winkel von 360° {iberstrichen wird:

360°

T e—— ° . 1.
S65.0122d ~ 98569 /d (1.7)

Qo

Die Erde dreht sich in 24 Stunden einmal um ihre Achse von Sonnenhéhststand zu Sonnenhéchstand.
Dabei iiberstreicht sie einen Winkel von 360° + .. Der zusétzliche Winkel « riithrt daher, dass sich die
Erde im Verlauf eines Tages auf ihrer Bahn weiter um die Sonne bewegt hat, und sich somit die Sonne
relativ zur Erde um den Winkel o weiterbewegt hat. Auf einer Kreisbahn wére dieser Winkel a = «.
Um sich um diesen Winkel a zu drehen, benétigt sie ungefihr 4 Minuten.* Um diese Zeit ist der ideale
Sonnentag ldnger als der siderische Tag (der sich auf eine Umdrehung relativ zum Fixsternhimmel
bezieht).

4Da sich die Erde in 24 Stunden um rund 360° dreht, dreht sie sich in einer Stunde um 15° und somit in 4 Minuten

um 1°.
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Tatsédchlich bewegt die Erde sich aber auf einer elliptischen Bahn und ihre Winkelgeschwin-
digkeit ist im Perihel grofier als im Aphel. Das bedeutet, dass an einem Tag in Perihelniihe (dieser Tag
liegt derzeit um den 3. Januar) ein gréBerer Winkel von ihr relativ zur Sonne iiberstrichen wird als
an einem Tag im Aphel (rund 3. Juli). Fiir die Zeitabhéngigkeit dieses Winkels kénnen wir folgenden

a(t) = ap (1 + Acos <217:t)> , (1.8)

wobei T die Periodendauer der Erdbahn um die Sonne ist — also ein Jahr — und die Zeit ¢ am

Ansatz machen

Perihel beginnen soll (also a(t = 0) = amax). Nach Gl. 1.6 besteht folgende Beziehung zwischen der
Amplitude A und der Exzentrizitét e:

Omax <1+€

2
~1+4e. 1.
1_6> + 4e (1.9)

Qmin
Andererseits gilt nach Gl. 1.8:

Omax  a(0)  a(1+A)
amin~ a(T/2) a2(1 —A) 1+24. (1.10)

Wir erhalten somit die Beziehung A = 2e.
Fiir die Winkelgeschwindigkeit der Eigendrehung der Erde kénnen wir nach obiger Argumen-

tation schreiben:
~360° + g

86400 s

Andererseits ist die Zeitdauer T'(«), die die Erde benéstigt, um sich um den Winkel « zu drehen,

(1.11)

gegeben durch
T(a)=—, (1.12)

und damit dauert ein Tag (in Abhingigkeit von der Jahreszeit ¢):

360° + «(t) 360° + (1 + 2¢ cos 25 t)
T(t) = w = ( 360° + ay = TO (113)
cos &
= Tp+200e—L T, 1.14
o+ a0€360°+a0 0> (1.14)

wobei Ty = 86 400 s einem mittleren Sonnentag entspricht. Die Zeitdifferenz zwischen einem mittleren
Sonnentag und dem tatséchlichen Sonnentag ist somit
cos 25t

AT@) =T(t) — Ty = 2006e——L— Ty . 1.15
(1) = (1) = To = 200e 55T =Ty (1.15)

Setzen wir Werte ein, so erhalten wir fiir die Amplitude dieser Schwankung:

AT = 2a06m864003 ~ 7,88s. (1.16)
Um diesen Wert kann ein einzelner Tag also ldnger oder kiirzer sein als ein mittlerer Sonnentag (sofern
man nur die elliptische Bahn der Erde beriicksichtigt). Ein solcher Effekt fiir sich genommen wiire
vermutlich im Altertum noch nicht aufgefallen, wére dieser Effekt nicht kumulativ, d.h., wenn viele
aufeinanderfolgende Tage um &hnliche Werte zu lang oder zu kurz sind, addieren sich die Effekte auf.
Je nach Jahreszeit geht die tatséchliche Zeit der gemittelten Zeit voraus bzw. nach. Relevant fiir die
Zeitgleichung ist dieser kumulative Effekt, d.h. die Differenz zwischen der wahren Zeit, die an einem
Ort am Stand der Sonne abgelesen wird, und der gemittelten Zeit, die eine Uhr anzeigt.
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Bilden wir von GI. 1.15 die Summe, erhalten wir:

t
T 2
ZGi(t) = Y AT(t') ~ o AT'sin %t. (1.17)
t’'=0

Hierbei verlauft die Summe iiber die Tage ¢ vom Perihel gerechnet und 7' ist die Dauer eines Jahres in
Tagen (also T' = 365,2422). Die Summe selbst wurde durch ein Integral approximiert. Die Amplitude
dieser periodischen Funktion ist schon betréchtlich hoher: Sie betrigt rund 7,63 Minuten. Dies ist
ein Maf fiir den kumulativen Effekt: Im Verlauf eines Jahres kann die wahre Zeit an einem Ort der
gemittelten Zeit um +7,63 Minuten vor bzw. nach gehen. Dieser Effekt ist Anfang April (drei Monate
nach dem Perihel) und nochmals Anfang Oktober (sechs Monate spéter) am gréBiten. Zunéchst hinkt
die wahre Zeit der gemittelten Zeit hinterher.

1.4 Die Neigung der Erdachse zur Ekliptik

Fiir die separate Beschreibung des zweiten Einflusses auf die Tagesldnge nehmen wir an, dass sich die
Erde gleichméfig auf einer Kreisbahn um die Sonne bewegt. Wir beriicksichtigen allerdings nun, dass
die Rotationsachse der Erde um 23,44° relativ zur Normalen der Ekliptik (der Bahnebene der Erde)
geneigt ist. Auflerdem ist es sinnvoll, nicht ein heliozentrisches Koordinatensystem zu verwenden,
sondern ein geozentrisches, allerdings soll dieses Koordinatensystem relativ zum Frithlingspunkt (also
der Schnittlinie zwischen Aquatorebene und Ekliptik) fest sein (siehe Abb. 1.3). Die z-Achse dieses
Systems sei die Rotationsachse der Erde, die z,y-Achsen liegen dann in der Aquatorebene (z.B. sei die
x-Achse die Schnittlinie der Ekliptik und Aquatorebene, sie zeige also in Richtung Friihlingspunkt).
Es handelt sich also nicht um ein erdfestes Koordinatensystem, das die téigliche Drehung der Erde
mitmacht, sondern um ein Koordinatensystem, das beziiglich des Friihlingspunkts fest ist. Dies ist
auch das Koordinatensystem, das man in der Astronomie hiufig verwendet.

Himmelsnordpol

Abbildung 1.3: Aquatorebene und Ekliptik sind um 23,44° ge-
geneinander geneigt (hier mit € bezeichnet). Eine gleichméBige Frahiingspunkt
Bewegung der Sonne entlang der Ekliptik wird zu einer un-  (eder Widderpunky

gleichméfigen Bewegung in Bezug auf die Langengrade.

In Bezug auf ein solches Koordinatensystem bewegt sich die Sonne im Verlauf eines Jahres
gleichférmig auf einem Kreis, der um 23,44° relativ zur Aquatorebene geneigt ist. Die Gleichférmigkeit
dieser Bewegung folgt aus der gleichformigen Bewegung der Erde um die Sonne (da wir eine Kreis-
bewegung annehmen). Die Lingengrade auf der Erde schneiden die scheinbare Bahn der Sonne, die
relativ zum Aquator geneigt ist, jedoch nicht gleichférmig. Das bedeutet, dass die scheinbare Bewe-
gung der Sonne relativ zu den Liangengraden nicht gleichférmig ist, und das wiederum bedeutet, dass
ein Sonnentag zu manchen Zeiten kiirzer bzw. linger ist. Genauer sind die Tage um den Friihlings-
und Herbstpunkt die kiirzesten und die Tage um die Sommer- und Wintersonnenwende die ldngsten.
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Zur Berechnung dieses Effekts fiir die Zeitgleichung muss man einen gleichméfig unterteilten
Vollkreis, der unter 23,44° geneigt ist, entlang der Lingengrade auf die Aquatorebene projizieren.
Die auf der Ekliptik gleichen Bogenlingen werden auf der Aquatorebene ungleich — etwas dichter
am Friihlingspunkt (derzeit 21.3.) und Herbstpunkt (derzeit 23.9.) und etwas weniger dicht bei der
Sommersonnenwende (derzeit 21.6.) und der Wintersonnenwende (derzeit 21.12).

/ \ 23,44°

a Ekliptik a

Aquator °
d 23,44 Langengrad
/
) ‘(

/

Ekliptik . - o “ 0°
Léngengrad Aquator

Abbildung 1.4: Projektionen von der Ekliptik auf die Aquatorebene in der Nihe der Aquinoktien
(Schnittpunkte zwischen Aquator und Ekliptik; links) und der Sommer- bzw. Wintersonnenwen-
de (rechts). Zwei Punkte, die entlang der Ekliptik eine Bogenlinge a haben, werden entlang der
Lingengrade auf zwei Punkte auf dem Aquator projiziert, die dort eine Bogenliinge ¢’ haben. Man
vergleiche diese Abbildung auch mit den Abb. 1.6, unten.

Die folgende Herleitung dieses Beitrags geht davon aus, dass sich der Effekt wieder als eine tri-
gonmetrische Funktion schreiben lésst, was in guter Ndherung auch erfiillt ist. Diese Funktion hat im
Verlaufe eines Jahres zwei Maxima (an den Sonnenwenden) und zwei Minima (an den Aquinoktien).
Damit miissen wir nur noch die Amplitude dieser Funktion bestimmen.

Wie aus Abb. 1.4 ersichtlich, d&ndert sich eine Bogenlénge a, wenn sie von der Ekliptik entlang
der Lingengrade auf den Aquator projiziert wird. In der Nithe der Aquinoktien ist die Beziehung durch
a’ = acose gegeben. In der Nihe der Sonnenwendepunkte am 23,44.ten Breitengrad gilt ungefihr
a = a’ cose (genauer ist dies die Beziehung zwischen den Bogenlingen entlang der beiden Breitengra-
de; der Abstand zwischen den beiden Punkten entlang der Ekliptik ist etwas kleiner, dies kann man
aber in fithrender Ordnung und wenn die Punkte geniigend nahe beieinander liegen vernachléssigen).
Machen wir wieder einen Ansatz der Form

alt) = ag <1+Bcos <4T”t)> (1.18)

folgt
Qmin 1-— B 2
= —— 1.1
Omax 1+B cos e ( 9)
oder )
1 —cos“¢
= ——— =0,0859153. 1.20
1+ cos?e ( )

Dies fiihrt auf maximale Schwankungen in der Tageslinge von 4+20,27s und auf eine kumulative
Zeitverschiebung von

t
T 47 47
72Gso(t) = AT(t)  —AT sin —t ~ (9,82 min) - sin —¢. 1.21
2(t) ; (t) i sin — (9,82 min) - sin T ( )
Wiederum ist T' die Zeitdauer von einem Jahr, und da in der Summe die Diskretisierung in Tagen
t vorgenommen wurde, sollte auch 7' in Tagen angegeben werden. t ist die Anzahl der Tage vom
Friihlingspunkt (dort ist nun ¢ = 0) gemessen.
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1.5 Die Zeitgleichung

Die Zeitgleichung ist die Summe dieser beiden Beitrige. Dabei ist noch zu beriicksichtigen, dass die
Zeitpunkte ¢ = 0 unterschiedlich gewahlt wurden. Gibt man ¢ in Tagen an, sollte die Periode fiir
den ersten Anteil (elliptische Erdbahn) am 3. Januar beginnen, also am 3. Tag des Jahres, und die
Periode fiir den zweiten Anteil (Neigung der Erdachse zur Ekliptik) am 21. Mérz, in Jahren, die kein
Schaltjahr sind, also am 80. Tag eines Jahres. Abb. 1.5 zeigt die Summe der beiden Beitrége.

Zeitgleichung: wahre Ortszeit - mittiere Ortszeit

2011

15

10

Abbildung 1.5: Die Zeitgleichung.
Im Verlaufe eines Jahres kann die

,,,,,,

wahre Ortszeit von der mittleren

) A
) 23sep 22Dez % 3Jan
.

25.Dez-'\ Sy

Ortszeit um iiber eine Viertelstun-

Zeitgleichung in Minuten

de abweichen. Da sich das Perihel
langsam verschiebt (in rund 21000
Jahren einmal um 360°) verschieben =]

sich im Verlauf der Zeit auch die

beiden Beitridge relativ zueinander. " v v v , : .

T
1.Jan 2011 1.Mz 1. Mai 1.dul 1.Sep 1. Nov 1.Jan 2012

(aus [0])

Insgesamt sind die Minuten der Zeitgleichung zur wahren Ortszeit zu addieren, sodass man
die mittlere Ortszeit erhélt. Diese Wahl des Vorzeichens geht darauf zuriick, dass man frither beispiels-
weise mithilfe eines Sextanten auf hoher See die wahre Ortszeit gemessen hat und nun die mittlere
Ortszeit berechnen musste. Ist die Zeitgleichung negativ (beispielsweise zu Beginn des Jahres) miissen
die entsprechenden Minuten (Absolutwerte) der Zeitgleichung also von der wahren Ortszeit abgezogen

werden, um zur mittleren Ortszeit zu gelangen.

1.6 Kuriositiaten

1.6.1 Die Ekliptik auf alten Landkarten und Globen

Auf manchen alten Landkarten und Globen ist die Projektion der Ekliptik auf die Erde eingezeichnet.
Ein Beispiel ist die bekannte Weltkarte von Hendrik Hondius aus dem Jahr 1630 (Abb. 1.6, oben).
Sowohl die Aquatorlinie als auch die Ekliptik sind in 360 dquidistante Einheiten von jeweils
1° unterteilt. Fiir die Aquatorlinie gilt das auch auf der Karte. Da der Grofikreis der Ekliptik in
seiner Projektion auf der Karte bei unterschiedlichen Breitengraden verlduft und der Mafistab der
Karte vom Breitengrad abhéngt (siehe auch Kap. Landkarten und der metrische Tensor), erscheint
die Unterteilung der Ekliptik nicht mehr gleichférmig. In der N&he der Wendepunkten der Sonne, also
in den Bereichen, wo die Ekliptik in der Nahe des +23,5. Breitengrads ist, sind die Unterteilungen auf
der Ekliptik etwas breiter als am Aquator (siehe Abb. 1.6, unten rechts), da der MaBstab auf der Karte
kleiner wird, wenn man sich vom Aquator entfernt. In den Ausschnitten (Abb. 1.6, unten) erkennt
man, dass beim Schnittpunkt der Ekliptik mit dem Aquator (also den Aquinoktien) die Projektion
der Ekliptik auf den Aquator die Bogenlinge schrumpfen lisst (Abb. 1.6, unten links). An diesen
Stellen schneidet die 10° Bogenlinge der Ekliptik den Aquator links von der 10° Marke bzw. dem
10. Léngengrad. Andererseits vergrofiert wegen des verinderten Mafistabs die Projektion entlang der
Liangengrade in der Ndhe der Wendepunkte die Bogenldnge (Abb. 1.6, unten rechts): Hier liegt die
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Abbildung 1.6: (Oben) Weltkarte von Hendrik Hondius aus dem Jahr 1630. Deutlich erkennbar neben
der Aquatorlinie ist die Projektion der Ekliptik. (Unten) Ausschnitte aus der Weltkarte von Hendrik
Hondius. (links) Ausschnitt beim Schnittpunkt von Aquator und Ekliptik, der hier auf einen der
damals gebriduchlichen Nullmeridiane durch die Azoren gelegt wurde. Links unten sind Teile von
Stidamerika erkennbar, rechts oben Teile von Afrika. (rechts) Ausschnitt in der Nihe des siidlichen
Wendepunkts der Ekliptik (unser Winterpunkt). Der Kontinent links ist Afrika, die Insel rechts dane-
ben Madagaskar; rechts oben erkennt man die Siidspitze von Indien und Sri Lanka (damals Ceylon).

(&)
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10° Marke der Ekliptik (10° neben dem Wendepunkt) rechts neben dem 100. Lingengrad (der 90.
Léngengrad markiert den Wendepunkt) am Aquator.

1.6.2 Das Analemma

Das Analemma ist eine achtformige Figur, die ungefihr den Schattenverlauf der Spitze eines Stabes
(z.B. eines Obelisken oder der Spitze des Zeigers einer Sonnenuhr) zur selben mittleren Ortszeit (z.B.
um 12 Uhr mittags) im Verlauf eines Jahres beschreibt (siehe Abb. 1.7, links). Die beiden Koordina-
ten dieser Figur entsprechen einmal dem unterschiedlichen Hochststand der Sonne im Sommer und
Winter: Im Winter steht die Sonne auch zur Mittagszeit sehr tief und somit ist der Schatten vergleichs-
weise lang, im Sommer steht die Sonne hoch am Himmel und daher ist der Schatten entsprechend

kurz.
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Abbildung 1.7: Das Analemma. (links) Die derzeitige Figur des Analemmas. Die obere Spitze der 8
beschreibt den Sonnenstand im Sommer, wenn die Sonne hoch steht und der Schatten entsprechend
kurz ist. Der Zeiger oder Obelisk steht oberhalb der Figur und die Siidrichtung ist nach oben (aus
[1]). (rechts) Die Sonnenuhr am Alten Rathaus in Miinchen mit einem Analemma zur Korrektur der
wahren Sonnenzeit auf die mittlere Sonnenzeit. (aus [2])

Die dazu (fast) orthogonale Richtung entspricht der Zeitgleichung: Da die Position der Schat-
tenspitze immer zur selben mittleren Ortszeit bestimmt wird, geht die wahre Sonne dieser Zeit ent-
sprechend der Zeitgleichung entweder etwas vor oder nach, d.h. der Schatten ist etwas nach links oder
rechts versetzt.

Manche Sonnenuhren korrigieren den Effekt der Zeitgleichung. Dazu gibt es unterschiedliche
Verfahren. Man kann z.B. die Schattenlinien zu einer festen Uhrzeit nicht als Geraden zeichnen (die
einem festen Lingengrad entsprechen wiirden) sondern in Form einer langgestreckten Acht. Hierbei
wird, wie bei all diesen Verfahren, ausgenutzt, dass der Schatten im Winter ldnger ist als im Sommer.

FEin weiteres Verfahren besteht darin, den Schattenstab der Sonnenuhr unterschiedlich dick
zu machen und zum Ablesen an einer Skala eine bestimmte Kante des Schattens zu verwenden (siehe
Abb. 1.8). Solche Stébe bezeichnet man auch als Bernhardt’sche Walze (benannt nach dem Techni-
ker Martin Bernhardt, der diese Walze patentieren lie}, &hnliche Ideen hatte aber auch schon der
Englinder John Ryder Oliver Ende des 19. Jahrhunderts). Ebenfalls wegen der unterschiedlichen
Sonnenhohe zu den verschiedenen Jahreszeiten wiirde ein jeweils anderer Teil des Schattenstabs den
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Schatten auf die Skala werfen. Wegen der unterschiedlichen Dicke erreicht man so, dass diese Schatten-
kante entsprechend verschoben ist. Da die Zeitgleichung in den beiden Jahreshiilften unterschiedlich

ist, bendtigt man einen Schattenstab fiir die erste und einen anderen Schattenstab fiir die zweite
Jahreshalfte.

Abbildung 1.8: Sonnenuhr mit Bernhardt’scher
Winterwalze. (aus [5])

Im Verlauf der Zeit verschieben sich die beiden Beitrige zur Zeitgleichung gegeneinander.
Wiéhrend sich der Neigungswinkel zur Ekliptik nur sehr wenig und iiber einen sehr grofien Zeitraum
von iiber 40000 Jahren verdndert, wandert das Perihel im Verlauf von rund 21000 Jahren einmal
durch das Jahr. Dadurch verédndert sich die Zeitgleichung langsam und somit auch die Form des
Analemmas. Derzeit ist das Analemma leicht asymmetrisch, weil die Wintersonnenwende und das
Perihel nicht auf denselben Tag fallen (das war z.B. im Jahr 1246 der Fall). Auflerdem sind die
beiden ,,Hanteln* der Acht unterschiedlich grofi. Wenn das Perihel im Friihlings- bzw. Herbstpunkt
steht, sind die beiden Teile gleich grof.

1.6.3 Der kiirzeste Tag

Die Wintersonnenwende entspricht gemeinhin dem kiirzesten Tag. Derzeit liegt dieses Ereignis um
den 21. Dezember. Zu diesem Zeitpunkt befindet sich sie Sonne iiber dem siidlichen Wendekreis (dem
Wendekreis des Steinbocks). In Freiburg liegen zwischen Sonnenaufgang und Sonnenuntergang an
diesem Tag 8 Stunden, 22 Minuten und 13 Sekunden. Doch kiirzester Tag heifit nicht, dass es an
diesem Tag am frithesten dunkel wird oder am spétesten hell. Der fritheste Sonnenuntergang liegt
um den 11. Dezember (in Freiburg um 16:35), der spéteste Sonnenaufgang ist um den 2. Januar (in
Freiburg gegen 8:18). Alle angegebenen Uhrzeiten beziehen sich natiirlich auf die mittlere Sonnenzeit
(genauer MEZ) und nicht die wahre Sonnenzeit. Der Grund fiir den Unterschied ist die Zeitgleichung.

Eine &hnliche Aussage gilt fiir die Sommersonnenwende. Der lingste Tag mit 16 Stunden 2
Minuten und 47 Sekunden in Freiburg ist der 21. Juni. Doch der frithste Sonnenaufgang liegt um
den 16./17. Juni (gegen 5:18), der spéteste Sonnenuntergang um den 25./25. Juni (gegen 21:32).
Genaue Zeiten fiir die Tageslédnge, Sonnenauf- und Untergang sowie weitere interessante Daten fiir
jeden beliebigen Ort der Erde findet man auf der Webseite [4].

1.7 Anhang

1.7.1 Aquivalenz des zweiten Kepler’schen Gesetzes und der Drehimpul-
serhaltung

Sei r der Verbindungsvektor von einem Brennpunkt der Ellipse — dem Brennpunkt, in dem sich die
Sonne befindet — zu einem Punkt auf der Ellipse (dem Ort eines Planeten) und Ar die in der Zeit
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At zuriickgelegte Strecke in tangentialer Richtung. Das zweite Kepler’sche Gesetz besagt, dass die in
dem Zeitraum At (fir At — 0) iiberstrichene Fliche AF, d.h.

AF = %r X Ar, (1.22)

entlang der Bahnkurve immer gleich ist. Damit ist aber auch der Drehimpuls

dr
L= — 1.2
mr x — (1.23)

konstant. Das Argument gilt natiirlich auch in der umgekehrten Richtung: Aus der Drehimpulserhal-
tung folgt das zweite Kepler’sche Gesetz.
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