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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen der
Statistischen Mechanik

Autor: Thomas Filk, Version vom: 30.03.2024

Wie schon der Name andeutet, handelt es sich bei der Statistischen Mechanik um eine ,stati-
stische* Theorie, d.h., man interessiert sich fiir die gemittelten Eigenschaften von Systemen mit
vielen Freiheitsgraden bzw. von einem Ensemble von vielen gleichartigen Systemen. Die Thermo-
dynamik ist eine phinomenologische Theorie fiir den Grenzfall sehr vieler (im Idealfall unendlich
vieler) Freiheitsgrade bzw. Systemkomponenten. In diesem Grenzfall wird unter sehr allgemeinen
Bedingungen das Verhalten von Mittelwerten exakt.

Das zentrale mathematische Riistzeug fiir die Statistische Mechanik umfasst somit die Wahr-
scheinlichkeitstheorie bzw. die Statistik, und der Schwerpunkt beruht speziell auf dem Verhalten
von Kenngréfien von Wahrscheinlichkeitsverteilungen im Grenzfall unendlich grofier Systeme (oder
von Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden). Dieses Werkzeug soll in diesem Kurztext kurz
angerissen werden.

1.1 Wahrscheinlichkeiten

Das Thema ,, Wahrscheinlichkeit wurde zu einem Zweig der Mathematik, als man in der Zeit zwi-
schen dem 15. und 17.Jahrhundert mehr und mehr erkannte, dass sich die relativen Haufigkeiten,
mit der bestimmte Ereignisse bei Gliicksspielen auftreten, mathematisch bestimmen lassen. Nach
langen Schwierigkeiten bei der Suche nach einer Definition, was genau Wahrscheinlichkeit eigentlich
sei, konnte Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow (1903-1987) 1933 den Begriff der Wahrscheinlichkeit
axiomatisch fassen. Diese Formulierung umgeht die philosophische Frage nach dem Wesen der Wahr-
scheinlichkeit und ersetzt sie durch einen Satz von Bedingungen, die von einer mathematische Struktur
erfiillt sein miissen, um von Wahrscheinlichkeiten im herkémmlichen Sinne sprechen zu kénnen.

Die Hauptschwierigkeit eines solchen Formalismus bezieht sich auf die mathematisch exak-
te Beschreibung von Wahrscheinlichkeiten bei kontinuierlichen Ereignismengen. Als Beispiel sei die
Wahrscheinlichkeit genannt, auf einer (mathematisch idealisierten) Dart-Scheibe mit einer (mathema-
tisch idealisierten) Pfeilspitze einen (mathematisch idealisieren) Punkt zu treffen. Die erste Schwie-
rigkeit besteht darin, dass wir elementaren Ereignissen keine von null verschiedenen Wahrscheinlich-
keiten zuschreiben kénnen, sondern nur Ereignismengen (beispielsweise einem Fléichenausschnitt der
Dart-Scheibe). Die zweite, fiir die Physik allerdings meist weniger wichtige Schwierigkeit liegt dar-
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4 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER STATISTISCHEN MECHANIK

in, dass manchen Teilmengen des Ereignisraums iiberhaupt keine Wahrscheinlichkeiten (weder null
noch von null verschieden) zugeschrieben werden kénnen. Heute z&hlt die Wahrscheinlichkeitstheorie
in der Mathematik zur Mafitheorie. Allerdings spielt gerade bei endlichen Ereignisriumen oft die
Kombinatorik eine wichtigere Rolle.

1.1.1 Ereignisse als Teilmengen eines Ereignisraumes

Wenn wir im Alltag im Zusammenhang mit Wahrscheinlichkeiten von einem Ereignis sprechen, meinen
wir meist sogenannte Elementarereignisse, die sich auf eine einzelne konkrete Realisierung beziehen.
Bekannte Beispiele sind das Ereignis, mit einem Wiirfel bei einem Spiel eine bestimmte Zahl zu
wiirfeln oder bei einem Miinzwurf ,,Kopf“ zu erhalten. Haben wir Grund zu der Annahme, dass jedes
solche Ereignis gleich wahrscheinlich ist, konnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir ein solches Ereignis
bestimmen, wenn wir die Gesamtzahl aller Ereignisse kennen. Beim Wiirfel gibt es sechs Zahlen, daher
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer bestimmten Zahl (bei einem ,ehrlichen® Wiirfel)
gleich 1/6. Bei einer Miinze gibt es zwei mogliche Elementarereignisse und wenn die Miinze , fair® ist,
sollte jedes Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 auftreten.

In vielen Féllen verstehen wir unter einem Ereignis aber auch eine ganze Klasse von Elementa-
rereignissen, beispielsweise wenn wir bei einem Wiirfelspiel mit zwei Wiirfeln nach der Wahrscheinlich-
keit fragen, ein ,Mixle“ (eine Eins und eine Zwei) zu wiirfeln oder eine bestimmte Gesamtaugenzahl
zu erreichen (dies ist z.B. bei dem Spiel ,,Siedler von Catan“ wichtig). Das Ereignis ,, Gesamtaugenzahl
Sieben“ besteht somit aus mehreren Elementarereignissen: {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}, wobei
(p,q) das Elementarereignis bezeichnet, mit dem ersten Wiirfel (der z.B. durch seine Farbe markiert
sein kann) die Zahl p und mit dem zweiten Wiirfel die Zahl ¢ zu wiirfeln. Sind die Elementarereignisse
gleich wahrscheinlich, erhalten wir die Wahrscheinlichkeit fiir ein solches zusammengesetztes Ereignis
nach der Laplace’schen Formel

Wahrscheinlichkeit — Menge der giinstigen Ereignisse

. 1.1
Menge der moglichen Ereignisse (1.1)

Bei kontinuierlichen Ereignismengen (z.B. dem oben angesprochenen mathematisch idealisier-
ten Dart-Spiel) konnen wir den Einzelereignissen im Allgemeinen nur noch die Wahrscheinlichkeiten
null zuschreiben, obwohl es nicht unmdoglich ist, einen bestimmten Punkt zu treffen. In einem solchen
Fall kénnen wir nur Mengen von Elementarereignissen eine nicht-verschwindende Wahrscheinlichkeit
zuschreiben. Diese Mengen bestehen auch nicht aus endlich vielen oder abzéhlbar unendlich vielen
einzelnen Punkten, sondern sind typischerweise zusammenhéngende Gebiete.

1.1.2 Borel-Mengen bzw. Borel-Algebren

Wahrend man in der Physik in den meisten Fillen damit zufrieden ist, dass solche Gebiete ein
endliches Mafl haben (je nach Ereignismenge eine endliche Lénge bzw. Dauer, Fliche, Volumen,
etc.), mochte man in der Mathematik diese Gebiete genauer charakterisieren kénnen. Insbesondere
zeigt sich, dass es Teilmengen von kontinuierlichen Mengen gibt, denen man iiberhaupt kein sinnvolles
Maf} zuordnen kann.

Zur Umgehung dieses Problems definiert man zu einer Ereignismenge €2 eine bestimmte Klasse
von Teilmengen, die beziiglich der Bildung von Komplementen sowie abzidhlbaren Vereinigungen
abgeschlossen ist. Eine solche Menge von Teilmengen bezeichnet man als o-Algebra.! Eine o-Algebra
bezeichnet man als Borel-Menge oder Borel-Algebra, wenn sie die offenen Teilmengen von €2 enthélt.
Insbesondere enthilt o in diesem Fall auch Q selbst und die leere Menge.

IDer Begriff der Algebra mag hier iiberraschen. In der Mathematik bezeichnet man ganz allgemein eine Menge (oder
einen Satz von Mengen), auf der mehr als eine Verkniipfungsrelation definiert ist, als eine Algebra.
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Die mathematischen Details bei allgemeinen topologischen Rdumen spielen hier keine Rol-
le. Bei den reellen Zahlen bzw. dem R™ sind die relevanten Teilmengen alle Mengen, die man aus
Intervallen bzw. offenen Kugeln durch abz&hlbar viele Vereinigungen und Bildung von Komplement-
mengen erhilt. Damit sind pathologischen Fille, beispielsweise die Aquivalenzklassen von reellen
Zahlen, deren Differenz eine rationale Zahl ist, ausgeschlossen. Im Folgenden spreche ich manchmal
von ,sinnvollen“ Teilmengen, wenn die Elemente einer Borel-Algebra gemeint sind.

1.1.3 Das Axiomensystem von Kolmogorow

Das Kolmogorow’sche Axiomensystem beschreibt die Voraussetzungen, um von Wahrscheinlichkeiten
sprechen zu kénnen.

Definition: Ein Tripel (,0,w) heifit Wahrscheinlichkeitsraum, wenn o eine Borel-Menge von  ist
(also eine Menge von sinnvollen Teilmengen von Q) und w : 0 — R eine Abbildung, die folgende
Bedingungen erfiillt:

w@Q) =1
w(A) > 0 furalleAeo
w(UAi) = Zw(AZ-) sofern A; €0 und A;NA; =0 (i # j).

w heiflit Wahrscheinlichkeitsfunktion auf o.

Die erste Bedingung bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis  (also dass ir-
gendein Elementarereignis aus € realisiert wird) gleich 1 ist. Die zweite Bedingung bedeutet, dass
Wahrscheinlichkeiten positive Zahlen sind. Die nicht-triviale Bedingung ist die dritte Bedingung:
Seien {4;} hochstens abzihlbar viele und paarweise disjunkte Teilmengen von o, dann ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten eines Elementarereignisses in irgendeiner dieser Ereignismengen gleich
der Summe der Wahrscheinlichkeiten, dass dieses Ereignis in einer bestimmten dieser Mengen liegt.
Anschaulich bedeutet es: Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines von mehreren unabhéngigen
Ereignissen ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse. Aus diesem Ge-
setz ergibt sich z.B. unmittelbar die oben erwiahnte Laplace’sche Formel.

1.2 Zufallsvariable und Kenngroéflien

Die Natur des Ereignisraumes €2 kann sehr unterschiedlich sein. In den meisten Fallen méchten wir
jedoch den Elementarereignissen Zahlen zuordnen und dann die Frage stellen kénnen, mit welcher
Wahrscheinlichkeit bestimmte Zahlen auftreten.

Dazu definieren wir das Konzept einer Zufallsvariablen:

Definition: Eine Zufallsvariable X zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,0,w) ist eine Abbildung
X : ) — R, sodass das Urbild jeder messbaren Menge aus R in o liegt.

Konkret bedeutet dies: Die Menge aller Elementarereignisse a € €, fiir die X(a) in einem
bestimmten Intervall in R liegt, ist eine Menge, der man eine Wahrscheinlichkeit zuschreiben kann.
Zu jeder Zufallsvariablen X definieren wir nun eine Verteilungsfunktion Px auf R:

Px :R—[0,1] mit Px(z)= w({a € QX(a) < x}) . (1.2)

P(x) ist somit die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Realisierung ein Ereignis a auftritt, fiir das die
Zufallsvariable X (a) einen Wert kleiner als « hat. Formal kénnen wir nun einer Zufallsvariablen eine
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Wahrscheinlichkeitsdichte zuordnen, indem wir die Ableitung von P(z) betrachten:

_ dPy

wx (z) = W (1.3)

Allerdings ist diese Wahrscheinlichkeitsdichte nicht immer eine gewohnliche Funktion auf den reellen
Zahlen sondern eher eine Distribution, d.h., sinnvoll sind nur Integrale iiber messbare Teilmengen
von R.

Wie in der Physik oft {iblich, werde ich nicht immer explizit von einem Wahrscheinlichkeits-
raum (§2,0,w) sowie einer Zufallsvariablen X und ihrer Verteilungsfunktion Px sprechen, sondern ein-
facher von einer (reellen) Variablen x und ihrer Wahrscheinlichkeitsdichte w(x). Ganz grob mochte ich
die Zusammenhénge angeben, mit denen wir es in der Statistischen Mechanik zu tun haben werden: (2
wird der Raum aller Mikrozustédnde sein, das ist klassisch der Phasenraum aller beteiligten Teilchen
und in der Quantenmechanik meist die Menge der Eigenzustinde zum Energieoperator. o besteht
aus (sinnvollen) Teilmengen im Phasenraum und w ist eine Wahrscheinlichkeit (in der QM) oder
eine Wahrscheinlichkeitsdichte (iiber dem klassischen Phasenraum), die angibt, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ein bestimmter Mikrozustand vorliegt. Fine Zufallsvariable ist dann eine Observable
— beispielsweise die Energie — auf dem Phasenraum: Sie ordnet jedem Mikrozustand eine Zahl zu.
w ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Auftreten eines bestimmten Messwerts, wenn an einem
konkreten System diese Observable gemessen wird.

Bei einem diskreten System (€2 endlich oder abzdhlbar) besteht o aus allen Teilmengen von
Q) und enthilt damit auch die Elementarereignisse ¢ € (). Damit geniigt es bei diskreten Systemen,
fiir jedes Elementarereignis 7 seine Wahrscheinlichkeit w(¢) anzugeben. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein
Ereignis A C Q ist dann einfach:

w(A) = wl(i). (1.4)

i€EA

Da es sich nun um diskrete Ereignisse handelt, wird die Verteilung P zu einer Stufenfunktion (die an
einer Stelle z um einen diskreten Sprung zunimmt, wenn es ein Ereignis a gibt, sodass X (a) = z).
Die Ableitung w(z) wird damit zu einer Summe iiber 6 —Funktionen. Das ist auch richtig, wenn man
die Summe iiber diskrete Ereignisse als Integral schreiben mochte. Im Allgemeinen ist das aber nicht
notwendig: Man spricht von Wahrscheinlichkeiten und berechnet diese durch die Bildung von Summen
iiber diskrete Ereignismengen.

Ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben, kénnen wir verschiedene Kenngréfien bestimmen.
Diese charakterisieren eine Verteilung und reichen oftmals fiir einfache Zusammenhénge aus. Fiir
eine allgemeine (messbare, d.h. lokal integrierbare) Funktion f(z) kann man den Erwartungswert
berechnen:

(f() = / f@)w(z) d (1.5)

Besondere Erwartungswerte sind der Mittelwert

T = (x) = /azw(m) dz (1.6)
und die Varianz
o2 :=((z—12) = /(x —2)%w(z)dz. (1.7)

Die Wurzel aus der Varianz, also o,, bezeichnet man als Standardabweichung. Allgemein sind die
Momente der Verteilung durch

(z") = /m"w(m) dz (1.8)
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gegeben, fiir die man auch die erzeugende Funktion
fk) = (&) = /eikxw(x) dz (1.9)

definiert. Die Momente erhilt man aus den Ableitungen von f :

nd"f (k) ‘
dkm lg=0"

(a") = (~i) (1.10)

Bis auf Faktoren ist f(k) die Fourier-Transformierte der Wahrscheinlichkeitsdichte w(z).
Bei mehreren Zufallsvariablen X; (i = 1,...,n) definiert man eine gemeinsame Verteilungs-

funktion
P(x1,.itp) = w({a € Q| Xi(a) < x1,X2(a) < x2 ..., Xp(a) < xn}) , (1.11)
und durch Ableitungen nach x; ergibt sich die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte
d"P(z1,...,xy)
iy Tp) = —————— . 1.12
W itn) = ST (112)
Daraus erhélt man z.B. die Kovarianzmatriz
Cij = /(l’l 7.@1)($j 73_3]')’10(.%1,...,.%71) dnfE, (113)

die ein guter Indikator fiir Korrelationen zwischen den beiden Variablen x; und z; ist. Die Diagonale
der Kovarianzmatrix enthélt die Varianzen zu den einzelnen Groflen.

Gilt fir die Wahrscheinlichkeitsdichte von zwei Groéflen z und y die Beziehung

w(z,y) = w(z)w(y), (1.14)

so bezeichnet man x und y als statistisch unabhdngig. In diesem Fall faktorisieren alle Erwartungs-
werte von Produkten der beiden Grofien zu Produkten von den entsprechenden Erwartungswerten.
Insbesondere ist die Kovarianzmatrix eine Diagonalmatrix, d.h., die Nicht-Diagonalelemente sind null.
Allerdings gilt im Allgemeinen die Umkehrung nicht: Wenn die Kovarianzen verschwinden bedeutet
das nicht notwendigerweise, dass die zugehorigen Groflen statistisch unabhéngig sind.

1.2.1 Die Gau83-Verteilung

Unter den kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen spielt die Gauf3-Verteilung eine besondere
Rolle. Sie ist durch die Angabe ihres Mittelwerts Z und ihrer Standardabweichung o, bzw. ihrer

w(z) = \/Q%%exp (-W) . (1.15)

Allgemeiner kann man fiir eine positive symmetrische Matrix A;; (positiv bedeutet in diesem

Varianz o2 festgelegt:

Fall, dass séimtliche Eigenwerte positiv sind) die Verteilungsfunktion

Vdet A 1 < _ _
W(T1 e Xyy) = R exp | —5 Mzz:l(xi — %) Aij(xj — T) (1.16)
definieren. Die Kovarianzmatrix dieser Verteilung ist

Cij = (A1), (1.17)

wobei A~1 die inverse Matrix zu A ist.
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1.3 Grenzwertsatze

In der Wahrscheinlichkeitstheorie unterscheidet man viele Arten von Grenzwertséiitzen, die hiufig auch
noch in starker und schwacher Form vorkommen kénnen. Thnen allen gemein ist, dass Aussagen iiber
die statistischen Eigenschaften von Funktionen von sehr vielen Zufallsvariablen (im Grenzfall unend-
lich vieler Zufallsvariablen) gemacht werden. An dieser Stelle mochte ich nur auf zwei Grenzwertsétze
eingehen, und auch bei diesen nur eine schwache Version angeben, die fiir physikalische Anwendungen
ausreicht: das ,,Gesetz der groflen Zahlen“ und den ,,zentralen Grenzwertsatz“. Beide Grenzwertsétze
machen Aussagen zu der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Summe bzw. dem Mittelwert von vielen
Zufallszahlen.

1.3.1 Das Gesetz der groflen Zahlen

Das Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass es fiir den Mittelwert von Zufallsvariablen zunehmend
(mit wachsender Anzahl der Zufallsvariablen) unwahrscheinlicher wird, von dem Durchschnitt der
Mittelwerte dieser Zufallsvariablen wesentlich abzuweichen. Konkretisiert werden nun die Begriffe
,zunehmend unwahrscheinlicher* und ,,wesentlich abweichen.

Generell gilt fiir die Summe von zwei Zufallsvariaben S = X; + X5, dass ihr Mittelwert
gleich der Summe der Mittelwerte von X; und X5 ist. Das folgt unmittelbar aus der Definition des
Mittelwerts und den Normierungseigenschaften der Wahrscheinlichkeitsdichten:

5 /(xl + zo)w(zy,20) A%z (1.18)
= /xlw(xl,xg)dxldxg + /mgw(arl,ajg)dxldxg =T+ Z2. (1.19)

Im Folgenden betrachten wir den Mittelwert M und die einfache Summe S von N Zufallsvariablen:
1
M:NZXZ- und S:ZX“ (1.20)

die sich nur in dem Normierungsfaktor 1/N unterscheiden. Beide Grofien sind selbst wieder Zufalls-
variable. Fiir ihre Mittelwerte gilt allgemein:

m:%chi und 5:2@. (1.21)
[ i

Bisher haben wir noch keine Annahme iiber die Varianzen oder die statistische Unabhéingigkeit der
Zufallsvariablen gemacht. Nun betrachten wir einen Satz X;,.... Xy von N Zufallsvariablen, die ver-
schiedene Verteilungsfunktionen P;(x;) und damit verbundene Wahrscheinlichkeitsdichten w;(z;) mit
zugehorigen Mittelwerten Z; haben konnen, deren Varianzen Jgi aber endlich und durch eine Konstan-
te beschrinkt sein sollen. Auflerdem nehmen wir an, dass die Zufallsvariablen statistisch unabhéngig
sein sollen. Das bedeutet, die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte faktorisiert:

w($1,...,$1\/) :wl(xl)wg(mg)-~~wN(zN). (122)

Die eigentliche Aussage des Gesetzes der groflen Zahlen ist, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der
Mittelwert von N Zufallszahlen um mehr als ein vorgegebenes € von dem Mittelwert der Mittelwerte
abweicht, im Grenzfall N — oo gegen null geht. Es wird also fiir geniigend grofie Werte von IV beliebig
unwahrscheinlich, dass der Mittelwert der Summe um mehr als eine beliebig kleine vorgegebene Kon-
stante vom Mittelwert der Mittelwerte abweicht. Dieses Gesetz der groflen Zahlen ist gleichzeitig ein
Beweis fiir die haufig axiomatisch eingefithrte Behauptung, dass die relative Haufigkeit bei geniigend
vielen Realisierungen eines Ereignisses gegen die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis geht.
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Fiir den Beweis machen wir die vereinfachende Annahme, dass alle Mittelwerte verschwin-
den; dies ldsst sich immer durch eine additive Verschiebung der Zufallsvariablen erreichen. Damit
verschwinden nicht nur die Einzelmittelwerte Z; = 0 sondern auch der Gesamtmittelwert m = 0.
Weiterhin seien alle Varianzen o; durch eine Konstante C' beschrinkt, also o; < C. Wir betrachten
nun die Varianz des Mittelwerts der Zufallsvariablen:

Nun nutzen wir die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen aus, d.h. fiir ¢ # j gilt (z;2;) = 0. Damit

1 1 1
2 _ 2y _ 2
Tm = N2 Ei (xF) = NE % o; < NC’. (1.24)

Im Grenzfall N — oo geht die rechte Seite gegen null, d.h., die Varianz zum Mittelwert der Zufallsva-

erhalten wir:

riablen wird in diesem Grenzfall kleiner als jedes vorgegebene e. Fiir die Summe der Zufallsvariablen

ol = (7)) = ZO?. (1.25)

(2

erhalten wir entsprechend:

Hinter dieser Formulierung des Gesetzes der groflen Zahlen stecken mehrere wichtige Anwen-
dungen. Die Gleichsetzung von relativer Hiufigkeit und Wahrscheinlichkeit haben wir schon erwéhnt.
Fiir die Standardabweichung (Wurzel aus der Varianz) der Summe von Zufallsvariablen finden wir

os = |3 o2 (1.26)

Dies ist das bekannte Fehlerfortpflanzungsgesetz: Setzt sich der Gesamtfehler bei einer Messung als

nach obiger Herleitung:

Summe von Einzelfehlern zusammen, die als unkorreliert angenommen werden kénnen, dann ergibt

sich der Gesamtfehler aus der Summe der Quadrate der Einzelfehler.

1.3.2 Der zentrale Grenzwertsatz

Wihrend das Gesetz der groflen Zahlen eine Aussage iiber die Varianz des Mittelwerts bzw. der
Summe von vielen Zufallszahlen macht, geht der zentrale Grenzwertsatz noch einen Schritt weiter: Er
macht eine Aussage iiber die Verteilungsfunktion der Summe bzw. des Mittelwerts von Zufallszahlen:

Fiir N statistisch unabhéngige Zufallszahlen X; mit Varianzen o;, die alle endlich und durch eine
Konstante beschrinkt sein sollen, wird die Verteilungsfunktion des Mittelwerts (bzw. der Summe)
zu einer Gaufiverteilung mit den durch das Gesetz der grofien Zahlen gegebenen Mittelwerten und
Standardabweichungen.

Etwas préziser behauptet der zentrale Grenzwertsatz: Fiir die normierte Variable
S—Nm
Z=—
omVIN

(S, m und o, wie oben) wird die Verteilungsfunktion im Grenzfall N — oo zur Verteilungsfunktion

(1.27)

der Standardnormalverteilung, also

lim P(Z < z)=®(2) (1.28)

N —o0

wobei

@(z):—/z e 3t (1.29)



10 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER STATISTISCHEN MECHANIK

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. (Die Standardnormalverteilung hat den
Mittelwert 0 und die Standardabweichung 1).

Die herausragende Bedeutung der Normalverteilung (also der GauB-Verteilung) ergibt sich
unter anderem aus diesem Satz. Unabhéngig von den Einzelverteilungen irgendwelcher Zufallsvariaber
wird die Verteilung ihrer Summe zu einer Gauf-Verteilung. Die beiden getroffenen Annahmen — die
statistische Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen und die Beschrénktheit ihrer Varianzen — sind dabei
wesentlich. Viele thermodynamische Gréflen sind die Summe mikroskopischer Gréflen. In manchen
Féllen (beispielsweise an sogenannten Phaseniibergéingen) sind diese mikroskopischen Gréflen derart
korreliert, dass der zentrale Grenzwertsatz nicht mehr giiltig ist. Tatséchlich treten in diesen Fillen
oft Nicht-Gauf’sche Verteilungsfunktionen auf.

Auch die Endlichkeit der Varianzen ist wichtig: Es gibt normierbare Wahrscheinlichkeitsdich-
ten, beispielsweise die Lorentz- bzw. Cauchy-Verteilung

1 a
T2 4+a?’

w(z) = (1.30)

mit einem endlichen Mittelwert, deren Varianz aber unendlich ist. In diesen Féllen sind auch sehr
grofe Schwankungen in den Realisationen der Zufallsvariablen nicht selten. Bei Zufallsvariablen mit
solchen Verteilungen muss die Verteilung der Summe dieser Zufallsvariablen nicht gegen eine Gauf3-
Funktion gehen.

Eine Variante des zentralen Grenzwertsatzes ist die Brown’sche Bewegung bzw. der Random
Walk. Die Zufallsvariablen X; sind dabei Verteilungen fiir Einzelschritte, und die Wahrscheinlichkeits-
dichte der Summe S beschreibt die Wahrscheinlichkeit, ein im Ursprung gestartetes Teilchen nach N
Schritten an einem Punkt  bzw. in einem Abstand r zu finden.
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