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Kapitel 1

Allgemeine Definitionen

Ein 2-dimensionales Gitter wird in dieser Vorlesung fast immer ein reguléres, quadratisches
Gitter sein. Es besteht aus einer Menge P C Z x Z von Punkten (z.B. P = {(m1, ma)||m;| <
L/2} | dabei dient L als ein Volumen Cut-off), einer Menge E von Linien (edges) (d.h. Paare
von Punkten, die sich nur in einer Koordinate um +1 unterscheiden), sowie Plaquetten F'
(faces).

Lokale Zusténde werden indiziert durch eine Menge V', z.B. V = {41, —1} beim Ising-
Modell, V' = {0, 1,2} beim Potts-Modell oder V' = IR fiir ein skalares Feld.

Eine Konfiguration ist eine Festlegung von lokalen Zusténden auf den Gitterpunkten,

manchmal auch Gitterlinien oder Plaketten, d.h. eine Konfiguration ist eine Abbildung:
Cc:.: P -V bzw. C . F -V oder C . F -V

Ganz allgemein kénnen sowohl Punkte als auch Linien und Plaketten gleichzeitig lokale Werte
zugeordnet werden und diese auch in verschiedenen Bildrdumen liegen:

C : PxExXF — VpxVgxVp .

Der Konfigurationsraum ist die Menge aller Konfigurationen, also die Menge aller dieser

Abbildungen. (Im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie bilden die Konfigurationen die Menge
der Elementarereignisse. Funktionen von C — insbesondere der Wert von C' an bestimmten
Gitterpunkten oder -linien — bilden die Menge der Zufallsvariablen.)

Ein Zustand ist ein lineares, positives, normiertes Funktional auf der Menge der (komplex—
wertigen) Funktionen iiber dem Konfigurationsraum. Sei Q2 der Konfigurationsraum, F'(€2)
der Vektorraum der komplexen Funktionen

FQ) = {flf: Q= C}

)



6 KAPITEL 1. ALLGEMEINE DEFINITIONEN

dann ist ein Zustand

w:FQ)—=C
mit
wlanfi +asfa) = a1w(fi) + aew(fa) (linear)
w(f) > 0 falls f(C)>0VC (positiv)
wid) = 1 mit  id(C) =1 VC (normiert)

Einen Zustand nennt man auch manchmal ein Erwartungswertfunktional. Fiir reelle Funktio-
nen heifit F(2) auch manchmal der Raum der Observablen. (Dieser Zustandsbegriff schliefit
die Vorstellung von Hilbertraumvektoren |¢)) als Zustéinde in der Quantenmechanik ein: Jeder
Zustand |¢) definiert ein Erwartungswertfunktional auf den Observablen: A — (y|A|v).)

Bei abzihlbaren Konfigurationsrdumen definiert ein Zustand eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung auf der Menge der Konfigurationen. Sei

1 falls C =C;

Xi = Xjo; = C  mit X(c;)(C) = {
0 sonst

die charakteristische Funktion fiir die Konfiguration C;, dann ist

pi = w(Xi)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Zustdnden. Umgekehrt definiert jede Wahrschein-
lichkeitsverteilung auch einen Zustand. (Ist der Konfigurationsraum nicht abzéhlbar, so hat
man Y; durch die charakteristische Funktion einer messbaren Menge auf dem Konfigurati-
onsraum zu ersetzen und p; ist dann das Maf}, welches durch den Zustand dieser Menge
zugeordnet wird.)

Oft nennt man die Wahrscheinlichkeit p; fiir eine Konfiguration auch deren Gewicht. Ein
positives Funktional auf dem Konfigurationsraum (E(C) > 0) erlaubt die Definition eines so
genannten Boltzmann-Faktors

p(C) = exp(—BE[C]) .

FE hat in der statistischen Mechanik die Interpretation einer Energie, 8 die einer inversen
Temperatur. Die Zustandssumme erhélt man durch Summation {iber alle Konfigurationen,

wobei jede Konfiguration entsprechend gewichtet wird:

Z[B] = > exp(—BE[C])
C



p(C) definiert wiederum einen Zustand (bzw. ein Erwartungswertfunktional) mit

PO) = Lep(-BEIC)  baw  w(f) = () = 5 3 F(O) esp(~BE[C])
C

Aus der Zustandssumme erhélt man die freie Energie F' bzw. die freie Energie pro Volumen
f:

1 1

Die so definierten thermodynamischen Groflen sind immer bei endlichem Volumen zu be-
rechnen. So ist z.B. die freie Energie pro Volumen noch eine Funktion von L. Fiir den
thermodynamischen Limes L — oo (einem Grenzwert, fiir welchen die Boltzmannfaktoren

oft nicht fiir alle Konfigurationen definierbar sind) konvergiert die Folge f; jedoch gegen
einen Grenzwert f.o. Dies ist die thermodynamische freie Energiedichte. Ahnliches gilt fiir
das Erwartungswertfunktional.

Abgesehen von der Temperatur 7' = 1/ hingt die freie Energie oft noch von anderen
Parametern {u} ab (chemisches Potential, duleres Magnetfeld, etc.). Ein Phaseniibergang

ist ein Punkt (oder allgemeiner eine Teilmenge) innerhalb des Parameterraums (3, {u}), fiir
den f, nicht reell-analytisch ist. Die Ordnung eines Phaseniibergangs wird dabei meist iiber
die Ableitbarkeit definiert, d.h. ist fo, nur k—mal stetig differenzierbar, so spricht man von
einem Phaseniibergang (k+1).ter Ordnung.

Unter einem kritischen Punkt versteht man einen Punkt im Parameterraum, bei wel-

chem Responzfunktionen (z.B. die Suszeptibilitidt) divergieren, oder aber rédumliche oder
zeitliche Korrelationen langreichweitig werden, d.h. einem Potenzgesetz geniigen. (Da Sus-
zeptibilitdten integrierte Korrelationsfunktionen sind, divergieren diese im Allgemeinen fiir
langreichweitige Korrelationen.) Wir werden sehen, dass ein Phaseniibergang meist auch
ein kritischer Punkt ist. Allerdings gibt es Félle, wo man von , kritischem Punkt“ sprechen
wiirde, nicht aber von einem Phaseniibergang. (Beispiele: 1-dim. Ising Modell bei T' = 0;
oder das freie Gaussche Feld mit lokaler Variable ¢ € IR und Energie zwischen benachbarten
Punkten E = (¢; — ¢;j)%. Diese Theorie hat keinen Phaseniibergang, ist aber fiir alle Tem-
peraturen kritisch.) Diese strenge Unterscheidung zwischen Phaseniibergang und kritischem
Punkt wird allerdings oft in der Literatur nicht gemacht.
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Kapitel 2
Die Transfermatrix

Der Transfermatrixformalismus ist allgemein anwendbar auf Gitter des Typs G x Z, wobei
G ein beliebiger Graph ist (d.h. eine Menge von Punkten und Linien, welche zwei Punkte
als benachbart kennzeichnen). Die durch Z durchnummerierte Koordinate heifit manchmal
»Zeit“—Richtung, der Teil G ,rdumliches®* Gitter. Sei z eine Durchnummerierung der Punk-
te von G, so kennzeichnet (z,t) (t € Z) einen Punkt im Gitter. Man kann sich bei einem
2—dimensionalen Gitter den ,,Graphen“ G immer als die Menge Z vorstellen, mit der nahelie-
genden Definition benachbarter Punkte. Im folgenden seien die lokalen Freiheitsgrade auf den
Gitterpunkten definiert. Fiir Vertexmodelle, bei denen die Variable auf Gitterlinien liegen,
werden wir ohnehin spéter eine leicht abgewandelte Form der Transfermatrix formulieren.
Wir konstruieren zunéchst den , Hilbertraum“ der Zusténde auf dem rdaumlchen Gitter.
Sei H, der komplexe Vektorraum der lokalen Zustéinde am Punkte x, d.h. der Vektorraum
der komplexwertigen Funktionen iiber den lokalen Zustinden. Handelt es sich z.B. lokal
um Spin-Zustédnde s, = %1, so ist H, ein (komplex) 2-dimensionaler Vektorraum. Fiir
ein reelles Feld ist H, der Vektorraum der quadratintegrablen Funktionen iiber der reellen
Achse. Wir definieren zu einem rdumlichen (im allgemeinen (d—1)-dimensionalen) Gitter

"= QRQH. .

€

einen Zustandsraum

dies ist gleichzeitig der Raum aller (komplexwertigen) Funktionen iiber den Zusténden auf
G. Das Skalarprodukt in H ist das Produkt der Skalarprodukte in H,. Eine mégliche Basis
in H sind die Zustédnde

He}) = ® |oz) (pr € V =~ lokale Zusténde)
T€G

Im diskreten Fall sind das die charakteristischen Funktionen zu einer Konfiguration {¢,}.

9



10 KAPITEL 2. DIE TRANSFERMATRIX

In Anlehnung an die ,,Ortsraumbasis“ in der Quantenmechanik kénnte man diese Basis die
,Konfigurationsraumbasis“ nennen.

Entsprechend der Aufspaltung des Gitters in ein rdumliches Hypergitter und eine Zei-
trichtung spalten wir auch die Energie auf, dabei wird vorausgesetzt, dafl es nur Wechsel-
wirkungsterme zwischen néchsten Nachbarn gibt:

Z E(@(mJ)a‘p(l‘/vt,)) =

((@,t),(=",1))
= Y ) Elpla,t), ez, t+1)) + YY" E(p(a,t), o2, 1))
t xT t <CB,LI:/>

(Die Notation ( , ) bezeichnet niichste Nachbarn auf einem Gitter.)
Wir definieren nun die Transfermatrix 7" als linearen Operator auf H durch seine Matri-
xelemente in der Konfigurationsraumbasis

Tow = (¢ITl¥)
o B Elp(@), ¥(w)) e—%ﬂ 2wy [E(p(2), 0(2")) + E(y(x), ¢ (2"))]

Die so definierte Transfermatrix ist offensichtlich reell und symmetrisch, d.h., ihre Eigenwerte

sind reell.

Da aulerdem T, ,, > 0 ldsst sich zeigen, dass der hochste Eigenwert von T' positiv und nicht entartet
ist. Dies folgt aus dem so genannten Frobenius-Perron Theorem iiber positive Matrizen (sieche niichsten
Abschnitt). Im Allgemeinen sind die Eigenwerte von T’ nicht notwendigerweise positiv. Die Eigenwerte von
T? sind jedoch (da T symmetrisch ist) immer positiv, so dass

T? = exp(—2aH) H hermitisch , a € RT .
a ist eine positive Zahl, ein Maf fiir den Gitterabstand in Zeit-Richtung, und H kann als Hamilton-Operator
der Gittertheorie aufgefasst werden.

Fiir die Zustandssumme auf einem periodischen Raum-Zeit-Gitter, welches in Zeit-Richtung
die Lange L hat, gilt offensichtlich

Z = trTF = Z AL A, sind die Eigenwerte von T' . (2.1)
n

Dazu macht man sich klar, dass die Definition der Spur bzw. der Matrixmultiplikation fiir
T zur Summation iiber alle Konfigurationen fiihrt.

In der Konfigurationsraumbasis kénnen wir in H einen ausgezeichneten Satz von Opera-
toren definieren: Operatoren ®(z), die in dieser Basis diagonal sind, und Operatoren Ps(x),
die die Basis verschieben:

O(z)lp) = w(z)|p) Ps(z)|...,o(x),...> = |...;p(x)+9,...>
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Ps entspricht also dem exponenzierten Impulsoperator der Quantenmechanik, der Ortsei-
genzustinde um ¢ translatiert. Die Notation ist iibrigens im Allgemeinen nur symbolisch:
Ps veréndert den Zustand zu einer Konfiguration in bestimmter Weise. Das kann bei re-
ellen Feldern die Addition einer Konstanten sein, das kann aber auch (z.B. bei Gruppen)
in der Multiplikation mit einem generierenden Gruppenelement bestehen. Ebenso ist ®(x)
ein Operator fiir die Koordinaten einer Konfiguration, nicht fiir die Konfiguration selber.
Man kann nun (was hier nicht geschehen soll) jeden Operator auf #H, insbesondere auch die
Transfermatrix, durch die Operatoren ®(z) und Ps(x) ausdriicken.

Im Ising-Modell sind z.B. in der Basis

[+ = (;) - = (f) 22)

die Matrizen ® und P durch

1 0 01
® = o3 = und P =0 = (2.3)
0 -1 10

Auch Erwartungswerte lassen sich im Operatorformalismus ausdriicken, z.B.

gegeben.

() Tt d(z) TL— 1)
(p(z,t)p(z',t)) = lim tr &(2') (x)

2.4
L—oo tr TL ( )

Im Grenzfall L — oo tragt von allen Zusténden nur der Grundzustand von H (d.h. der
Zustand zum hochsten Eigenwert der Transfermatrix) bei.
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Kapitel 3

Theorie des Phaseniibergangs

3.1 Die freie Energie

Seien A1 > Ag... > Ay die Eigenwerte der Transfermatrix. Dann gilt fiir die Zustandssumme
bzw. die mittlere freie Energie F' auf einem raumlichen Gitter

M M\ \N
L __ L ?
;)\i = Al s—i-Z()\l)

i#1

Z

1 Mo\t
—fF = 1lim — [LlnA;+1In|1 = ~ InA
g = g B (130 (3) ]|~ )
1#1

Hierbei wurde vorausgesetzt, dass A;/A1 < 1, so dass die Korrekturterme fiir L — oo zu
vernachléssigen sind. Wir werden spédter noch den Fall eines kontinuierlichen Spektrums
behandeln.

Eine Nicht—Analytizitdt der freien Energie (also ein Phaseniibergang) kann nur dann
auftreten, wenn die zwei hochsten Eigenwerte entarten, z.B. bei einem Level-Crossing.

. 1 efo2
T\lefo2 1 ,

Beispiel: Sei

dann ist A(B)
Der grofite Eigenwerte, d.h. die ,,freie Energie”, ist somit
\ B e’ —1 fir f<In2
e 3—e’ fir #>1n2 ' 8
Offensichtlich hat Amax bzw. F' eine Knickstelle bei 8 = In 2. ln‘2

13



14 KAPITEL 3. THEORIE DES PHASENUBERGANGS

Es scheint zunéchst keinen Grund zu geben, warum dieser Fall nicht bei der Transferma-
trix zu einem statistischen System auftritt. Es soll jedoch gezeigt werden, dass fiir Systeme
mit endlich vielen Freiheitsgraden in einer Hyperebene dies nicht geschehen kann.

Grund ist, dass fiir § < oo (T # 0) die Matrixelemente der Transfermatrix echt positiv
sind.

SATZ VON FROBENIUS UND PERRON: Sei A eine positive (N x N)-Matriz (d.h. A;; >0
fir alle i,7). Dann gilt:

1. A hat einen positiven Eigenwert Amax, gleich dem spektralen Radius von A.
2. Dieser Figenwert ist nicht entartet, fir alle anderen Eigenwerte gilt |\| < Amax-
3. Es gibt einen Figenvektor (x1,...,xN) 2u Amax mit x; > 0.

Der Satz gilt ganz allgemein fiir eine positive Matrix, er soll hier jedoch nur fiir eine
symmetrische Matrix bewiesen werden, da diese Annahme den Beweis erheblich vereinfacht

und fiir Transfermatrizen auch keine Einschrinkung des allgemeinen Falls bedeutet.
BEWEIS: Sei y irgendein Vektor und z der zugehérige Vektor mit Komponenten x; = |y;|. Dann gilt

(v, Ay) = > Ayyy; < Y Agmiz; = (x,Ax) . (3.1)
g ij
Daraus folgt, dafl
Amax = lmlafi(x,Ax) (3.2)

fiir z mit x; > 0 angenommen wird. (Der Fall z; = 0 kann ausgeschlossen werden indem man sich iiberzeugt,
dafl ein neuer Vektor mit x; = € obigen Ausdruck linear in € vergrofert, allerdings die Norm nur quadra-
tisch verdndert.) Gl. bestimmt aber gleichzeitig den maximalen Eigenwert Amax sowie den zugehorigen
Eigenvektor. Dieser Eigenwert ist nicht entartet, da zu einer echten Ungleichung wird, falls z # +y. O

Wir haben bei diesem Theorem eine endliche Matrix vorausgesetzt, d.h. es gilt auf jeden
Fall fiir Spinsysteme auf endlichem rdumlichen Gitter. Hat man lokal kontinuierliche Variable,
so 148t sich das Theorem (mit &hnlicher Beweisidee) verallgemeinern, vorausgesetzt es gilt

(@'|T)p) < C < o0 und (@'T|e) >e>0  Vo,¢

Gerade diese zweite Bedingung bricht jedoch zusammen fiir unendliche Systeme. Schon beim
Ising-Modell ist die Energie nicht mehr beschrinkt fiir ein unendliches raumliches Gitter (und
damit die Elemente der Transfermatrix nicht mehr echt positiv).

Die Unbeschranktheit der Energie bedeutet natiirlich im allgemeinen nicht die Existenz
eines Phaseniibergangs. Es gibt viele Modelle, fiir die das Spektrum kontinuierlich ist. Es soll
im folgenden gezeigt werden, daf die freie Energie pro rdumliches Hypergitter trotzdem durch
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den maximalen Eigenwert der Transfermatrix gegeben ist. Die Schluifolgerung wird sein,
daf} es nicht auf die Diskretheit des maximalen Eigenwerts beim Phaseniibergang ankommt,
sondern dafl wirklich ein Level-crossing auftritt.

Angenommen das Spektrum der Transfermatrix 148t sich in einer Umgebung von Apax
durch einen Parameter k indizieren, so dafl der maximale Eigenwert fiir £ = 0 angenommen
wird und folgende Entwicklung moglich ist:

InA(k) = Indpax — alk|” + o|k]")

(Dabei bedeuten o(z) Terme, fiir die lim, o o(z)/x = 0.) Die Zustandssumme ist somit:

zZ = /dk()\(k))L — AL [k e Lalkl” +o(|k[7)

= A\

max

LYY const.(1 +r(L))

Fiir den Restterm 7(L) gilt limy_,o 7(L) = 0. Daraus folgt wiederum

. 1 1
F = - Lh_{rgo IB—Lan = —Bln)\max .

3.2 Korrelationsfunktionen

Es soll im Rahmen des Transfermatrix-Formalismus argumentiert werden, unter welchen
Umsténden Korrelationsfunktionen langreichweitig werden, und warum dies im allgemeinen
bei Phaseniibergiingen auftritt.

Dazu untersuchen wir zunéchst den Fall, daf§ zwischen dem maximalen Eigenwert der
Transfermatrix und dem folgenden Eigenwert eine nicht—verschwindende Differenz ist. Man
spricht in diesem Fall auch oft von einem Energie-gap oder Massen-gap, da in einem Teilchen-
bild der Hamiltonschen Formulierung diese Differenz (zwischen Vakuumsenergie und erstem
angeregten Zustand) der Masse des leichtesten Teilchens entspricht.

Wir betrachten ein Matrixelement der Form (a,7"b) und entwickeln die Vektoren a und
b nach (normierten) Eigenvektoren zj der Transfermatrix:

(a,T") = > aBiar, Tha) = Y awBdi
k

k,l

L
= )\1L (alﬁl + <i\\j> a2 + ) . (3.3)
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Fiir grole Werte von L werden Korrelationen zwischen a und b (z.B. iiber ihre relative Rich-
tung) exponentiell unterdriickt. Dies bedeutet z.B. auch, daf§ die Wahl von Randbedingungen
sich nur ,,exponentiell tief in das Innere des Gitters bemerkbar macht. Setzt man eine ent-
sprechende Entwicklung in Erwartungswerte der Form ein, so folgt fiir grofle Werte von

L
tr® TL @ TN-L

: Ao\
e R (o

Dies ist das typische Verhalten fiir Korrelationsfunktionen mit kurzreichweitigem Verhalten.
Sind andererseits die zwei tiefsten Eigenwerte entartet, so gilt statt (8.8))

(a,T*b) = A (a1B1 + azfs...)

Gewisse ,,Informationen“ {iber die relative Lage von a und b werden nun also iiber beliebig
grofle Abstéinde L {ibertragen. Insbesondere spielen Randbedingungen nun eine Rolle. Zu
den typischen Potenzgesetzen in Erwartungswerten der Form kommt es allerdings nur,
wenn das Spektrum von 7" um den héchsten Eigenwert herum kontinuierlich wird. Die Entar-
tung des maximalen Figenwerts bei nicht-kontinuierlichem Spektrum tritt typischerweise bei
Systemen mit spontaner Symmetriebrechung auf, z.B. beim Ising-Modell fiir tiefe Tempera-
turen. Hier spielen die Randbedingungen eine wesentliche Rolle z.B. fiir die sich einstellende
Magnetisierung.

Im 1-dimensionalen Ising-Modell (siehe néchstes Kapitel) werden fiir § — oo (also T — 0)
die Korrelationen langreichweitig. Die Eigenwerte der Transfermatrix sind in diesem Grenz-
wert auch entartet. Im Gausschen Modell sind die Eigenwerte der Transfermatrix kontinuier-
lich fiir alle Werte von 3, entsprechend beobachtet man auch langreichweitige Korrelationen
(siehe Ubungsaufgaben).



Kapitel 4

Das 1-dimensionale Ising-Modell

In diesem Abschnitt werden zwei einfache Methoden vorgestellt, das 1-dimensionale Ising-
Modell zu l6sen. Beide Methoden sind auf den 2-dimensionalen Fall iibertragbar und haben
zu Losungswegen fiir das 2-dimensionale Ising-Modell gefiihrt. Eine dieser Methoden zur
Losung des 2-dimensionalen Modells wird im n#ichsten Kapitel besprochen. Ein dritter —
vom konzeptionellen Standpunkt recht interessanter allerdings hier recht umsténdlicher —
Weg zur Loésung des 1-dimensionalen Ising-Modells — ndmlich die Methode der Blockspin-
transformation bzw. der Renormierungsgruppe — wird in den Ubungsaufgaben gelost.

Das Ising-Modell ist definiert durch lokale Zustdnde auf den Gitterpunkten, die nur zwei
mogliche Werte annehmen kénnen. Daher werden diese Freiheitsgrade oft als ,,Spin“ be-
zeichnet und mit s; = +1 benannt. Im allgemeinen setzt sich die Energie einer Konfiguration
zusammen aus einer Summe von Beitridgen von nichsten Nachbarn auf einem Gitter sowie
eines Beitrags, der z.B. durch ein dufleres Magnetfeld h realisiert werden kann:

E[{Sz}] = _Zsi3j+h23i .
(6,5) i

Damit ergibt sich fiir die Zustandssumme

2(6) = 3 &P 2t sisi — Bhdsi
{s;=%1}

Wiéhrend die Zustandssumme des 2-dimensionalen Ising-Modells nur fiir h = 0 exakt be-
rechnet werden kann — in mehr als 2 Dimensionen sind keine exakten Losungen bekannt —
a8t sich das 1-dimensionale Modell noch in der allgemeinen Form l6sen. Wir werden im
folgenden jedoch nur den Fall h = 0 betrachten, da es sich um die Darstellung der Verfahren,
insbesondere im Hinblick auf ihre Verallgemeinerung in 2 Dimensionen, handeln soll. Der
Fall h # 0 wird in den Ubungen behandelt.

17



18 KAPITEL 4. DAS 1-DIMENSIONALE ISING-MODELL

4.1 Losung mit Hilfe der Transfermatrix

Zu bestimmen ist
Z2(8) = Z B sisi (4.1)
{s;=%1}
Wir wéhlen periodische Randbedingungen, d.h. sp+1 = s1. Ein ,,raumartiges” Gitter besteht
im 1-dimensionalen Fall nur aus einem Punkt. Damit folgt fiir die zugehorige Transfermatrix:

B B
¢ ¢ >—661[+e_501-

(s|T)s"y = efss’ bzw. T = <e_ﬂ o

Die Eigenwerte dieser Transfermatrix sind

A = eﬁie_ﬁ _ 2cosh
2sinh 8

Offensichtlich ist Aax = 2 cosh 8. Damit folgt fiir die Zustandssumme und die freie Energie
pro Spin:

Z = (2coshB)f + (2sinh B) , foo = —;ln(2cosh6) :

4.2 Losung durch Summation iiber Wege

Das folgende Verfahren scheint zunéchst etwas komplizierter als die direkte Methode der
Diagonalisierung der Transfermatrix, hat aber doch (insbesondere falls man den Transfer-
matrixformalismus ganz vermeiden mochte) eine gewisse Eleganz.

Wir beobachten zunéchst, dafl das Produkt s;s;41 nur zwei mogliche Werte annehmen
kann, und damit gilt:
eﬂ falls SiSi+1 = 1

Bsisi—i-l — G, 1 =
e = coshfB + s;sjr1sinhf =
B i 5 e_ﬁ falls s;841 = —1

Die Zustandssumme ([4.1)) 148t sich somit umformen zu

Z = Z H(coshﬁ + sisip1sinhB) = (cosh3)F Z H(l + $iSi4+1 tanh f3)

{s;==%1} 1 {s;==%1} 1

= (coshB)t Z 1+ tanhﬁZ(siSH-l) + (tanh B3)? Z(sisiﬂ)(sjsjﬂ) +

{si==%1} i#j
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Fiir die einzelnen Terme in dieser Entwicklung kann man eine einfache graphische Darstel-
lung einfiithren. Jedes Paar (s;s;+1) wird durch eine Linie représentiert, die die Gitterpunkt 4
und ¢ 4+ 1 verbindet. Der erste Term in der Entwicklung entspricht dann den N Gitterpunk-
ten, ohne Verbindungslinien. Der zweite Term der Entwicklung enthélt nur Graphen, bei
welchen genau ein Paar von Punkten durch Linien verbunden ist. Der dritte Term besteht
aus Graphen, bei welchen zwei Linien existieren, wobei diese Linien zu verschiedenen Punk-
tepaaren gehoren. Entsprechend kann man sagen, dafl der k.te Term aus Graphen besteht
mit (k—1) bemalten Linien, simtlich verschieden. Es ist jeweils noch iiber alle Kombinati-
onsmoglichkeiten zu summieren. Der letzte Term in der Entwicklung besteht wiederum nur
aus einem einzigen Graphen, bei dem sdmtliche Linien eingezeichnet sind.

Wegen der Identitédten

21225?:2 und Zsi:O

s;=+1 s;=+1 s;=+1

folgt, dal nur solche Terme zur Summation iiber {s; = £1} beitragen, bei denen entweder s;
fiir jedes 4 gar nicht auftritt, oder aber als Quadrat. Auf keinen Fall darf fiir irgendein i ein
s; nur linear auftreten. In der graphischen Darstellung entspricht das Termen, bei denen an
einem Gitterpunkt eine Linie anfingt bzw. endet. Betrachtet man nun die einzelnen Terme
in der graphischen Darstellung, so stellt man fest, dafl iiberhaupt nur zwei Terme einen
nicht-verschwindenden Beitrag liefern, ndmlich der erste (ohne Linien) und der letzte (alle
Linien vorhanden). Somit folgt

Z = (coshB)” Y (1 + (tanhB)") = (2coshB)” (1 + (tanhB)") .
{si==%1}

Die rechte Seite ld8t sich (bis auf einen Faktor) so deuten, daf iiber alle geschlossenen Wege
(ohne Doppelbelegung von Linien) auf dem Gitter summiert wird und jeder Weg mit einem
Faktor (tanh3)! ( [ = Liénge des Weges) zu gewichten ist. Hier gibt es nur zwei Fille:
den Weg der Linge 0 und den Weg, der sich einmal um das Gitter windet (Lénge L). Im
thermodynamischen Limes tragen nur Wege bei, die sich nicht um das Gitter winden.

Dieses Verfahren, welches hier zunichst recht kompliziert erscheint, fiithrt zu einer einfa-
chen Darstellung fiir das Ising-Modell in beliebig vielen Dimensionen.

4.3 Der 1-dimensionale Anti-Ferromagnet

Im Ising-Modell werden Konfigurationen energetisch begiinstigt, bei denen benachbarte Spins
parallel sind. Es lassen sich jedoch auch Systeme denken, bei welchen anti-parallele Spins
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energetisch giinstiger sind. Solche Systeme nennt man , Anti-Ferromagneten“. Im Ising-
Modell kann man diese Systeme auch dadurch realisieren, dafl man negative Temperaturen
(8 < 0) betrachtet. (Fiir Systeme mit endlich vielen lokalen Freiheitsgraden sind negative
Temperaturen — d.h. Abnahme der Entropie bei Zunahme der Energie — moglich.)
Fiir das 1-dimensionale anti-ferromagnetische Ising-Modell sind die Eigenwerte der Trans-
fermatrix:
Amax = 2coshf Amin = —2sinhf .

Dies ist ein Beispiel fiir ein System, bei welchem die Eigenwerte der Transfermatrix nicht
positiv sind. Die freie Energie, durch den maximalen Eigenwert bestimmt, ist natiirlich davon
nicht betroffen. Allerdings folgt fiir die Korrelationsfunktion (sieche Ubungsaufgaben):

Gy = (sisivr) = (~1)*(tanh B)* |

Die sogenannte 2-Punkt-Funktion ist also nicht mehr positiv sondern alternierend im Vor-
zeichen.



Kapitel 5
Das 2-dimensionale Ising-Modell

Das Modell wird zum ersten Mal in einer Arbeit von Lenz [16] erwéhnt, genauer untersucht
hat es aber E. Ising 1925 in seiner Doktorarbeit. 1936 gelang Peierls ein Beweis fiir die
Existenz einer Phase mit spontaner Magnetisierung [23] und 1941 konnten Kramers und
Wannier die Phaseniibergangstemperatur fiir das 2-dimensionale Modell (ohne Magnetfeld)
exakt berechnen [15]. 1944 fand Onsager die erste Losung des 2-dimensionalen Ising-Modells
mit algebraischen Methoden [22].

Ein dlterer Review-Artikel iiber das Ising-Modell (nicht nur 2-dimensional) mit der Dar-
stellung verschiedener Losungsmethoden stammt von Newell & Montoll [20]. Die Darstellung
in dieser Vorlesung folgt im wesentlichen dem Buch von Feynman [§].

In diesem Abschnitt sollen im wesentlichen vier Aspekte des 2-dimensionalen Ising-
Modells (ohne Magentfeld) diskutiert werden: Die Hoch- und Tieftemperaturentwicklung zur
nidherungsweisen Bestimmung der freien Energie, der Beweis fiir die Existenz eines Phasen-
iibergangs, die Methode von Kramers und Wannier zur Bestimmung des Phaseniibergangs,
und schliellich die Methode von Feynman zur Berechnung der freien Energie mit Hilfe einer
geschickten Summation iiber Wege auf einem quadratischen Gitter.

5.1 Die Hoch- und Tieftemperaturentwicklung
Wie bei der Diskussion des 1-dimensionalen Ising-Modells benutzen wir die Relation

e/BSiSj — COSh/B + Sisj Slnh ﬁ = COSh/B (1 +SiSj tanh,@)

21
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zu einer Umformung der Zustandssumme:

Z = (coshﬂ)ﬂ2 Z H(l—kswﬂanhﬁ) :

{si£1} (i.5)

(2L? ist die Anzahl der Gitterlinien auf einem quadratischen L x L-Gitter.) Entwickelt man
das Produkt so 148t sich wiederum jeder Term als eine bestimmte Markierung der Gitter-
linien deuten: fiir jedes Paar benachbarter Spins (s;s;) wird die entsprechende Gitterlinie
markiert. Bei der Summation iiber alle Spin-Orientierungen tragen nur solche Graphen bei,
die geschlossenen Wegen entsprechen. Genauer sollte man von ,,Polygonziigen“ sprechen, da
jede Linie nur einmal besetzt werden kann und es nicht auf Orientierungen ankommt, wie
ein Weg durchlaufen wird. Umgekehrt kann jeder geschlossene Polygonzug auch als Beitrag
in dieser Summe interpretiert werden. Das Gewicht fiir einen Polygonzug ist (tanh 3)!, wobei
[ seine Lange ist. Wir erhalten somit

Z = (coshﬂ)%2 Z (tanh B)! = (2tzos,h25)L2 ZP(l)(tanhB)l . (5.1)

Polygonziige l

P(1) ist die Anzahl geschlossener Polygonziige der Lénge [. Diese Darstellung der Zustands-
summe des Ising-Modells als Summation iiber geschlossene Polygonziige gilt fiir beliebige
Dimensionen. Sie gilt sogar fiir Formulierungen des Ising-Modells auf beliebigen Graphen.

Eine Entwicklung der Zustandssumme nach Potenzen von tanh § entpsricht einer Hochtem-
peraturentwicklung. Die einfachsten geschlossenen Polygonziige mit [ < 8 zusammen mit
ihren Multiplizitédten (fiir L geniigend grof}, hier L > 4) sind:
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Lénge Anzahl Gestalt Lénge Anzahl Gestalt
0 1 8 L2 I
6 212 472 -

2

Damit sind die ersten Terme der Zustandssumme, bzw. der freien Energie in der Hochtem-
peraturentwicklung;:

Z = (2cosh®B)" (1+ L2(tanh 8)* + 2L%(tanh 8)0 + L2(7 + 1(L? - 5))(tanh 8)® + -- )
f = — lim Lan

= —; (In(2cosh® B) + (tanh B)* + 2(tanh 8)° + 2(tanh B)® + - ) (5.2)

Der néchste Schritt soll die Ableitung einer Tieftemperaturentwicklung (5 — oo) sein. Dazu
ziehen wir einen konfigurationsunabhéingigen Faktor vor die Zustandssumme

7 _ e2BL2 Z eﬁZ(i,ﬂ(Sisj_l)

{s;==%1}

Das Gewicht einer Konfiguration wird nun bestimmt durch die Gitterlinien, welche zwei
benachbarte Punkte mit entgegengesetzten Spin-Orientierungen verbinden: jede solche Linie
trigt einen Faktor e 2% zum Gesamtgewicht bei. Fiir die folgenden Uberlegungen ist es
zweckmiéBig, das sogenannte duale Gitter zu betrachten. Bei diesem sind die Rollen von
Plaquetten und Vertizes vertauscht, und zwei Vertizes im dualen Gitter sind durch Linien
verbunden, wenn die zugehorigen Plaquetten im urspriinglichen Gitter benachbart sind. Seien
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nun die Spin-Variable auf den Plaquetten des dualen Gitters, dann kénnen wir Grenzlinien
zwischen Gebieten mit Spin 4+ und Spin — markieren. Diese Grenzlinien sind dual zu den
Linien, welche in der Zustandssumme den Faktor e~2# beitragen. Jede Konfiguration von
Spin-Orientierungen ergibt eine Konfiguration von Grenzlinien mit dem Gewicht e =25, wobei
I die Gesamtlidnge der Grenzlinien in einer Konfiguration ist. Umgekehrt determiniert eine
Konfiguration von Grenzlinien genau zwei Spinkonfiguration, die sich durch ein globales
Vorzeichen unterscheiden.

Grenzlinien haben dieselben charakterisierenden Eigenschaften wie Polygonziige: es ist
keine Richtung ausgezeichnet, und jede Linie ist maximal einmal besetzt. Somit kénnen wir
fiir die Zustandssumme auch schreiben

2 _
Z:QezﬂL Z eQﬂl.

Polygonziige

Wiederum erhélt man fiir das 2-dimensionale Ising-Modell eine Darstellung als Summation
iiber Polygonziige, allerdings mit einem Gewicht, welches fiir 8 — oo verschwindet, d.h. wir
haben eine Tieftemperaturentwicklung. Die ersten Terme in dieser Entwicklung ergeben fiir
die freie Energie

—Bf =28 + ¢80 427128 L 97160 (5.3)

Diese dquivalenz der Hoch- und Tieftemperaturentwicklung des 2-dimensionalen Ising-Modells
auf einem quadratischen Gitter bezeichnet man auch als ,,Selbstdualitéit®. Fiir allgemeine 2-
dimensionale Gitter erhélt man eine Darstellung des Ising-Modells durch Summation iiber
Polygonziige auf dem dualen Gitter. In mehr als 2 Dimensionen fiihrt obige Argumentation
zu Summationen {iber geschlossene Hyperflichen der Kodimension 1, in 3 Dimensionen also
zur Summation iiber geschlossene Flichen, bei denen jede Plaquette nur maximal einmal
belegt ist.

5.2 Der Beweis fiir die Existenz einer Phase mit spontaner
Magnetisierung

Das Ising-Modell hat in mehr als 2 Dimensionen einen Phaseniibergang, welcher eine Phase
mit spontaner Magnetisierung von einer Phase ohne spontane Magnetisierung trennt. Als
Ordnungsparameter scheint sich zunéchst der Erwartungswert der Spin-Orientierung anzu-
bieten, allerdings ergibt sich das Problem, dafl der Boltzmann-Faktor invariant unter der
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Ersetzung s; — —s; ist, und somit auf endlichen Gittern der Erwartungswert (s;) immer
verschwindet.

Es gibt mehrere Methoden, dieses Problem zu umgehen. Eine Moglichkeit ist die Einfiihrung
eines Magnetfeldes im Boltzmann-Faktor. Dadurch bricht man die Invarianz explizit, kann
jedoch im thermodynamischen Limes das Magnetfeld 0 setzen. Eine andere, geeignetere
Moglichkeit, die Magnetisierung zu definieren, ist:

b= s
Man fragt also nach der Korrelation zwischen zwei ,,unendlich“ weit voneinander entfernten
Spins. Bei spontaner Magnetisierung ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} sie gleichgerichtet
sind, grofler als dafl sie entgegengesetzt ausgerichtet sind, also ist p > 0. Bei verschwindender
mittlerer Magnetisierung besteht keine Korrelation zwischen ,,unendlich® weit voneinander
entfernten Spins, also ist y = 0.

Fir T = 0 tragen zur Zustandssumme nur zwei Konfigurationen bei: alle Spins sind
einheitlich +1 bzw. —1. In beiden Fillen ist die Magnetisierung o = 1. Dies gilt aber auch fiir
das 1-dimensionalen Ising-Modell, ohne dafl dort eine Phase mit spontaner Magnetisierung
existiert, da fiir beliebig kleine Temperaturen 7" # 0 die Magnetisierung verschwindet. Zu
zeigen ist, dafl es einen endlichen Temperaturbereich oberhalb von 1" = 0 gibt, in welchem
die Magnetisierung von 0 verschieden ist. Der folgende Beweis ist typisch fiir Abschétzungen
dieser Art in der statistischen Mechanik.

Wir formen zunéchst die Definition von p um:

+ —
. B2 i) 8iSi B2 i) Sisi
po= 2lim tm | D e o
{s} {s}
28L* + -
g g € 281 _ —2p1
—%hfgoszfgoz(Ze Ze)
Polygonziige Polygonziige

Der Index + bzw — an der Summe bedeutet, dafl nur iiber Konfigurationen summiert wird,
bei denen s, = 1 und sg = +1 bzw. —1 festgehalten wird. Der Faktor 2 entsteht dadurch, daf3
die Konfigurationen mit s, = —1 nicht extra gezdhlt werden. Wir stellen uns vor, dafl der
Spin bei r ~,Unendlich® auf 1 festgehalten wird und fragen nach der Differenz der Beitrige
der Konfigurationen, bei denen der Spin sg = 1 bzw. —1 ist.

Wir wollen nun die Beitrdge der beiden Summen genauer untersuchen und zeigen, daf
fiir geniigend kleine Temperaturen (grofles ) die zweite Summe (sg = —1) kleiner ist als
die erste, und somit g # 0. Dazu benutzen wir die Formulierung der Zustandssummen
als Summen iiber Bereichsgrenzen. Fiir den Beweis der Existenz einer Phase mit sponaner
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Magnetisierung interessiert nur eine grobe Abschétzung dieser Summe. Die entscheidende
Beobachtung ist, dafl wir fiir einen Beitrag zur zweiten Summe (sp = —1) mindestens eine
Bereichsgrenze um den Spin bei 0 ziehen miissen, wihrend dies fiir gleichgerichtete Spins
(so = 1) nicht notwendig ist.

Es gilt die folgende Ungleichung:

+ — +
Z e 28l _ Z 260 Z o281 (1 -2 Z e_2ﬁll> (5.4)

Polygonziige Polygonziige Polygonziige Polygonzug um 0
Die ,Summation iiber einen Polygonzug um 0“ bedeutet eine Summation iiber alle Poly-
gonziige, welche die 0 umschlieflen, einfach zusammenhéngend sind und keine Selbstiiber-
schneidungen oder Beriihrungen haben. Es gibt also nur ein Gebiet von — Spins um die 0,
ansonsten sind alle Spin-Orientierungen +.

In die Abschétzung gehen zwei Beobachtungen ein: Jede Konfiguration aus der
Summe iiber Bereichsgrenzen mit sg = —1 1483t sich aus einer solchen mit sg = +1 erhalten,
indem man eine geeignete geschlossene Bereichsgrenze um 0 legt. Da es manchmal mehrere
solche Moglichkeiten gibt, zdhlt man zu viele Konfigurationen zu sg = —1, was zu der
Ungleichung fithrt. Auerdem &8t sich um eine sg = +1 Konfiguration nicht jede beliebige
Bereichsgrenze um die 0 hinzufithren, was in obiger Ungleichung ebenfalls nur die rechte
Seite verkleinert. Der Faktor 2 beriicksichtigt, dafl man die Bereichsgrenzen auch um den
Punkt r hétte legen konnen.

Es bleibt zu zeigen, daf} es einen Temperaturbereich fiir grofie 8 gibt, so dafl

1 —261

2 g Polygo;ug um 0e
Dazu benutzen wir folgende Abschétzungen:
Eine feste Bereichsgrenze um 0 der Liinge [ hat maximal einen Flicheninhalt von (1/4)% =
12/16. Halten wir die Gestalt der Bereichsgrenze fest, so gibt es ihrem Flicheninhalt entspre-
chend viele Moglichkeiten, sie um die 0 zu legen. Die Anzahl der Formen von Bereichsgrenzen
ist durch 4-3'~1 beschriinkt, da jede zusitzliche Linie — abgesehen vom ersten Schritt — nur in
maximal 3 Richtungen gehen kann. Dies beriicksichtigt nicht, da} Bereichsgrenzen geschlos-
sene Wege sind, bzw. daf} sich diese nicht selbst schneiden diirfen. Die Abschétzung ist also
sicherlich sehr grob. Wir erhalten:

[o¢]
. —2p1 @’ 2 . —4

1=4,6,8,...

N | =

Man kann sich leicht iiberzeugen, dafi die Ungleichung durch einen endlichen §-Bereich erfiillt
ist. Damit ist bewiesen, daf} es eine Phase mit spontaner Magnetisierung gibt.
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Man erkennt auch den Unterschied zum 1-dimensionalen Ising-Modell. Dort kann man
zwischen 0 und r genau r Umklappstellen zwischenfiigen, deren relatives Gewicht immer
e~ 20 igt. Fiir r — oo wird aber r immer grofler als der Boltzmannfaktor, egal wie grofl g
ist (Ausnahme: f = oo oder 7" = 0). In zwei Dimensionen werden grofle Bereichsgrenzen
um 0 durch den Boltzmannfaktor unterdriickt, der jetzt von der Linge der Bereichsgrenze
abhéngt. dhnliche Argumente sind auch in mehr als zwei Dimensionen anwendbar, d.h. das
Ising Model besitzt immer eine Phase spontaner Magnetisierung fiir d > 2.

Zur Vervollstandigung des Beweises fiir einen Phaseniibergang im Ising-Modell ist noch
zu zeigen, dafl fiir geniigen hohe Temperaturen die spontane Magnetisierung verschwindet.
Die Hochtemperaturentwicklung fiir die Korrelationsfunktion zweier Spins

1 _
(sisj) = EZsisje BE
{s}

besteht im Zihler aus allen Polygonziigen, von denen einer die Punkte ¢ und j verbindet,
wihrend alle anderen geschlossen sind. Aus jedem Term in der Entwicklung von Z erhélt
man einen in der Entwicklung des Zihlers, indem man eine (erlaubte) Verbindung von i
nach j hinzunimmt, gewichtet mit (tanh 3)!, wobei I die Linge dieser Verbindung ist. ,,Er-
laubt“ heifit, dal dieser Verbindungsweg die vorhanden Bereichsgrenzen nur so schneiden
darf, dafl an jedem Gitterpunkt nur zwei oder vier Linien zusammenkommen. Dies fiihrt zu
der Ungleichung

(sis;) < Y (tanhp)’

Wege i—j

Fiir die Abschéitzung aller Wege zwischen zwei Punkten gibt es bessere Formeln, hier kénnen
wir wieder die schon benutzte grobe Ndherung anwenden:

31—z

> (tanhp) < % > (3tanh ) =

Wege i—j I>)i—j]

mit x = 3tanhj

(li — j| ist die minimale Lénge eines Verbindungsweges von i nach j.) Fiir geniigend kleine
Werte von £ ist die Reihe konvergent (5 < 0.347) und die Magnetisierung verschwindet.

5.3 Die Selbstdualitéit des 2-dimensionalen Ising-Modells

Die bisherigen Uberlegungen waren eigentlich kaum dimensionsspezifisch: Es gibt fiir d > 2
immer eine Phase mit spontaner Magnetisierung, die Hochtemperaturentwicklung ist immer



28 KAPITEL 5. DAS 2-DIMENSIONALE ISING-MODELL

eine Entwicklung nach Polygonziigen und die Tieftemperaturentwicklung immer eine Ent-
wicklung nach Bereichsgrenzen. Das besondere an zwei Dimensionen ist, dafl die Entwicklung
nach Bereichsgrenzen ebenfalls eine Entwicklung nach Polygonziigen ist. Diese Eigenschaft
erlaubt eine exakte Bestimmung der kritischen Temperatur nach einer Idee, die erstmals von
Kramers und Wannier angewandt wurde.

Sei die duale Temperatur durch
_93* 1
e 26" = tanh 8 bzw. p* = — 3 In(tanh 3) (5.5)

definiert, so folgt aus

2 o0
Z(B) = 2 2L 5ZP(Z)e_26l Tieftemperaturentwicklung
Z(B) = (2 cosh? B) L2 Z P(I)(tanh B Hochtemperaturentwicklung
1=0

eine Beziehung zwischen Z(3) und Z(8*):

(2 cosh Bsinh 8)X*
2

2(8) = 28" . (5.6)

Kennen wir Z(f), so konnen wir Z(/3*) berechnen. Ist 5 grof, so ist £* klein und umge-
kehrt. Die Beziehung verbindet also die Zustandssumme bei tiefen Temperaturen mit der
Zustandssumme bei hohen Temperaturen. Wegen

5 = - ghlanh) = - gl attanh )] = 5

fiihrt diese Iteration nach zwei Schritten auf den urspriinglichen Wert zuriick.
Ausgedriickt durch die freie Energie pro Gitterpunkt lautet obige Beziehung (/5.6):

f(B) = In(sinh28) + f(8)

Unter der Annahme, daf3 das Ising-Modell in zwei Dimensionen nur einen einzigen Pha-
seniibergang hat, d.h. daf§ es nur einen Wert fiir 5 gibt, an welchem die freie Energie pro
Gitterpunkt nicht-analytisch ist, kann dieser Punkt nur der Fixpunkt der Dualitdtstrans-
formation f — [* sein. (Gébe es zwei Phaseniibergéinge, so wiirden die entsprechenden
kritischen Temperaturen durch diese Transformation ineinander iiberfiihrt.) Die Lésung der
Gleichung

1—e 20

6_2/8 - -
1+e 20
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ergibt als Wert fiir die Temperatur des Phaseniibergangs:

1
B, = §ln(1+\/§) ~ 0.440687

5.4 Losung des 2-dimensionalen Ising-Modells

Als , Voriibung*“ soll zunéchst die Summation iiber alle geschlossenen, unorientierten Wege
auf einem quadratischen Gitter berechnet werden. Eine Methode ist z.B. die folgende:

Wir betrachten zunéchst alle Wege der Lénge [ (mit einer Zusammenhangskomponente)
auf dem Gitter, die bei 0 beginnen und enden. Fiir die Anzahl P(l) dieser Wege gibt es eine
einfache Integraldarstellung:

. . . l
/ dkl/ dks elk1 + etk olk2 e_1k2> ) (5.7)

Im Hinblick auf spitere Uberlegungen soll diese Formel detaillierter abgeleitet werden. Sei

P(likiks) = 3. P(lyn,m) ek +imks

n,m

die erzeugende Funktion fiir die Anzahl P(l;n,m) der Wege vom Ursprung des Gitters zu
einem Punkt (n,m). Diese erzeugende Funktion erfiillt die Rekursionsformel

Pl k1, ko) = (ei’fl yemik k2 e_ik2> P —1,k1, k) | (5.8)
d.h. die Fourier-Transformierte der Bedingung
P(l;n,m) = P(l—-1;n—1,m)+ P(I-1;n+1,m)+ P(I-1;n,m—1) + P(I—1;n,m+1) ,

die anschaulich beschreibt, dafl die Anzahl der Wege der Lénge [ zum Punkt (n,m) gleich
der Summe der Anzahl der Wege der Linge [ — 1 zu den Nachbarpunkten von (n, m) ist. Die
Rekursionsformel (5.8) hat die offensichtliche Losung

~ . . . . l
P(l;ky, ko) = (elkl +e ik ik e_le)

Die Integration iiber k; in Gl[5.7] projiziert aus der generierenden Funktion den Anteil
P(1;0,0) heraus, d.h. die Anzahl der geschlossenen Wege der Lénge .
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Will man iiber alle geschlossenen Wege summieren, so kann man den Punkt 0 iiber das
Gitter verschieben, jeder Weg tritt also L? mal auf. Andererseits kann jeder Punkt eines
geschlossenen Weges als Anfangspunkt gewéhlt werden, ein gegebener Weg wird also [-mal
iiberzéhlt. Da iiber unorientierte Wege summiert werden soll, fiigen wir noch einen Faktor
1/2 ein. Somit erhalten wir fiir die Summation iiber alle geschlossenen, unorientierten Wege
(gewichtet mit einem Faktor x):

7, = /dk:l/ dky 3 1""1 S LA RPN S 1’f2) !

dkl dkz In[1 — 2(cos k1 + coska)z| . (5.9)

Eigentlich miiite man zur Berechnung der Zustandssumme noch {iber Zusammenhangskom-
ponenten summieren, was aber einer Exponentierung von Z; entspricht. Das Ergebnis ist
also die gesamte freie Energie eines solchen Systems.

Fiir die Berechnung der Zustandssumme bzw. der freien Energie des Ising-Modells hat
man {iber Polygonziige zu summieren, die sich in zweierlei Hinsicht von unorientierten Wegen
unterscheiden: Es gibt Wege, die einzelne Linien des Gitters mehrmals durchlaufen und somit
keine Polygonziige sind. Auflerdem gibt es Wege, die denselben Polygonzug definieren. Dies
geschieht immer dann, wenn sich Wege schneiden. An solchen Schnittpunkten gibt es mehrere
Maoglichkeiten fiir die relative Orientierung bzw. den Durchlauf des Weges.

. .
e

Man hat also obige Summation einzuschridnken auf solche Wege, die auch gleichzeitig Poly-
gonziige sind. AuBerdem mochte man das Uberzihlen von Polygonziigen vermeiden, indem
man bei Wegen mit Selbstiiberschneidung nur eine Orientierung herausgreift.

Die entscheidende Idee zur Losung dieses Problems geht auf eine Vermutung von Feynman
zuriick (basierend auf Ideen von Kac und Ward), die spéter von S. Sherman bewiesen wurde
[J. Math. Phys. 1 (1960) 202; 4 (1963) 1213]. Feynmans Conjecture war folgende: Gewichtet
man in einer Summation iiber Wege (auch mit mehreren Zusammenhangskomponenten)
jeden Weg mit einem Faktor (—1)%, wobei Q die Anzahl der Selbstiiberschneidungen der
Wege ist, so entspricht dies einer Summation iiber alle Polygonziige. Auflerdem hat man
noch explizit Wege mit ,,Spikes“ auszuschlieflen, also solche bei denen der Weg an einer
Stelle direkt zuriickgeht. Die Behauptung ist, daf sich durch die ,, Gewichtung“ mit negativen
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Faktoren die unerwiinschten oder iiberzihligen Wege gerade wegheben:

Z (-1)%! = Z zt

Wege ohne Spikes Polygonziige

Der vollstindige Beweis dieser Vermutung benutzt aufwendige Kombinatorik. Die Richtigkeit
soll hier nur an einigen Beispielen plausibel gemacht werden.

Angenommen 4 Linien eines Polygonzuges treffen an einem Punkt zusammen, dann gibt
es drei verschiedene (unorientierte) Wege, die denselben Polygonzug definieren (Fig. 1). Zwei
Wege sind ohne Uberschneidungen, ein Weg hat eine Uberschneidung. Summiert man iiber
diese drei Moglichkeiten mit der entsprechenden Gewichtung, so bleibt nur ein Weg tibrig.

Ein anderes Beispiel ist ein Weg, der eine Linie zweimal belegt. Auch hier erkennt man,
daf eine Méglichkeit eine Uberschneidung hat, die andere jedoch nicht, so da$ sich die beiden
(unerwiinschten) Wege wegheben. Beispiel:

(Fig.2)

Die zweite Idee (zuriickgehend auf Kac und Ward) besteht darin, daf8 sich der Faktor (—1)
— der zunichst als eine globale topologische Grofie erscheint — durch das Produkt lokaler
Beitrige an einem Weg erhalten 148t. Dazu wéhlen wir folgende Konvention: Macht ein Weg
an einem Punkt einen Knick nach rechts, so erhélt er einen Faktor wg = exp(%), macht er
einen Knick nach links, so bekommt er einen Faktor wy = exp(—%). Liuft er geradaus, so
ist das ,,Gewicht* w; = 1, geht er zuriick, so erhélt er das Gewicht wy = O:

ir _im
~ e ~ e 1 ~ 1 ~ 0

Diese lokalen Gewichte schlieflen explizit Wege mit Spikes aus. Die Behauptung ist je-
doch, dafl das Produkt dieser Gewichte entlang eines Weges im wesentlichen die Anzahl der
Selbstiiberschneidungen ergibt, genauer:

11 wi = (1), (5.10)
Vertizes 7 entlang des Weges

Hierbei ist n die Anzahl der Zusammenhangskomponenten des Weges. Auch dieses Theorem
soll nur an einigen Beispielen plausibel gemacht werden.
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Zunichst iiberzeugt man sich, dafl ein einfacher Weg um ein Quadrat das Gewicht (—1)
erhilt, in Einklang mit der Formel. Entsprechend haben n unzusammenhéngende Quadrate
einen Faktor (—1)". Auflerdem ist der Faktor invariant unter lokalen Verédnderungen des
Weges, die nicht zu Uberschneidungen fithren oder Uberschneidungen entfernen, z.B.:

Y J
4 ~ ~
— L — —_ | —
J—

SchlieBlich zeigt man noch, daB eine Uberschneidung bei einem einzelnen angehingten
Quadrat einen Faktor (—1) beitragt:

~ ~ (=1 .

Es bleibt das Problem, eine Summation iiber alle Wege auszufithren, wobei jeder Weg
mit einem Produkt von Faktoren ,,gewichtet“ wird, die sich lokal aus den Knicken des Weges
ergeben. Dies soll in Analogie zu der Summation iiber alle Wege zu Beginn dieses Abschnitts
geschehen. Der erste Schritt besteht darin, eine geeignete erzeugende Funktion fiir Wege
der Liange [ (mit den komplexen Gewichten) zu finden. Da die Gewichte nun von den Rich-
tungsénderungen des Weges abhéngen, bietet es sich an, eine Funktion

Pag(liki,ka) = > Pag(lyn,m) el"F1 +imk
n,m
zu suchen, wobei sich die Indizes «, 8 auf die vier moglichen Richtungen zu Beginn bzw. am
Ende des Weges beziehen. Wéhlen wir die Konvention

1 ~ 1 2 ~ 3 >~ — 4 ~ <+

so ist z.B. Pi3(l;n,m) gleich der Summe iiber alle Wege vom Ursprung des Gitters zum
Punkt (n,m) die in Richtung ,1“ beginnen (d.h. der erste Schritt ist in Richtung (0,1))
und nach dem letzten Schritt in Richtung ,,—* zeigen (d.h. der néchste Schritt miifite zum
Punkt (n+1,m) gehen). AuBerdem enthélt P,5(l) die Produkte der Phasenfaktoren fiir die
Richtungsédnderungen des Weges.

P, 5(1) erfiillt wieder eine Rekursionsformel (in Analogie zu Gl und 148t sich als [-te
Potenz der Matrix P = P,5(1) schreiben, welche durch

eikQ 0 eikgw eikgw—l
B 0 e—ikg e—ikgwfl e—ikﬁgw . %
P(ki,ka) = ki1 ik, ik 0 mit w=-e

e—lk’lw e_lklw_l 0 e—lkl
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gegeben ist. Die Matrixelemente lassen sich folgendermaflen interpretieren: jeder Schritt nach
oben (unten, rechts, links) erhilt einen Faktor elk2 (e_ikQ,eikl,e_ikl), dies entspricht der
Konvention, die auch zu Beginn dieses Kapitels gewihlt wurde (Gl. Auflerdem enthélt
15&5 noch die lokalen ,,Gewichte“: 0 fiir Paare («, ), die entgegengesetzten Richtungen ent-
sprechen, 1 auf der Diagonalen (d.h. der Weg geht geradeaus) und einen Faktor w bzw. w™!
fiir einen Rechts- bzw. Linksknick des Weges.

Mit Hilfe der Matrix P(kl, k2) 1aBt sich die Summe iiber alle geschlossenen Wege der

Lénge [ leicht bestimmen:
/dkl/ dks tl"P kl,kz)

Dabei bewirkt die Integration iiber ki, ko wieder eine Projektion auf die Wege, welche zum
Ursprung zuriickkehren. Die Spur gibt an, daf} fiir einen geschlossenen Weg die Richtung,
in welcher der Weg nach dem [-ten Schritt zeigt, gleich der Anfangsrichtung sein muf. An-
schliefend wird iiber die vier moglichen Anfangsrichtungen summiert.

Die verbleibende Rechnung folgt direkt dem Beispiel der Summation iiber Wege. Wir
wollen die freie Energie des Systems bestimmen, daher Summieren wir nur iiber Wege mit
einer Zusammenhangskomponente, geben aber jedem Weg einen Faktor (—1) (dies fithrt in
der Zustandssumme zu einem Faktor (—1)" wie oben (G1[5.10) diskutiert). AuBerdem erhélt
jeder Weg einen Faktor 1/2, da er in zwei Richtungen durchlaufen werden kann, sowie einen
Faktor 1/1, da jeder Punkt des Weges Ursprungspunkt sein kann. Sei

q = 22111< Z (tanhﬁ)l)

Polygonziige

so erhalten wir:

1 1 m 1 -
= —= dky [ dko t = P(l; k1, ko) (tanh B)!
q 2(2W)2/_W e vtr 3 7 Pl k) (anh
1 1 m
= 2 dkl dkz tr 11’1[1 — (kl,kQ) tanhﬁ]
1
= 5 27‘(’ /_dkl/_dkg Indet 1— (kl,kig) tanhﬁ]

Man vergleiche diese Formel mit der entsprechenden Formel ([5.9) fiir die Summation iiber
alle Wege. Berechnet man die Determinante und setzt die Formeln des letzten Abschnitts
ein so ergibt sich fiir die freie Energie:

[ = ; <1n2+ /dkzl/_dkg In COSh2 28 — sinh 283(cos k1 —l—cosk:Q)}) . (5.11)
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Aus der freien Energie erhalten wir durch differenzieren nach g die innere Energie bzw. in
der zweiten Ableitung die spezifische Wirme
0 0
E = %(_5f) v = 87TE
Die spezifische Warme hat im 2-dimensionalen Ising-Modell eine logarithmische Singularitét
bei T¢, d.h. in der Nihe des kritischen Punktes gilt ¢y o< —In |T" — T,|. Der Phaseniibergang
ist nach der allgemeinen Klassifikation also 2. Ordnung.

In der folgenden Abbildung ist die innere Energie als Funktion von § dargestellt (be-
rechnet aus G1[5.11] durch Approximation der Integrale durch eine Summe — entsprechend
einem Ising-Modell auf einem 1000x 1000 Gitter). Man erkennt eine verstirkte Temperatu-
rabhingigkeit in der Ndhe des kritischen Punktes 8. ~ 0.44. Zum Vergleich ist auch die Hoch-
bzw. Tieftemperaturentwicklung fiir die innere Energie angegeben bis zu der Ordnung, die
wir im ersten Abschnitt dieses Kapitels berechnet haben (GI. . Mit Ausnahme eines
kleinen Bereiches um den kritischen Punkt (0.4 < 8 < 0.5) geben diese Ndherungsverfahren
das Verhalten der inneren Energie bereits ausgezeichnet wieder.



Kapitel 6
Quanten-Spinketten

Uber den Transfermatrix-Formalismus sind d-dimensionale Gittertheorien mit klassischen
lokalen Freiheitsgraden verkniipft mit einem Operatorformalismus zu einer d—1-dimensiona-
len Gittertheorie. Oft sind Hamilton-Operatoren zu d—1-dimensionalen Spin-Systemen &dqui-
valent mit klassischen Gittersystemen. Beispiele dafiir werden wir spéater im Zusammenhang
mit Vertex-Modellen noch besprechen.

Nach der Ableitung der Transfermatrix fiir das 2-dimensionale Ising-Modell soll ein
formaler Kontinuumslimes fiir die ,,Zeit“ -Richtung vorgenommen werden, der zu einem
nicht-trivialen Hamilton-Operator fithrt und dessen Eigenschaften eng mit dem Ising-Modell
verkniipft sind. Der dritte Abschnitt enthélt eine Liste bekannter Modelle fiir Quanten-
Spinketten.

6.1 Die Transfermatrix des 2-dimensionalen Ising-Modells

Wir betrachten das 2-dimensionale Ising-Modell auf einem N x M Gitter mit periodischen
Randbedingungen. Die Kopplungen auf ,raum-artigen* und ,,zeit-artigen“ Gitterlinien wer-
den zunéchst als verschieden angenommen, d.h. der Boltzmann-Faktor ist

olis)] = o L s(msm)s(m+ 1) 8o 3, s(mym)s(m,n -+ 1)

Der 2V dimensionale Vektorraum der raumartigen Konfigurationen hat die Konfigurations-
raumbasis

{s}) = [s1,82,...,8N) = [s1) ®...® |sn) si = 1 .

35
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-~ 1 ~ 0
2+(3) = ne(l

In diesem Vektorraum definieren wir die Matrizen

Wir setzen

Yzn) = I0I®---®o3®---®1
Yin) = IQI®---Q0®---1 . (6.1)

1 0 0 1
o3 = und o1 =
0 —1 10

die Pauli-Matrizen, die an der n.ten Stelle im Tensorprodukt stehen. 33(n) und X1 (n) erfiillen

Dabei sind

die Vertauschungsrelationen:

[E3(m),X1(n)] = [Es(m),23(n)] = [E1(m),X1(n)] = 0 firm#n (6.2)
und {Z3(m),X1(m)} = Xsz(m)Zi(m)+ X3(m)E1(m) = 0. (6.3)

Diese Matrizen generieren die Algebra aller 2V x 2V-Matrizen.

Die Matrixelemente der Transfermatrix in der Konfigurationsraumbasis sind
1
{sHT{s}) = exp (ﬁt Zn: s(n)s'(n) + 5B ;(S(H)S(n +1)+5'(n)s'(n + 1)))

Wir wollen nun die Transfermatrix durch die Operatoren ¥3(n) und ¥;(n) ausdriicken. Dazu
benutzen wir, dafl ¥3(n) in der Konfigurationsraumbasis diagonal ist, d.h. es gilt

exp (;ﬁz;Eg(n)Eg(n—i—l)) |$1,...,8N) = exp (;BzZs(n)s(n—f—l)) |$1,. .., 8N)

n

entsprechend fiir {s'(n)}. Fiir den nicht-diagonalen Anteil betrachten wir zunéchst die Trans-
fermatrix des 1-dimensionalen Ising-Modells

T = e”Bt]I + e_ﬁtal = eﬁt <][ + e_zﬁt0'1>

Andererseits gilt

eﬁta1 = cosh 3 + o1sinhf] = coshf; (I + tanhf/o;)
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Mit der dualen Temperatur 8* (siehe Gl. 12)
— 1
tanh * = e 26 bzw. g* = 5 In tanh 3 (6.4)

folgt
T = eﬁt (cosh 87)~* eﬁta1 = 4/2sinh2 eBtU1

Der gemischte Anteil der Transfermatrix des 2-dimensionalen Ising-Modells ist das N —fache
Tensorprodukt dieser Matrix. Da auflerdem die ¥(n)’s an verschiedenen Punkten kommu-
tieren, erhalten wir

T = (2sinh28,)N? V2 vy vi/? (6.5)

mit

Vi = 86; Zn ¥1(n) Vo = eﬁx ZnES(n)23(n+1) ] (6.6)

und

6.2 Das Quanten-Ising-Modell

Wir wollen nun die Parameter [, und [; geeignet gegen 0 gehen lassen, das Verhéltnis
jedoch festhalten. (Der kritische Punkt des Ising-Modells wird fiir 5, = 8; angenommen.)
Bei Reskalierung 8, — €6, und 3] — €8] verhilt sich die Transfermatrix fiir € — 0 wie

o038 22, Bs(n)Ss(n+1) €8} 35, T (n) zebe 3, Ta(n)Bs(n + 1)
o€ (B 22, E(n) + B ), Xa(n)Xa(n + 1))

Diese Relation legt nahe, die Matrix
H = - %i(n) + A Z3(n)Ss(n+1) (6.7)

zu untersuchen. Diese Matrix ist der Hamilton-Operator zum sogenannten (1-dimensionalen)
Quanten-Ising-System. Er beschreibt eine 1-dimensionale Kette von Quanten-Spins mit ei-
nem Potential, welches gleichgerichtete Spin-Orientierungen in der Kette bevorzugt, und
einem , kinetischen* Anteil, welcher die Spin-Orientierung umzuklappen versucht.

Das System zum Hamilton-Operator hat viele Eigenschaften mit dem Ising-Modell
gemein. Insbesondere erlaubt es eine Dualitdtstransformation. Dazu definieren wir die Ma-
trizen

ul(n) = Eg(n)Eg(n—i—l)
und ps(n) = HE1(m) —0n® QLI

m<n
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Die Randterme erfordern eine gesonderte Behandlung. Wir definieren:
Y3(N+1) =1 und somit 1 (N) = X3(N) .

Der entsprechende Term ist auch im Hamilton-Operator einzusetzen. Dies weicht etwas ab
von den iiblichen periodischen Randbedingungen, vereinfacht das Problem fiir die Dual-
titdtstransformation jedoch.

Offensichtlich gilt

s(n = Dpz(n) = S1(n) (u3(0) = 1)

und somit folgt fiir den Hamilton-Operator
H = = (us(n—Dus(n) + Mu(n)) = =AY (m(n) + XN us(n— Dus(n))

(wobei wieder die Besonderheit des Randterms zu beriicksichtigen ist). Soweit ist dies nur
eine Umformung des Hamilton-Operators. Man kann sich jedoch leicht iiberzeugen, dafl die
Algebra der neuen Matrizen p;(n) gleich der Algebra der Matrizen ¥;(n) ist:

w)? = T ) ym)] = 0 (firm#n)  u(n)us(n) + pan)u(n) = 0 .

Hierdurch ist das Spektrum von H festgelegt, H(\) und AH(A™!) sind unitir dquivalent.
Der Fixpunkt A = 1 ist der Selbstdualitdtspunkt des 2-dimensionalen Ising-Modells.
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6.3 Die XYZ Quanten-Spin-Kette

Die bekannteste Quanten-Spin-Kette ist das XYZ-Modell

¥; sind dabei definiert wie in G18.7, wobei allerdings die Pauli-Matrizen durch eine beliebige
Darstellung der Generatoren der Drehgruppe ersetzt werden kénnen. Entsprechend hat man
fiir die Spin 5-Darstellung einen n+1-dimensionalen Darstellungsraum an jedem Gitterpunkt.
Die folgenden konkreten Beispiele beziehen sich immer auf die Spin 1/2 Darstellung. Ganz
allgemein lassen sich natiirlich sowohl lineare Terme in ¥; als auch hohere Kopplungen

addieren.

Die Nomenklatur ,, XYZ-Modell* bezieht sich auf die Wahl der Kopplungskonstanten J,,
Jy, J-. Das Modell ist dquivalent zum sogenannten 8-Vertex-Modell (siehe spéter), wel-
ches von Baxter gelost wurde. Sdmtliche Eigenvektoren sowie der minimale Eigenwert sind
bekannt. Fiir die anderen Eigenwerte lassen sich im allgemeinen nur (gekoppelte) Integral-
gleichungen angeben.

Viele integrable statistische Modelle in 2 Dimensionen (bzw. Quanten-Spin-Ketten in
einer Dimension) hingen eng mit Spezialfillen dieses Modells zusammen. Betrachten wir

1

den Beitrag zum Hamilton-Operator fiir zwei benachbarte Spins (Spin 3-Darstellung), so

gilt

Je S1()S1n+1) + J, Se(n)Sa2(n+1) + J. Ss(n)Ss(n+ 1)

J, 0 0 J.—Jy

N 0 ~J.  Jy+J, 0

B 0  JL+J, - 0
Je—Jy 0 0 J

(Basis ( ™1, 1}, 11, JJ ) ). Die physikalische Bedeutung dieser Matrix 148t sich fol-
gendermaflen interpretieren: J, ist eine Kopplung zu einem Term, der die Spin-Orientierung
»miBt“, wobei fiir J, > 0 gleichgerichtete Spins bevorzugt sind. J,+J, ,,flippt“ Spins, sofern
sie verschiedene Orientierung haben, J, — J, beschreibt eine Kopplung, welche gleichgerich-
tete Spins ,,flippt““ .

Je nach Spezialfiillen fiir die Kopplungen unterscheidet man verschiedene Modelle:

1. Jgy = Jy: das ,, XX Z-Modell*
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Das X X Z-Modell ist dquivalent zum 6-Vertex-Modell. Es wird manchmal auch das
,Heisenberg-Ising-Modell“ genannt. Die Eigenvektoren zu diesem Operator wurden
1931 von Bethe gefunden [4], 1966 berechneten C.N. Yang und C.P. Yang den minima-
len Eigenwert fiir die unendliche Kette [28]. Das 6-Vertex-Modell und den Bethe-Ansatz
werden wir spater noch besprechen. Da in diesem Modell nur benachbarte Spins ,,ge-
flippt*“ werden sofern sie verschiedene Orientierung haben, bleibt die Gesamtzahl der
+ bzw. — Spins erhalten.

Iy = Jy = J;: das , XX X-Modell“

Dieses Modell wurde urspriinglich von Heisenberg als Modell fiir den Ferromagnetismus
untersucht [I1] und wird daher auch Heisenberg-Spin-Kette genannt.

. Jy =0: das XY-Modell

Von diesem Modell kann gezeigt werden, daf} es dquivalent zum 2-dimensionalen Ising-
Modell ist (d.h. die Transfermatrix des Ising-Modells und die XY-Spin-Kette haben
dieselben Eigenvektoren) [17, 13].

6.4 Zweidimensionale reine Gittereichtheorien

Gittereichtheorien sind insbesondere im Zusammenhang mit Gittermodellen fiir Elementar-

teilchentheorien von Bedeutung. Im folgenden schrianken wir uns auf die reinen Eichtheorien

ein, ohne sogenannte , Materiefelder” auf den Gitterpunkten. Allgemein sind reine Eichtheo-

rien durch folgende Vorschriften definiert: Die lokalen Freiheitsgrade sind den (gerichteten)

Gitterlinien zugeordnet (d.h. geordneten Paaren benachbarter Punkte) und sind Elemente

einer N x N-Matrixdarstellung einer (kompakten) Gruppe. Sei g; das Gruppenelement an der

Gitterlinie [ = (i,'). Drehen wir die Orientierung von [ um, so soll gelten:

-1
9Giry = Yty

Die Energie einer Konfiguration ist

1
El{ai}] = ~ 5N >t (9ugugg, + he—2)

(l1,12,13,l4)

Hierbei bilden (I1,12,13,14) = ({(i1,12), (i2,13), (i3,14), (i4,41)) die vier (orientierten) Gitter-

linien um eine Plakette, die Summation ist iiber alle Plaketten in einem Gitter zu fiithren

(,h.c.“ steht fiir ,hermitean conjugate®, d.h. der hermitesch konjugierte Term ist fiir eine
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reelle Energie zu addieren). Die Wechselwirkung ist also bestimmt durch die vier Freiheits-
grade auf den Linien um eine Plakette. Solch eine Theorie heifit Eichtheorie, weil sie invariant
unter den lokalen Transformationen

gy = i 96g) G5
ist, wobei {g} eine beliebige Konfiguration von Gruppenelementen auf den Gitterpunkten
ist.
Fiir die Zustandssumme ist iiber die Freiheitsgrade zu summieren. Fiir endliche Gruppe

ist dies kein Problem. Fiir komplakte Lie-Gruppen existiert jedoch immer ein eindeutiges,
normiertes, biinvariantes Maf} dg:

/dg =1 /dgf(g) = /dgf(g’g) = /dgf(gg’) Vg € G

Mit diesem Maf ist die Zustandssumme der reinen Eichtheorie:
-BE{g}]
T gy e
(4,5)

2-dimensionale reine Gittereichtheorien sind integrabel in dem Sinn wie 1-dimensionale Spin-
Ketten integrabel sind. Der Grund ist die Eichsymmetrie, die es im Prinzip ermdglicht,
das 2-dimensionale Modell auf ein Produkt von (unabhéngigen) 1-dimensionalen Modellen
zuriickzufithren. Wir werden uns im folgenden auf die thermodynamischen Eigenschaften
solcher Systeme konzentrieren und insbesondere Feinheiten, die mit Randbedingungen in
Zusammenhang stehen, aufler acht lassen.

Der erste Schritt zur Losung einer 2-dimensionalen reinen Gittereichtheorie besteht in
der Wahl einer Eichung, fiir welche alle Gruppenelemente auf zeitartigen Linien zur Identitét
werden. Man iiberzeugt sich leicht, dafl dies sukzessive moglich ist. Lediglich bei periodischen
Randbedingungen kann es passieren, dafl ein Gruppenelement auf einer zeitartigen Gitterli-
nie verbleibt, welches nicht durch eine Eichung zur Identitéit gebracht werden kann. Solche
Randeffekte wollen wir hier vernachlissigen.

Die Energie einer Konfiguration in der sogenannten ,,temporalen Eichung* ist

1
El{g}] = - oN Z tr (9(1'1,1;2)9@3 iy T h.c. —2)

(i1,02),(i3,14)
(Ihr Wert hat sich durch die Wahl der Eichung natiirlich nicht geéindert.) Die raumarti-

gen Gitterlinien lassen sich durch die Gitterpunkte durchnummerieren. Bezeichnet [z,t] im
folgenden die Linie zwischen Gitterpunkt (z,t) und (z + 1,t), so schreibt sich die Energie

Hg} Z tI‘ x t]g [z t+1] +h.c. — 2)
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Man erkennt, daf3 die Gruppenelemente auf Gitterlinien zu verschiedenen Werten von x nicht
mehr in Wechselwirkung stehen. Fiir die Zustandssumme bedeutet dies

B
l

-1
- /H dg[x t} e% Za},t tr (g[a?,t]g[x’t_;’_l] + h.C. — 2)
z,t

8 ) )
— H </H dg[m,t] eQN Zt tr (g[w7t]g[$,t+l] + h.C. 2))
t

— L
- </H dg[t] e% Zt tr (g[t]g[til} + h.c. — 2))
t

Dabei ist L die Grole des Gitters in Raum-Richtung. Beim letzten Schritt wurde ausge-
nutzt, daf} sich das Produkt von Zustandssummen zu L nicht miteinander wechselwirkenden
gleichen Systemen als entsprechende Potenz einer Zustandssumme schreiben 148t.

Das Problem ist nun reduziert auf die Berechnung einer Zustandssumme einer linearen
Kette. Dazu kann man wieder die Transfermatrix definieren:

(ITlg) = e%tr (¢’g7' +hc. —2)

Im allgemeinen gibt es keine geschlossene Formel fiir die Eigenwerte dieser Matrix. Fiir abel-
sche Gruppen jedoch lassen sich die Eigenwerte der Transfermatrix als Summation iiber
die Charaktere der Gruppe darstellen. Dies geschieht analog zum Fall von translationsin-
varianten Transfermatrizen, welche sich durch die Charaktere der Translationsgruppe ethn
ausdriicken lassen (sieche Ubungszettel).

Zur Bestimmung der freien Energie hat man ein Integral der Form

zu berechnen. Der Grenzfall N — oo wurde von D.J. Gross und E. Witten untersucht [10, 5].
Sie fanden in diesem Fall einen Phaseniibergang dritter Ordnung. Dies ist ein Beispiel fiir
ein eindimensionales Gittermodell mit einem Phaseniibergang. Die Besonderheit — welche
die iiblichen No-Go—Theoreme umgeht — ist, dafl an jedem Gitterpunkt in diesem Grenzfall
unendlich viele Freiheitsgrade existieren.



Kapitel 7

Verschiedene 2-dimensionale
Spin-Modelle

In diesem Abschnitt werden verschiedene Gittermodelle beschrieben, die sich im allgemei-
nen nicht exakt l6sen lassen, die aber trotzdem aus den unterschiedlichsten Griinden eine
gewisse Bedeutung erlangt haben. Ihnen gemein ist, dafldie lokalen Freiheitsgrade auf den
Gitterpunkten definiert sind. Es handelt sich im wesentlichen um naheliegende Verallgemei-
nerungen des Ising-Modells, darunter die Potts-Modelle und die Z,-Modelle, die im néchsten
Abschnitt besprochen werden.

Das U(1)-Modell hat besondere Bedeutung wegen des sogenannten Kosterlitz-Thouless-
Phaseniibergangs in 2 Dimensionen. Eng verbunden mit dem U (1)-Modell ist das sogenannte
Villain Modell sowie (iiber eine Dualitéitstransformation) das diskrete Gauflsche Modell.
Anschlielend werden noch die SOS- bzw. RSOS-Modelle diskutiert, die besonders in der
Grenzflichenphysik haufige Anwendung finden.

Gerade in den letzten Jahren sind interessante Zusammenhiinge entdeckt worden zwi-
schen 2-dimensionalen Gittermodellen und topologischen Problemen der Mathematik. In
einigen wenigen Fillen sollen diese im Rahmen dieser Vorlesung zumindest angedeutet wer-
den. Dazu ist es oft sinnvoll, ein statistisches Modell — statt auf einem regelméfigen Gitter —
auf einem allgemeinen (2-dimensionalen) Graphen zu betrachten. Diese allgemeine Formulie-
rung von statistischen Modellen auf 2-dimensionalen Graphen soll daher zunéchst angegeben
werden.

43
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7.1 Statistische Modelle auf 2-dimensionalen Graphen

Vorab einige grundlegende Definitionen aus dem Bereich der Graphentheorie.

DEFINITION: Ein Graph ist eine Menge V' (die Menge der Vertizes) sowie eine Menge E

(die Menge der Linien), bestehend aus (ungeordneten) Paaren von Vertizes E = {(v1,v2)|v; €
V.

Der Einfachheit halber werden im folgenden Mehrfachverbindungen zwischen Vertizes
ausgeschlossen (d.h. ein Paar (v1,vy) ist hochstens einmal in E vertreten). Auflerdem soll
es keine ,,Selbstloops® geben (d.h. (vi,v2) € E = w1 # v3). Solche Graphen werden auch
manchmal definiert als eine Menge V' mit einer symmetrischen, nicht-reflexiven Relation auf
V. Diese Relation gibt an, ob zwei Vertizes des Graphen benachbart sind. Wir werden oft die
Vertizes durch eine Menge {7} nummerieren und die Linien durch Paare {(i, j)} kennzeichnen.
Auflerdem setzen wir noch voraus, dafl V' und F endliche Mengen sind.

Der Grad (oder auch die Valenz) eines Vertex ist die Anzahl seiner néchsten Nachbarn.
Ein Graph heifit reguldr vom Grad d, wenn alle Vertizes denselben Grad d haben.

Ein (geschlossener) Weg der Linge L ist eine Folge von Vertizes (vi,...,vp4+1) (vp41 =
v1) mit (vg, vg+1) € E. Eine Zusammenhangskomponente eines Graphen G ist ein Teilgraph

G’, in welchem jeder Vertex mit jedem anderen Vertex durch einen Weg verbunden werden
kann, es aber keine weiteren Vertizes in G gibt, die mit G’ verbunden sind. Ein Circuit (Kreis)
ist ein geschlossener Weg, wobei jede Linie maximal einmal durchlaufen wird. Entfernt man
aus einem Graphen eine Linie, die nicht Teil eines Circuits ist, so erhcht sich die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten des Graphen um 1.

Sei ¢(G) die maximale Anzahl von Linien, die sich aus dem Graphen entfernen lassen, oh-
ne daflsich die Anzahl der Zusammenhangskomponenten erhcht. Man sagt auch, der Graph
habe ¢(G) unabhéngige Circuits. Seien weiterhin n(G) die Anzahl der Zusammenhangskom-
ponenten von G, sowie |E| die Anzahl der Linien und |V| die Anzahl der Vertizes des Graphen.
Dann gilt die sogenannte Eulersche Formel

c9) = |E[ + n(9) — V] . (7.1)

Beweis: Aus einem Graphen kann man genau ¢(G) Linien entfernen, ohne die Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten zu #ndern, danach bleiben |E| — ¢ Linien iibrig. Jedes weitere Entfernen einer Linie erhoht die
Anzahl der Zusammenhangskomponenten um 1. |V| = n+ (|E| —¢) ist somit die Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten wenn alle Linien entfernt wurden, d.h. die Anzahl der Vertizes.

Eine planarer Graph ist ein Graph, der auf einer Sphire (52) ohne Uberschneidung von

Linien eingebettet werden kann. Fiir einen eingebetteten planaren Graphen ist in offensichtli-
cher Form die Menge P der Plaquetten definiert, die dann z.B. durch eine Folge von Vertizes
oder eine Folge von Linien (welche die Plaketten umschliefen) im Graphen gekennzeichnet
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werden konnen. Ein 2-dimensionaler Graph ist allgemeiner auf einer 2-dimensionalen Fliche

(z.B. einem Torus) ohne Uberschneidung von Linien eingebettet, so dafalle Plaketten ho-
meomorph zu 2-dimensionalen Scheiben sind.

Sind |V|, |E| und |P| die Anzahl der Vertizes, Linien bzw. Plaketten eines 2-dimensionalen
Graphen, so gilt eine Beziehung, welche ebenfalls Eulersche Formel genannt wird:

VI = |El + [P| = x (= 2-29)

Hierbei ist x die Euler-Charakteristik der Fliche bzw. g die Anzahl der Henkel der Fliche.
(Jede 2-dimensionale, kompakte, orientierbare Fliche ohne Rand ist topologisch dquivalent
zu einer Sphére mit g angeklebten Henkeln.)

Den dualen Graphen D = G* zu einem 2-dimensionalen Graphen G erhélt man folgender-

maflen: Die Menge der Vertizes V* des dualen Graphen ist gleich der Menge P der Plaketten
von G. Zwei Vertizes von G* sind benachbart, wenn die zugehtrigen Plaketten von G benach-
bart sind. Damit ist £* ~ F, denn jede Linie in F trennt zwei Plaketten, die in G* benachbart
sind. (Im allgemeinen kann ein dualer Graph auch Selbstloops bzw. Mehrfachverbindungen
zwischen Vertizes haben. Die angegebene Konstruktion ist auf diesen Fall leicht iibertragbar.)

Dies schliefit die allgemeinen Bemerkungen aus dem Bereich der Graphentheorie ab.
Statistische Modelle lassen sich nun folgendermaflen auf Graphen formulieren:

Sei @y = {¢} die Menge der lokalen Zustidnde auf den Punkten des Graphen und &g =
{¢} die Menge der lokalen Zustédnde auf den Linien, so ist ganz allgemein eine Konfiguration
ein Paar (Cy,Cg) von Abbildungen

Cvt:V—>(I)V CE::E—>(I)E.
Die Wechselwirkungsenergie einer Konfiguration wird oft von der Form sein

El{e, ¢} = > enloinw) + Y evl{@uiiiper)]

(i.j)eE eV

Der erste Term beschreibt eine Wechselwirkung zwischen Freiheitsgraden auf (im Graphen)
benachbarten Vertizes, der zweite Term beschreibt eine Wechselwirkung zwischen Freiheits-
graden auf Linien, welche an einem gemeinsamen Vertex zusammentreffen. Speziell fiir 2-
dimensionale Graphen sind auch lokale Freiheitsgrade auf Plaketten moglich, sowie Wechsel-
wirkungen zwischen Freiheitsgraden auf Linien, welche zu einer Plakette gehoren (z.B. reine
Eichtheorien auf 2-dimensionalen Graphen).
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7.2 Potts-Modelle

Das Potts-Modell wurde von R.B. Potts in seiner Doktorarbeit 1951 untersucht [24] nach
einer Anregung seines Doktorvaters C. Domb. Ein umfangreicher Review-Artikel existiert
von F.Y. Wu [27]. Einige interessante Eigenschaften sowie Relationen mit anderen Modellen
(speziell fiir den 2-dimensionalen Fall) sind im Buch von Baxter diskutiert [2].

Fiir das sogenannte ,,g-Zustands Potts-Modell“ sind ¢ lokale Freiheitsgrade auf den Verti-
zes eines Gitters (Graphen) definiert und durch ¢ € {1,2,..., ¢} gekennzeichnet. Die Wech-
selwirkungsenergie zwischen zwei benachbarten Punkten im Gitter (Graphen) hidngt nur
davon ab, ob die lokalen Zustdnde auf diesen Punkten gleich sind oder nicht:

0 fir p# ¢

c(p,¢) = —Kd(p,¢) = {_K fitr o — of

Das ¢ = 2-Potts-Modell ist dquivalent zum Ising-Modell (K = 20).
Eine oft benutzte Darstellung der Zustandssumme des Potts-Modells erhdlt man durch
folgende Umformung;:
K 0 iy ¥j
o 2t i) [ + vélpip;)  mit v=elf —1 .
(6,3)

hnlich wie schon bei der Hochtemperaturentwicklung des Ising-Modells kann man das Pro-
dukt entwickeln und jede Linie des Gitters (Graphen), fiir welche man einen Beitrag vom
zweiten Term erhélt, markieren.

Im ersten Term dieser Entwicklung ist keine Linie markiert, die Summation iiber die

Freiheitsgrade gibt einen Beitrag ¢V!.

In der néchsten Ordnung dieser Entwicklung, propor-
tional zu v, ist nur eine Linie markiert, dafiir gibt es | | Moglichkeiten. Die lokalen Zustéinde
auf den beiden verbundenen Vertizes miissen nun gleich sein (wegen der J-Bedingung). Man
erhiilt somit einen Beitrag v - |F| - ¢!VI-1.

Ganz allgemein ergibt sich folgende Darstellung der Zustandssumme:

2[G;q,K] = 3 olE@] @) (7.2)
g'cg

wobei die Summe iiber alle moglichen Einteilungen des Graphen G in Teilgraphen G’ liuft,
die man durch weglassen von Linien in G erhélt. |E(G’)| ist die Anzahl der markierten
Linien dieser Einteilung, und n(G’) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten (wobei ein
Teilgraph, der nur aus einem Punkt besteht, eine Zusammenhangskomponente darstellt).
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Summen dieser Art treten in der Graphentheorie haufig auf, so gibt es dort die sogenannte
Whitney-Funktion:
’ (")
W — 1B (E)
g(7,y) d w -
g'cg
Zusammen mit der Eulerschen Formel (Gl1]7.1)) folgt

21G;q.K] = ¢V 1Wg(2,v)

Fiir die Whitney-Funktion ist eine Dualitéitstransformation bekannt, deren Ableitung in der

Formulierung des Potts-Modells skizziert werden soll.

Sei D der duale Graph zu G. Zu jedem G’ C G konstruiere man einen Graphen D’ C D durch folgende
Vorschrift: Die Vertizes von D’ und die von D sind gleich; die Linien in D’ sind genau diejenigen, deren dualen
Linien in G’ nicht belegt sind.

Da nach Konstruktion jeder elementare Circuit in G’ genau eine Zusammenhangskomponente von D’
umschlieft und umgekehrt, gilt

n(D') = ¢(G)+1 n(G) = c(D)+1
Auflerdem ist
|EG)| + |BE(D)| = |B]|
Damit erhalten wir
|E(D")| /
Z[G;q, K] = oFl g7V " (%) ") = Pl g VPN 7D g, K]
DICD

Der Zusammenhang zwischen den dualen Kopplungen ist
' =gq bzw. (eK - 1) (eK - 1) =q .

Fiir ein 2-dimensionales quadratisches Gitter mit periodischen Randbedingungen (welches selbstdual ist) folgt
damit fiir die kritische Temperatur (wiederum unter der Annahme, dafles nur einen Phaseniibergang gibt)

K. = In(1+4q?) .

Fiir ¢ < 4 hat das 2-dimensionale Potts-Modell einen Phaseniibergang 2. Ordnung. Fiir
q > 4 ist der Phaseniibergang 1. Ordnung, d.h. die innere Energie macht einen Sprung bei
K. und es gibt eine latente Wirme.

Ein interessanter Grenzfall ergibt sich fiir K — —oo. Das Potts-Modell wird antiferro-
magnetisch ,,eingefroren®, d.h. Zustdnde auf benachbarten Vertizes miissen verschieden sein.
Dies zeigt einen Zusammenhang zum sogenannten ,Farben-Problem*“ in der Mathematik:
Die Zustandssumme des ¢-Zustand-Potts-Modells im Grenzfall K — —oo ist gleich der An-
zahl der Moglichkeiten, die Vertizes des Graphen mit ¢ Farben so zu markieren, daffkeine
benachbarten Vertizes diesselbe Farbe haben. Fiir den dualen Graphen eines 2-dimensionalen
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Graphen ist die Zustandssumme somit gleich der Anzahl der Mdoglichkeiten, die Flachen mit
q Farben einzufirben, so daflkeine zwei benachbarten Fliachen die gleiche Farbe haben.

Das berithmte 4-Farben-Theorem 148t sich also folgendermafien formulieren: Fiir jeden
planaren Graphen G, dessen dualer Graph D reguldr vom Grad 3 ist (d.h. es treffen sich
immer nur drei Flichen an einem Vertex), ist die Zustandssumme des ¢ = 4-Potts-Modells
auf diesem Graphen im Grenzfall K — —oo verschieden von 0.

In dem Grenzfall K — —oo (v = —1) erhalten wir aus G1[7.2] die sogenannte Birkhofl-
Formel (1912) fiir die Anzahl der moglichen Férbungen der Vertizes eines Graphen mit ¢
Farben, so daflbenachbarte Vertizes ungleiche Farben haben:

Ps(q) = Z (_1)|E(g/)|qn(g’)
g'cg
Das Potts-Modell in der Form (Gl stellt in zweierlei Hinsicht eine Verallgemeinerung
des allgemeinen Farbenproblems fiir Graphen dar: Zum einen ist die Zustandssumme fiir
beliebige Werte von ¢ definiert, also nicht nur fiir natiirliche Zahlen. Zum anderen bedeuten
endliche Werte fiir K eine ,, Aufweichung® der Bedingung ¢; # ¢, fiir (4, j) € E.

7.3 Z,-Modelle

Z,-Modelle wurden ebenfalls von Potts (auf Vorschlag von Domb) in seiner Doktorarbeit
untersucht. Daher heiflen sie manchmal auch ,,planar Potts model* oder ,clock Potts mo-
del“. Wiederum sind lokale Freiheitsgrade ¢ € {1,...,p} auf den Gitterpunkten (Vertizes)
definiert, die Energie einer Konfiguration ist

B =K Y (1-cos(Z(pi—) - (73)
(:4)

Die Transformation ¢; — ¢; + 2“7” ist eine offensichtliche Invarianz des Modells und bildet
die Gruppe Z,,.

Fiir p = 2 erhélt man das Ising-Modell, fiir p = 3 ist das Modell dquivalent zum g = 3-
Potts-Modell. Fiir ¢ = 4 kann man sich leicht iiberzeugen, daflidas Modell in zwei — nicht
miteinander wechselwirkende — Ising-Modelle umgeschrieben werden kann.

Alle Z,-Modelle haben fiir hohe Temperaturen eine ungeordnete Phase, fiir gentigend

kleine Temperaturen eine Phase mit spontaner Symmetriebrechung:

i—j|—o0 0 T iigend grof}
<COS <gl(% B cpj)>> | ﬂ geniigend gro . (7.4)
P u >0 T geniigend klein
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Die genaue Analyse der Phasenstruktur fiir 2-dimensionale Z,-Modelle hat eine interessante
Geschichte. Urspriinglich untersuchte man Z,-Modelle, da sie eine Interpolation zwischen
dem Ising-Modell und dem sogenannten U(1)-Modell darstellen. Das letztere erhélt man
im Grenzfall p — co. Vom U(1)-Modell glaubte man lange Zeit, dales keinen Phaseniiber-
gang besitzt, da man beweisen konnte, dafles keine Phase mit spontaner Symmetriebre-
chung fiir 2-dimensionale Modelle mit kontinuierlicher Symmetriegruppe geben kann (néher-
es dazu um n#chsten Abschnitt.) Nach dlteren Theorien (hauptséichlich von Landau) stellte
man sich einen Phaseniibergang in Spin-Modellen immer im Zusammenhang mit sponta-
ner Brechung der Z,-Symmetrie vor. Man vermutete, daffiir wachsendes p dieser Ubergang
(bzw. Ubergiinge — fiir Werte von p fiir welche mehrere Symmetriebrechungen moglich sind)
bei immer tieferen Temperaturen stattfindet und schliefflich bei p = co ganz verschwindet.

1972 entdeckten Kosterlitz und Thouless einen Mechanismus, der sie vermuten lief3, daf3-
das U(1)-Modell einen Phaseniibergang hat (siehe nichsten Abschnitt). Dieser Ubergang
ist verkniipft mit einer sogenannten ,,masselosen Phase“, d.h. die Korrelationsfunktion
fillt asymptotisch nur wie eine Potenz (statt exponentiell) des Abstands ab. 1979 argumen-
tierten S. Elitzur, R.P. Pearson und J. Shigemitsu [6], daauch das Z,-Modell fiir geniigen
groBe Werte von p (p > 5) eine solche masselose Phase haben mufl. Bewiesen wurden diese
Behauptungen (sowohl fiir U(1) als auch Z,) 1981 von J. Frohlich und T. Spencer [9].

Fiir die Z,-Modelle auf 2-dimensionalen Gittern ergibt sich damit folgende Struktur:

Fiir p = 2,3 und 4 existieren zwei Phasen, getrennt durch einen Phaseniibergang 2. Ord-
nung, mit spontaner Symmetriebrechung in der Tieftemperaturphase. Fiir p > 5 haben die
Z,-Modelle insgesamt 3 Phasen: Fiir 7' geniigend hoch gibt es eine ungeordnete Phase, die
Korrelationsfunktion geht exponentiell gegen 0. Fiir T' gentigend tief gibt es eine Phase
mit spontaner Symmetriebrechung, der asymptotische Wert der Korrelationsfunktion u wird
ebenfalls exponentiell angenommen. Zwischen diesen beiden Phasen gibt es eine masselose
Phase, die Korrelationsfunktion geht mit einer temperaturabhingigen Potenz von |i — j|
gegen (:

¢y e~ ma(T)]i = jl T>T
(cos (B(pi—ep))) "B { i@ T <T<T, . (1.5)
W(T) + ey e=m2(Di =31 7oy

Die Phaseniibergiinge bei T} und T sind beide von der Art des Kosterlitz-Thouless-Uber-
gangs, insbesondere hat die Korrelationslinge m, Y(T) im Bereich auBerhalb der masselosen
Phase in der Nihe des Ubergangs eine wesentliche Singularitiit der Form

— C;
it = e ()
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Fiir wachsende Werte von p wird T3 kleiner: 77 (p) P72 ). Der Wert von T5 stabilisiert sich
bei der kritischen Temperatur des U(1)-Modells.

Die Existenz einer masselosen Phase in 2-dimensionalen Z,-Modellen deutet auf inter-
essante, zum Teil noch unverstandene Zusammenhénge in diesen Modellen hin. Nicht nur,
daBidiese Struktur der klassischen Vorstellung von Phaseniibergéingen (wie sie z.B. in mehr
als 2 Dimensionen realisiert ist) widerspricht. Eine masselose Phase wird allgemein auch mit
kontinuierlichen Freiheitsgraden — im Hinblick auf das U(1)-Modell auch mit einer kontinu-
ierlichen Symmetrie — in Verbindung gebracht. Man vermutet daher einen Mechanismus von

[43

,Symmetry-enhancement“ in diesen Modellen (d.h. die wirkliche Symmetrie ist méglicher-

weise groBer als die offensichtliche Z,)-Symmetrie).

7.4 Der Kosterlitz-Thouless Phaseniibergang im U(1)-Modell

Das U(1)-Modell (auch O(2)-Modell oder planares XY-Modell genannt) wird durch eine
Winkelvariable ¢ € [0, 27) auf den Vertizes definiert, die Energie ist

E = K ) (1-cos(p; —¢)))
(w3)

Nach einem Theorem von N.D. Mermin und H. Wagner [19] gibt es keine spontane Symme-
triebrechung fiir das U(1)-Modell auf 2-dimensionalem Gitter, d.h., die Korrelationsfunktion
verschwindet fiir grofle Abstédnde

li—jl 00

(cos(pi —wj))y  — 0 fir T#0

Beliebig kleine thermische Fluktuationen zerstoren also eine globale Ausrichtung der Spins.
Somit glaubte man, dafles keinen Phaseniibergang in diesem Modell gibt.

Nachdem insbesondere numerische Untersuchungen dieses Modells ein unterschiedliches
Verhalten fiir tiefe und hohe Temperaturen andeuteten, formulierten Kosterlitz und Thouless
einen Mechanismus fiir einen Phaseniibergang, der nicht mit einer sponanten Brechung der
U(1)-Symmetrie verkniipft ist [I4]. Sie nannten diesen Mechanismus ,,topologische Symme-
triebrechnung®, heute heifit er meist , Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang®. Im folgenden
sollen die heuristischen Argumente von Kosterlitz und Thouless beziiglich der Art des Pha-

seniibergangs erldutert werden.
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Fiir tiefe Temperaturen tendieren die Spins
dazu, in dieselbe Richtung zu zeigen. Nun
gibt es Konfigurationen — sogenannte ,, Vortex-
Konfigurationen“ oder ,, Vortizes* — bei denen
fast alle Spins nahezu parallel zu ihren Nachbarn
ausgerichtet sind, die aber ,,topologisch* nicht-
trivial sind in dem Sinn, dafldie Magnetisierung
sich entlang eines geschlossenen Weges um das
»Zentrum® dieser Vortizes um ein Vielfaches von
360° dreht (siehe Abb.). Die Windungszahl der
Magnetisierung einer Vortex-Konfiguration be-

zeichnet man als ihre ,Ladung*.
Die Energie einer Vortex-Konfiguration in einem Gebiet vom Radius R (in Einheiten

des Gitterabstands) um das Zentrum der Konfiguration 148t sich in fithrender Ordnung
abschitzen: Zwei benachbarte Spins im Abstand [ vom Zentrum haben eine Winkeldiffe-
renz von 0 =~ 1/l. Damit ergibt sich fiir den Beitrag zur Energie dieser beiden Spins:
Ey; jy ~ 1/(21%). Summieren wir {iber alle Spins im Abstand [, so folgt AE(l) ~ m/I. Fiir die
aufintegrierte Energie bis zum Abstand R ergibt sich somit

E(R) ~ mlnR

Andererseits kann das Zentrum eines Vortex an jedem Punkt der Fliche im Radius R sei,
d.h. seine Entropie ist proportional zu S &« 21In R. Der Beitrag zur freien Energie ist somit

Flvortex = 2InR — prlnR

Man kann also erwarten, dafifiir tiefe Temperaturen (also grofie Werte von f3), freie Vortex-
Konfigurationen durch die hohe Energie unterdriickt werden. Sie liefern keinen wesentlichen
Beitrag zur freien Energie. Fiir hohe Temperaturen (kleine Werte von (3) iiberwiegt jedoch
die Entropie, d.h. das Auftreten vieler freier Vortex-Konfigurationen wird wahrscheinlich.

Die heuristische Argumentation von Kosterlitz und Thouless untersucht das Verhalten
einer 2-Vortex-Konfiguration entgegengesetzter Ladung. Eine genaue Analyse zeigt, daldie
Energie einer solchen Konfiguration fiir Vortizes im Abstand R durch Fs =~ % In R gegeben
ist. Die Entropie bestimmt sich aus der Anzahl der Positionen der Zentren, d.h. ein Faktor
A = R? fiir das Zentrum eines Vortex und ein Faktor R fiir den verbleibenden Vortex. Die
Entropie-Energie-Bilanz ist:

F, ~ (3—%B)InR .

Fiir gentigend groie Werte von § wird die Energie zweier weit voneinander getrennter Vortex-
Konfigurationen zu grofirelativ zu ihrer Entropie, d.h. Vortex-Paare werden sich zu gebun-
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denen Zusténden zusammenfinden. Fiir kleine Werte von 8 hingegen tiberwiegt der Beitrag
der Entropie und Vortizes treten als freie Konfigurationen auf.

Frohlich und Spencer haben im wesentlichen diese qualitativen Argumente durch detail-
lierte Abschitzungen zu einem Beweis fiir die Existenz eines Phaseniibergangs ausbauen
konnen. Man kann sich die Vortizes wie Quasiteilchen vorstellen. Kleine Abweichungen um
die Vortex-Konfigurationen sind lokale Spinfluktuationen, die perturbativ behandelt werden
konnen. Diese Quasiteilchen finden sich bei tiefen Temperaturen zu gebundenen Zusténden
von Vortex- Anti-Vortex-Konfigurationen zusammen. Diese zerstéren die globale Ausrich-
tung der Spins kaum und fithren somit zu langreichweitigen Korrelationen (der masselosen
Phase). Fiir hohe Temperaturen hat man ndherungsweise ein Gas freier Vortizes, dhnlich wie
in einem Plasma. Korrelationen der Spin-Richtung klingen exponentiell ab entsprechend der
Debye-Lange der Ladungsabschirmung im Plasma.

o " i — g~ @ <
fostis -y 23 | A T (7.
ce—m(Mi=jl 7>

Dieses Bild fiir die Vortizes als relevante Freiheitsgrade des U(1)-Modells wird im né#chsten

Abschnitt anhand eines dhnlichen Modells noch quantitativer erldutert. Eine ausfiihrliche

Darstellung dieser Zusammenhinge findet sich in einem Ubersichtsartikel von Nienhus [21].

Kosterlitz und Thouless haben die Art des Phaseniibergangs mit Renormierungsgrup-

penmethoden weiter untersucht und fanden fiir die Korrelationslinge m(T') eine wesentliche
Singularitat bei T = T,:

Die freie Energie ist beliebig oft stetig differenzierbar am kritischen Punkt, ist allerdings dort
nicht reell analytisch (d.h. nicht durch eine Taylorreihe darstellbar). Der Kosterlitz-Thouless
Phaseniibergang ist somit von unendlicher Ordnung. Die derzeit genauesten Monte-Carlo-
Simulationen fiir das U(1)-Modell ergeben . = 1.1197(5).

7.5 Das Villain-Modell und das diskrete Gauf’sche Modell

1975 schlug J. Villain ein Modell vor, welches wie das U(1)-Modell durch eine reelle, peri-
odische Variable ¢ beschrieben wird [26]. Sei

op) = Yol =2

nez
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dann ist die Zustandssumme des Villain-Modells gegeben durch

+7
Z = / [Lde: []00i—¢)) -
7 (i.4)

(6(ip) ist in der Mathematik bekannt als eine der Jacobischen Theta-Funktionen.) Die Boltzmann-
Faktoren des Villain-Modells sind denen des U(1)-Modells gerade fiir groe Werte von /3 (also
den besonders interessierenden masselosen Bereich) sehr #hnlich. Insbesondere gibt es auch
im Villain-Modell topologisch nicht-triviale Konfigurationen. So kann man vermuten, dafidie
qualitative Phasenstruktur dieses Modells gleich dem des U(1)-Modells ist.

Fiir das Villain-Modell 148t sich wiederum eine Dualitdtstransformation durchfiihren.
Dazu benttigen wir die folgende Identitét fiir die #-Funktion:

e—%(gp— 2mn)? _ 1 : Ze—%kQ + ke
nez (6)? kez

Beweis: Wir ersetzen die Summation iiber Z durch ein Integral iiber die periodische é-Funktion. Fiir diese
setzen wir die Fourier-Darstellung ein, was fiir die Integration zu einem Gausschen Integral fiithrt:

+oo
Sealezmt [

oo
_ /+°°dm Z e2mika efﬁ(go — 27x)?

Jf d(n—x) e_ﬁ(‘/’ - 2m2)?

n=-—o0

k=—oc0
1 & T ke
= — e B
(/B)§ k:z—oo
Damit erhalten wir fiir die Zustandssumme des Villain-Modells:
1 r gy g (i —0i) =5 X (k)
= W - szSDZ Z (§ €

{k<i,j) }EZ

Die Variable {k; j,} kann man als Freiheitsgrade auffassen, die auf den (gerichteten) Linien
des Gitters definiert sind. Die Integration iiber die Winkel-Variable ¢ fithrt an jedem Vertex
zu einer , Impulserhaltung®, d.h. zu der Zwangsbedingung, daBdie Summe der {k; ;} an
jedem Vertex verschwinden muf:

1 -5 i, ‘>(k<i7j>)2
Z = (B)IEI/2 Z Hé(zmweE k<iaj>) e P
{k@’j)}ez %

Die Zwangsbedingungen lassen sich durch Wahl neuer Freiheitsgrade {l,} € Z, (o € P)
auf den Plaketten des Gitters (den dualen Vertizes) eliminieren: Sei (7, j) eine Linie, welche
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die Plakette o und f§ trennt (so daB auf der rechten Seite der gerichteten Linie ist), dann
definieren wir
kg = la—1lg

Fiir jede Konfiguration {l,} erfiillen die daraus resultierenden {k; ;} die Zwangsbedingun-
gen. Umgekehrt 148t sich bei Vorgabe der Freiheitsgrade auf den Gitterlinien, welche die
Zwangsbedinungen erfiillen, eine (bis auf eine globale Konstante eindeutige) Konfiguration
von {ln} zuriickgewinnen. Dazu w#hlt man willkiirlich eine Plakette aus, auf welcher [ den
Wert 0 annimmt, und definiert [, fiir eine Plakette o durch ,, Aufintegration“ der Differenzen
der {k}’s entlang der Linien eines (dualen) Weges , der die beiden Plaketten verbindet. Diese

Integration ist unabhéngig von der Wahl des Weges (wegen der Zwangsbedinungen).

Man vergleiche dies mit der entsprechenden Kontinuumskonstruktion in 2 Dimensionen: Sei ein Vektorfeld
®,(z) auf der Ebene gegeben, dann l#8t sich das System 9, X (z) = ®,(z) integrieren, sofern das Vektorfeld
rotationsfrei ist: €,,0, P, = 0. {®} entspricht den Freiheitsgraden {k}auf den (dualen) Gitterlinien, die
Rotationsfreiheit der Zwangsbedingung > k = 0 an jedem Vertex.

Auch von den Gitter-Eichtheorien ist diese Konstruktion vertraut. Seien €/%% (fiir ein festes x) Elemente
einer U(1) auf den (dualen) Gitterlinien. Die Zwangsbedigung fiir die k’s bedeutet, daBdas Produkt der
Eichfreiheitsgrade um jede (duale) Plakette gleich der Identitét ist. Es handelt sich also um eine sogenannte
,pure gauge“ Konfiguration. Diese besitzt immer eine Losung durch Gruppenvariable auf den Vertizes.

Ersetzen wir die Variable {k; ;y} auf den Gitterlinien durch die Variable {l,} auf den
Plaketten des Gitters, so erhalten wir

Z = (5)|1E|/2 S e_%z<a,ﬁ>(la—lﬁ)2 . (7.7)

{la}€Z

Die Summe im Exponenten lduft iiber alle Paare von benachbarten Plaketten. Das statis-
tische Modell heifit ,,diskretes Gauflsches Modell“. Dieses Modell ist also dual zum
Villain-Modell, mit einer dualen Temperatur g* = 27/3. Fiir sehr grofie Werte von 3 spielt
die diskrete Natur der Freiheitsgrade kaum eine Rolle, man kann sich neue ,effektive Frei-
heitsgrade X, = [/ vorstellen, so dafifiir diesen Temperaturbereich das diskrete Gaufische
Modell eine dhnliche Struktur wie das kontinuierliche Gaufische Modell hat:

-8 Xo — X5)?
ZGauss = /H an € 2 z(a,ﬁ)( ﬁ)

Das kontinuierliche Gaufische Modell ist immer in einer masselosen Phase, in 2 Dimensionen
existieren logarithmische Korrelationen:

<(Xa - X5)2>

a—[f|—o0
la—p]

clja—g |

bzw.

<eik(Xa — X5)> \afﬂ?oo C/|Oé _ B,QckQ
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Fiir tiefe Werte von 3 ist die diskrete Natur des Freiheitsgrades in wesentlich. Das
Modell hat eine Phase, in welcher die Werte fiir {{} im wesentlichen konstant sind, d.h. ihre
Differenz verschwindet. In dieser Phase hat das Modell insofern einen ,,massiven“ Charakter
als Korrelationen exponentiell gegen den asymptotischen Wert gehen. Der Phaseniibergang
fiir das diskrete Gaufische Modell liegt bei 5} = 0.6645(6). Auch dieser Phaseniibergang ist
von der Form des Kosterlitz-Thouless-Ubergangs.

7.6 Das SOS-Modell

Das SOS-Modell (solid-on-solid) ist dem diskreten Gaufischen Modell sehr &hnlich: Ganzzah-
lige Freiheitsgrade {hy} € Z sind auf den Plaketten definiert (durch Ubergang zum dualen
Gitter 148t sich das Modell natiirlich auch durch Freiheitsgrade auf den Vertizes formulieren).
Die Energie ist jedoch:

E =K Y |ha—hgl . (7.8)
(a,8)

Das SOS-Modell ist eines der bekanntesten Modelle der Grenzflichenphysik. Ein allgemei-
ner Ubersichtsartikel zu Modellen von Grenzflichen, unter anderem auch zum SOS-Modell,
existiert von Abraham [I]. Die Interpretation ist folgende: Zwischen zwei Phasen (z.B. durch
geeignete Randbedingungen festgehalten) von 3-dimensionalen Systemen bildet sich eine
Grenzflache. Von dieser Grenzfliche erhélt man einen gesonderten Beitrag zur Gesamtenergie
einer Konfiguration, welche von der speziellen Wechselwirkung der Bestandteile auf beiden
Seiten der Fliche herriihrt. In fithrender Ordnung ist diese zusétzliche Energie proportional
zur Gesamtfliche der Grenzfliche. Die statistischen Eigenschaften solcher Grenzfléchen sind
also durch Zustandssummen der Form

z = Y e fddl |A| ~ Fliicheninhalt
Grenzflachen A

gegeben. Man denke z.B. an das 3-dimensionale Ising-Modell in der Tieftemperaturentwick-
lung als Summation iiber Grenzflichen. € ist die Energiedifferenz der Wechselwirkung zwi-
schen gleicher und verschiedener Phase.
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Fiir sehr tiefe Temperaturen wird man
eine Grenzfliche ndherungsweise durch
die Angabe der Hohe h, einer Plaket-
te iiber einer Referenzfliche beschrei-
ben konnen. Die Gesamtfliche ist die
Anzahl der Plaketten an der Grenz-
fliche. (Nebenstehende Abbildung ent-
spricht dem 1-dimensionalen Analogon,
also einer Grenzlinie zwischen zwei Pha-

sen eines Oberlfichenfilms.)
Der Flacheninhalt der Referenzflache wird dabei immer auftreten und kann als konstanter

Faktor vor die Zustandssumme gezogen werden. Der relevante Beitrag zur Gesamtfliche einer
Konfiguration ist gleich der Anzahl der Plaketten, die senkrecht zur Referenzfliche stehen.
Eine Plakette der Hohe h, und eine (beziiglich der Referenzfliche) benachbarte Plakette
der Hohe hg sind durch |h, — hg| senkrechte Plaketten miteinander verbunden. Die Energie
ist also proportional zu der Gesamtzahl der senkrecht zur Referenzflache stehenden
Plaketten.

Der Hauptfehler, den man bei der Nédherung der Grenzflichen durch das SOS-Modell
macht, ist die Vernachlissigung von ,iiberhdngenden“ Konfigurationen. Diese werden bei
hoheren Temperaturen eine wesentiche Rolle spielen, so dafidas SOS-Modell nur fiir die Fluk-
tuationen von Grenzflichen bei sehr tiefen Temperaturen eine gute Beschreibung darstellt.

Die Phasenstruktur des SOS-Modells ist dhnlich der des diskreten Gaufischen Modells
(fir kleine Fluktuationen, d.h. |hq — hg| < 2, sind die beiden Modelle gleich). Bei sehr
kleinen Werten von /3 (also dem Bereich, der die Grenzflichen eher schlecht beschreibt)
hat man grofle Fluktuationen der Fliche, man kann das Modell durch eine kontinuierliche
Variable beschreiben. Das Modell hat eine masselose Phase mit logarithmischen Korrela-
tionen fiir Hohenunterschiede. Fiir grofle Werte von g ist die Grenzfliche nahezu auf die
Minimalflache eingefroren, Korrelationen klingen exponentiell ab. Der Phaseniibergang ist
vermutlich wieder vom Typ eines Kosterlitz-Thouless Ubergangs, die kritische Temperatur
ist bei 8. = 0.8061(3).

Eine verallgemeinerte Klasse von Modellen — jedoch hauptsichlich von theoretischem
Interesse — bilden die sogenannten RSOS-Modelle (restricted solid on solid). Bei diesen ist
die ,Hohe“ eine periodische Variable: hy € Z . Fiir jeden Wert von N haben diese Modelle
einen Phaseniibergang. Die kritischen Exponenten dieser Phaseniiberginge konnten in den
letzten Jahren exakt berechnet werden. Die Modelle sind von mathematischem Interessen, da
man fiir jeden Wert von N eine andere ,, Universalitéitsklasse“ des Phaseniibergangs erhilt,
die moglichen Klassen aber durch die RSOS-Modelle erschopft werden.



7.6. DAS SOS-MODELL o7

Ein anderes verwandtes Modell ist das BCSOS (body centered solid on solid) Modell.
Die Hohenfunktion {hs} € Z wird in diesem Modell dadurch eingeschrénkt, dafsie auf
benachbarten Plaketten um 41 differieren mufl. Solche Konfigurationen teilen das Gitter in
ein ,gerades® und ein ,ungerades“ Untergitter auf, mit nichsten Nachbarn jeweils entlang
der Diagonalen. Die Energie ist nicht durch die Hohendifferenz direkt benachbarter Plaketten
gegeben (denn diese ist immer +1), sondern durch diagonal benachbarte Plaketten:

E = Z ( |h(n,m) — h(n+1,m+1)| + |h(n+1,m) — h(n,m+1)|)

(m,n)

Das BCSOS Modell ist exakt 16sbar (van Beijeren, 1977), es ist ein Spezialfall des 6-Vertex-
Modells, und wir werden im folgenden Kapitel noch ausfiihrlicher darauf zuriickkommen.
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Kapitel 8

Das 6- und 8-Vertex-Modell

Die Losung des 8-Vertex-Modells durch Baxter 1972 [3] war nach der Losung des Ising-
Modells durch Onsager der vielleicht grofite Erfolg in der Suche nach integrablen statisti-
schen Systemen. Die meisten bis dahin bekannten losbaren Modelle sind Spezialfille des
8-Vertex-Modells, wie z.B. das Ising-Modell, die XXZ-Quanten-Spin-Kette oder das BC-
SOS Modell, um nur diejenigen aufzulisten, die in dieser Vorlesung bereits erwihnt wurden.
Die algebraische Struktur, insbesondere die sogenannte Yang-Baxter-Gleichung, die eng mit
der Integrabilitdt der Vertexmodelle verkniipft ist, ist nach wie vor Gegenstand aktueller
Forschung, und es zeigen sich immer wieder {iberraschende Zusammenhénge mit den ver-
schiedensten Zweigen der Mathematik und Physik.

Eine detaillierte, wenn auch teilweise sehr technische Abhandlung der Vertex-Modelle
und ihrer Losung findet man in dem Buch von Baxter [2].

8.1 Definition der Vertex-Modelle

Die iibliche Formulierung der Vertex-Modelle héngt entscheidend von der Struktur des Git-
ters ab, insbesondere ist das 6- bzw. 8-Vertex-Modell auf einem reguliren, quadratischen
Gitter definiert. Die Freiheitsgrade sind den gerichteten Linien zugeordnet, und nehmen die
Werte +1 an:

olg) = —oua € {+1}
Ublicherweise interpretiert man ;) als einen gerichteten Pfeil auf der Gitterlinie (,7), und

zwar zeigt er in die Richtung, fiir welche o positiv ist. Das Gewicht einer Konfiguration héangt
davon ab, in welcher Form die Pfeile an einem Vertex zusammenkommen. Ganz allgemein

59
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kann es an einem Vertex 2 = 16 verschiedene Kombinationen von Pfeil-Richtungen geben.
Das 8-Vertex-Modell ist dadurch definiert, dal man nur folgende 8 Moglichkeiten von An-
ordnungen an einem Vertex zulifit, die dadurch ausgezeichnet sind, daf§ die Gesamtzahl der

ein- bzw. auslaufenden Pfeile gerade ist:
1 2 3 4 5 6 7 8

Jeder dieser Kombinationen an einem Vertex ¢ kann man ein Gewicht
wa[{gu,j)}} = e kT o = 1,...,8 (81)

zuordnen, und die Zustandssumme des Modells ist dann gegeben durch

7 _ Z Hwai _ Ze—(nlq—l—...—i—ngeg)/kT ' (82)

Dabei ist n,, die Anzahl der lokalen Anordnungen vom Typ « in einer erlaubten Konfiguration
C.

Auf einem Gitter mit periodischen Randbedinungen muf; die Anzahl der Kombinationen
vom Typ 7 und Typ 8 gleich sein: An Vertizes vom Typ 8 beginnen Wege durch das Gitter
(entlang der Pfeilrichtungen), die an Vertizes vom Typ 7 enden. Alle anderen Anordnungen
lassen diese Wege durchlaufen bzw. kreuzen. Da die Anzahl der Anfangspunkte solcher Wege
auf einem geschlossenen Gitter gleich der Anzahl der Endpunkte sein muf, gilt ny = ng.
Auflerdem gilt ns = ng. Dies sieht man folgendermaflen: aus jeder erlaubten Konfiguration
C' erhilt man eineindeutig eine neue erlaubte Konfiguration C’, indem man alle vertikalen
(bzw. horizontalen) Pfeilrichtungen umkehrt. Dann werden in C’ aber die Vertizes vom
Typ 5 bzw. 6 zu den Urspriingen (Typ 8) bzw. Endpunkten (Type 7) von Wegen entlang
Pfeilrichtungen.

Da nur die Kombinationen €5 + ¢ bzw. €7 + €g fiir das Gewicht in einer erlaubten Kon-
figuration auftreten, kann man ohne Einschréinkung der Allgemeinheit die Wahl treffen:

w5 = We und wr = wg . (8.3)
FEin interessanter Spezialfall ergibt sich, wenn auflerdem noch

Wi = wy und w3 = wy (8.4)
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gegeben ist. In diesem Fall ist das Modell unveréndert unter einer globalen Richtungsén-
derung aller Pfeile. Es ist dieser Spezialfall, fiir den Baxter die freie Energie berechnet hat,
und wir werden spéter auch nur diesen Fall betrachten.

Setzt man w; = wg = 0 — d.h. verbietet Konfigurationen, bei welchem nicht an jedem
Vertex die Anzahl der einlaufenden und auslaufenden Pfeile gleich ist — so erhélt man das
sogenannte 6-Vertex-Modell, welches schon 1967 von E.H. Lieb gelost wurde [18]. Im selben
Jahr wurde auch das asymmetrische 6-Vertex-Modell (w1 # w2 und w3 # wg) gelost [25].
[B. Sutherland, C.N. Yang, C.P. Yang; Phys. Rev. Lett. 19 (1967) 588]. Fiir das asymmetri-
sche 8-Vertex-Modell ist bis jetzt keine Losung bekannt.

Die physikalische Interpretation der Vertex-Modelle stammt aus der Theorie der Kristalle
mit Wasserstoff-Bindungen. Das bekannteste Beispiel ist Eis, wobei die Sauerstoff-Atome ein
Gitter mit Koordinationszahl 4 bilden, und zwischen je zwei Sauerstoff-Atomen befindet sich
ein Wasserstoff-Ion. Diese Tonen sind meist niéher an einem ihrer beiden Nachbaratome. Es
entsteht also ein elektrischer Dipol zwischen zwei Sauerstoff-Atomen, der durch eine Richtung
gekennzeichnet werden kann. Von Slater (1941) stammt der Vorschlag, daf die vier Ionen
um ein Sauerstoff-Atome die sogenannte ,, Fis-Regel“ erfiillen sollen: Zwei Ionen befinden sich
nahe an einem Atom und zwei befinden sich entfernter. Diese Regel bedeutet lokale elektrische
Neutralitit. In diesem Fall sind gerade die 6 Kombinationen des 6-Vertex-Modells erlaubt,
daher nennt man die 6-Vertex-Modelle auch manchmal ,;ice-type models®.

Der oben genannte Spezialfall bedeutet, dal die Energie einer Konfiguration un-
verdndert bleibt, wenn alle elektrischen Dipole ihr Vorzeichen dndern. Dies erwartet man,
wenn keine dufleren elektrischen Felder vorliegen, daher nennt man diesen Spezialfall auch
das ,,zero-field“ 8-Vertex-Modell.

Obwohl wir uns in dieser Vorlesung ausschliefllich auf den Fall der Vertex-Modelle auf
reguldren quadratischen Gittern einschrinken werden, seien einige Bemerkungen zu ande-
ren Gittertypen gemacht. Fiir jedes regulidre Gitter lassen sich Vertex-Konfigurationen und
entsprechende Gewichte definieren. Die Eis-Regel der lokalen Neutralitét ist dabei nur auf
Gittern mit einer geraden Koordinationszahl (gerader Valenz an jedem Vertex) erfiillbar.
Auf allgemeinen 2-dimensionalen Graphen ist keine Richtung ausgezeichnet, d.h. Anordnun-
gen, die durch eine Drehung auseinander hervorgehen, sind nicht unterscheidbar. Fiir einen
2-dimensionalen, regulidren Graphen vom Grad 4 bedeutet dies, dafl von den 8 Anordnungen
des 8-Vertex-Modells nur 4 unterscheidbar sind:
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Die lokale Neutralitét schrinkt diese noch auf die ersten beiden Anordnungen ein. Die An-
zahl der Anordnungen 3 und 4 miissen wiederum gleich sein, so dal man ohne Einschrinkung
w3 = wyq wihlen kann. Auflerdem ist die Anzahl der anderen beiden Anordnungen in einer
erlaubten Konfiguration jeweils gerade.

8.2 Aquivalente Formulierungen und Spezialfille

Das 8-Vertex-Modell 148t sich als Spin-Modell auf einem reguldren quadratischen Gitter
umschreiben. Der Einfachheit wihlen wir die Spinvariable auf den Plaketten des Gitters,
obwohl natiirlich durch Ubergang zum dualen Gitter auch eine Definition der Variable auf den
Vertizes moglich ist. Der Grund, dafl diese Umschreibung moglich ist, liegt in der Bedingung

Za<i,j> =0 mod 2 bzw. HU<Z’J> =1 VZEV s
J J

die einer diskretisierten ,Divergenzfreiheit® (modulo 2) der Variablen auf den Gitterlini-
en entspricht. Fiir solche Konfigurationen lassen sich Spin-Variable auf den Plaketten (,,2-
Formen*) finden, so dafl die sich Freiheitsgrade auf den Linien durch Differenzen der Spin-
Variablen ausdriicken lassen.
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Bezeichnet (n, m) die Koordinaten einer Plakette, so definiert man die Energie

E = Z [ Ju s(n,m)s(n,m+1) + Jy s(n,m)s(n+1,m)
w4 J s(nymA41)s(n+1,m) + J' s(n,m)s(n+1,m+1)
+ Jy s(n,m)s(n+1,m)s(n,m+1)s(n+1,m+1) ]

Neben einer 2-Spin-Wechselwirkung fiir direkt benachbarte sowie diagonal benachbarte Spins
enthélt das Modell auch eine 4-Spin-Kopplung fiir Spins auf den vier Plaketten um einen
Vertex. Die Energie ist offensichtlich invariant unter einem globalen Vorzeichenwechsel der
Spins {s} — {—s}.

Sei (i,7) die Gitterlinie, welche zwei benachbarte Plaketten (n,m) und (n’,m’) trennt,
so definieren wir

Ol = s(n,m)s(n’,m’)

Bildet man das Produkt von o-Variablen auf den vier Linien um einen Vertex (allgemeiner
das Produkt von o-Variablen auf dualen geschlossenen Wegen, d.h. Wegen, die sich als Folge
von Trennlinien von benachbarten Plaketten schreiben lassen), so erhélt man immer 1. Jede
Konfiguration von Spin-Variablen definiert also eine erlaubte Konfiguration des 8-Vertex-
Modells fiir die o-Variablen auf den Linien des Gitters.

Umgekehrt definiert eine erlaubte Konfiguration des 8-Vertex-Modelles auch eine Spin-
Konfiguration (bis auf ein globales Vorzeichen). Dies zeigt man ganz analog zur Konstruktion,
die wir schon bei der Dualitétstransformation des Villain-Modells im letzten Kapitel betrach-
tet haben. Man wihlt sich auf einer Referenzplakette einen Spin. Fiir jede andere Plakette
betrachtet man einen Verbindungsweg von dualen Linien (d.h. eine Folge von Trennlinien
benachbarter Plaketten), die diese beiden Plaketten verbinden und definiert den Spin auf der
zweiten Plakette als das Produkt der Variablen o auf den dualen Linien entlang des Weges.
Diese Definition ist eindeutig, da das Produkt der o-Variablen entlang geschlossener Wege

immer 1 ist.

Fiir periodische Randbedingungen kann es zu einer sogenannten ,Frustrationslinie“ kommen. Dies ge-
schieht dann, wenn das Produkt der o-Variablen entlang geschlossener Wege, die sich um das Gitter herum-
winden, nicht 1 ist. Man erkennt die Analogie zum Satz von Poincaré, dafl rotationsfreie Vektorfelder in 2
Dimensionen nur auf einfach zusammenhéingenden Gebieten immer eindeutig integrierbar sind. Wir wollen
auf diese topologische Komplikation, die keine Auswirkungen auf die freie Energie des Systems hat, hier nicht
weiter eingehen.

Man iiberzeugt sich leicht, dafl zwischen den Energien €, zu den Anordnungen im 8-

Vertex-Modell und den Kopplungen {J} im Spin-Modell folgende Zusammenhénge bestehen:
€ = —Jh—Jv—J—J/—J4 , 62=Jh+Jv—J—J/—J4,
&3 = —Jp+ I+ J+T+Jy , e = Jy—Jy+JIJ+T —Jy,
&5 =€ =J—J+Jy , e == —J+J+J4
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Insbesondere erhilt man das ,,zero-field* 8-Vertex-Modell fiir die Wahl J, = J, = 0, d.h. es
besteht keine 2-Spin-Kopplung zwischen direkt benachbarten Spins. Die diagonalen Kopp-
lungen teilen das Gitter in zwei gleiche Untergitter. Man kann sich also das 8-Vertex-Modell
als zwei Ising-Systeme vorstellen, welche {iber die 4-Spin-Kopplung miteinander wechselwir-
ken. Insbesondere erhilt man im Fall Jy = 0 eine Entkopplung der beiden Systeme und zwei
identische Kopien des einfachen Ising-Modells.

Im folgenden sollen einige bekannte Spezialfille des 8-Vertex- bzw. 6-Vertex-Modells auf-
gelistet werden:

1. Ising-Modell:

Aus dem allgemeinen 8-Vertex-Modell erhélt man das Ising-Modell im Grenzfall J =
J' = J, = 0, fiir das isotrope Modell gilt noch J, = J,. Die Losung von Baxter
bezieht sich jedoch nur auf das ,zero field“ 8-Vertex-Modell, welches nicht von dieser
Form ist. Wir hatten jedoch gesehen, dafl fiir J4 = 0 das zero field 8-Vertex-Modell
zu zwei entkoppelten Ising-Systemen wird. Insofern ist das Ising-Modell ein Spezialfall
des 8-Vertex-Modells, jedoch kein Spezialfall des 6-Vertex-Modells.

2. Eis-Modell:
In diesem Fall gibt die Eis-Regel die einzige Einschriankung fiir eine Konfiguration, die

verbleibenden Gewichte sind gleich:

w1:-~-:w6:1 w7:w8:0

3. F Modell:
Rys schlug 1963 ein Modell fiir anti-ferroelektrische Systeme vor mit Gewichten:

wp = ... = wy < 1 ws = wg = 1 wr = wg = 0 . (85)

Der Grundzustand dieses Modells ist durch Konfigurationen gegeben, bei welchem nur
die Anordnungen 5 und 6 auftreten. Man erkennt, daf§ in diesem Fall die elektrischen
Dipole entlang vertikaler bzw. horizontaler Linien im Gitter im Vorzeichen alternieren.

4. BCSOS Modell:

Dieses ist dquivalent zum F Modell. Man erhélt es durch eine Transformation zu ,, height
variables“ auf den Vertizes. Dazu dreht man in einer Konfiguration des F Models alle
Pfeile um +90° und erhilt so eine Konfiguration auf den Linien des dualen Gitters. Fiir
die Anordnungen des 6-Vertex-Modells ist diese neue Konfiguration ,,rotationsfrei“, d.h.
der Flufl um jede Plakette ist 0. Man kann nun diese Konfiguration ,,aufintegrieren*
(nicht multiplikativ wie oben, sondern additiv) und erhélt eine BCSOS Konfiguration.
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In Abb. a sind die sechs Moglichkeiten der Hohenfunktion um einen Vertex im BCSOS
Modell skizziert. Der Wert der Plakette oben-links wurde auf 0 normiert.

0 | —1 0 1 0 | -1 0 1 0 | —1 0 1
—-11 0 1 0 -1 -2 1 2 1 0 —-11 0
Abb. a

In Abb. b sind die entsprechenden 6-Vertex-Anordnungen aufgetragen, die man nach
folgender Vorschrift erhélt: man zeichne in der BCSOS-Konfiguration einen Pfeil von
der tieferen zur hoheren Plakette und drehe diesen um +90°.

Abb. b

Die Energie im BCSOS-Modell ist fiir die ersten beiden Konfigurationen 0, fiir die
anderen vier Konfigurationen 2K . Die Gewichte sind somit vom Typ des F Modells.

5. Ashkin-Teller Modell:

Dieses Modell ist eigentlich das Z4-Modell, es wurde allerdings schon 1943 von Ash-
kin und Teller formuliert. Auflerdem besitzt es viele dquivalente Darstellungen, wel-
che ebenfalls unter dem Namen Ashkin-Teller Modell bekannt sind. Es wurde schon
erwahnt, dal das Z4-Modell dquivalent ist zu zwei ungekoppelten Ising-Systemen, mit
den Identifikationen der Zusténde

(M =m @M= =2d =)

Zum Abschlu8 noch eine kurze Bemerkung zu Verallgemeinerungen des 6- bzw. 8-Vertex-
Modelles. Die lokalen Freiheitsgrade {o; )} sind immer auf den Linien des Gitters (bzw.
Graphen) definiert, und das Gewicht einer Konfiguration ist das Produkt von Beitrigen
der Vertizes, wobei die lokalen Gewichte an einem Vertex von den lokalen Anordnungen
der Freiheitsgrade an inzidenten Linien abh&ingen. Fiir Verallgemeinerungen des 6-Vertex-
Modells kann man z.B. o; € A C Z wihlen (fiir das 6-Vertex-Modell ist A = {+1,-1})
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und an jedem Vertex die Bedingung Zj o, = 0 Vi fordern. Fiarbungsprobleme fiir die
Linien von Graphen lassen sich iiber solche verallgemeinerten Vertex-Modelle definieren:
Jeder Freiheitsgrad auf einer Linie entspricht einer Farbe und es gilt die einschrinkende
Bedingung, dafl an einem Vertex keine zwei Linien mit den selben Farben enden diirfen. In
der Mathematik sind Graphen mit lokalen Freiheitsgraden auf den Linien auch als ,,coloured
graphs“ bekannt.

8.3 Die Transfermatrix der Vertexmodelle

Mehr noch als schon beim Ising-Modell hat sich der Transfermatrix-Formalismus bei den
Vertex-Modellen als wesentlich fiir die Losung und strukturell sehr reichhaltig erwiesen.
GroBe Teile dieses und der weiteren Abschnitte sind einem Ubersichtsartikel von DeVega
entnommen [7]. In diesem Kapitel werden wir einige algebraische Eigenschaften der Trans-
fermatrix erarbeiten. Im letzten Kapitel wird dann kurz der Bethe-Ansatz und damit die
Losung des 6-Vertex-Modells skizziert.

In vielen der folgenden Gleichungen treten lineare Abbildungen (Matrizen) zwischen Ten-
sorprodukten von Vektorrdumen auf. Obwohl wir das iibliche Skalarprodukt benutzen, ist
es fiir die Ubersicht mancher Formeln sinnvoll, zwischen oben- und untenstehenen Indizes
an einer Matrix zu unterscheiden. Auflerdem wird die Summenkonvention (iiber doppelt
auftretende Indizes — einer oben, einer unten — ist zu summieren) benutzt.

Zur Notation:

Vektoren (z.B. Basisvektoren) werden mit unterem Index gekennzeichnet, entsprechend tra-
gen die Komponenten eines Vektors den Index oben. Damit gilt fiir eine lineare Abbildung
A von einem Vektorraum V' (mit Basis {e;}) in einen Vektorraum W (mit Basis {fi}):

AV — W (Ab)F = Ayl
Fiir die inverse Abbildung (sofern sie existiert) drehen sich entsprechend die Indizes um:
AW — v mit Komponenten (A™1)%

Ist A eine Abbildung von einem Tensorprodukt V @ V' in ein Tensorprodukt W @ W', so ist
die Notation:

A VeV — WeW mit Komponenten Aﬁ-” ;‘-’}/
Das Tensorprodukt von Abbildungen A :V — W und B : V' — W' ist definiert durch

A@B: VeV — WeW (A® B)(v®w) = (Av) ® (Bw)
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bzw. in Komponenten:
(Ao Bt wow)' = (A5 (BSw") = (Av)* (Bw)* .

Im folgenden wird versucht, diese Notation moglichst konsequent beizubehalten. Auflerdem
wird ofter als vielleicht notwendig der Bild- bzw. Urbildraum explizit mit angegeben. Dies
geschieht hauptséchlich deshalb, weil sich in der physikalischen Literatur teilweise eine No-
tation durchgesetzt hat, die zwar die Formeln optisch vereinfacht, andererseits jedoch auch
zu mifiverstindlichen Ausdriicken fithren kann.

Wir betrachten das Vertex-Modell auf einem Gitter mit N rdumlichen Gitterpunkten.
Aus formalen Griinden unterscheiden wir die Konfigurationsrdume fiir vertikale und waage-
rechte Linien. Da auf jeder Linie zwei lokale Zustinde existieren kénnen, sind die zugehorigen
Vektorrdaume V bzw. W iiber diesen Zustéinden jeweils der €2. Diese Vektorrdume haben
folgende (symbolische) Basis

Vo~ {(1,0,(0,1)} ~ {ky} W o~ {(1,0),(0,1)} ~ {—=-,>} . (86)
Die Transfermatrix wird jedoch nur eine Matrix im Tensorprodukt der ,,vertikalen“ Zustdnde
sein:

N
T:H — M "= QV
i=1

Wir stellen die Menge der vorkommenden Gewichte an einem Vertex durch eine Matrix mit
vier Indizes a, 8;a,b € {1,2} dar. Diese Matrix ist eine lineare Abbildung

tO) : WRV — WeV .

Die Matrixelemente sind Funktionen der Temperatur bzw. der Konstanten {e,/kT} des

Modells. Diese werden wir im folgenden nicht mehr explizit angeben, bis auf eine Kurve in

diesem Raum der Konstanten, die wir mit 6 parametrisieren. 6 ist somit eine Funktion von

{€a/kT}. Die genaue Form dieser Kurve sowie die Bedeutung von 6§ wird spéter erklért.
Die Matrixelemente von ¢ entsprechen den Konfigurationen an einem Vertex:

LN

o Wy 0 0 wy ﬁ

a . b ~ KOG ~ 0 w wsg O r
/8 0 W5 W2 0 {*

ws 0 0 w3 {»
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Die symbolische Darstellung der Basisvektoren in V ® W wurde dabei mit angegeben. Fiir
den symmetrischen Fall (Gl. 38, 39) 143t sich diese Matrix auch in der Form
3

3
t(0) = Zau(e) [0 @ 0] bzw. tO)ps = au(8) (ou)y (ou)3 (8.7)
n=0 0

=
Il

schreiben, dabei ist o die Identitdtsmatrix und o; (i = 1,2, 3) sind die Pauli-Matrizen. Die
Koeffizienten a, héngen mit den Gewichten w, zusammen:

ag = %(wl +W3) a; = %<CU5 +W7) ag = %(w5—w7) az = %(wg—wl)

Zu zwei vertikalen , zeitlich*“-benachbarten Konfigurationen definieren wir die Matrix
TOY : H — H
(on, . an[ PO, ... Bv) = [TOG = Y % @y . g¥ gy (88

al,...,aN -1

in graphischer Darstellung

aq as as ay an-—| QanN-1 an
a ai az ag aN-—3 aAN—2 aAN—1 b
B1 B2 B3 Ba Bn=2|  Bna BN

die von den vier moglichen Konfigurationen a,b = 1,2 auf dem Rand des rdumlichen
Gitters abhidngt. Man kann T somit auch als lineare Abbildung

T: WoH — WH

auffassen. Die Transfermatrix des Vertex-Modells (fiir periodische Randbedingungen in rdum-
licher Richtung) erhélt man durch Spur-Bildung bzgl. W, d.h. die méglichen Zusténde auf
dem Rand werden identifiziert und es wird {iber sie summiert:

2
T(0) = Spy T(0) = > T(0)5 TO) : H — H . (8.9)

Die Matrixelemente der Transfermatrix erhélt man also im Vertex-Modell durch Summation
iiber Freiheitsgrade in einem linearen Gitter (Gl. Man kann sich jedoch leicht {iberzeugen,
daB durch Vorgabe der Zustinde {a} und {8}, sowie einer der Randwerte a oder b, die
Zwischenzustéinde {a;} bereits festliegen, obige Summe sich also auf einen einzigen
Term reduziert.
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8.4 R-Matrizen und die Yang-Baxter-Gleichungen

In diesem Abschnitt werden wir die algebraische Struktur der Transfermatrix untersuchen,
die letztendlich ihre Diagonalisierung erlaubt. Wir nehmen zun&chst an, es existiere eine
(invertierbare) Matrix

a d
RO) : WaW —WeW RO ~ ><
b c
mit folgender Eigenschaft:
R(O—0)% 1(0)5 1(0)] = #(8)e t(0)}; R(O—0)] . (8.10)

Losungen dieser Gleichungen werden nur fiir ganz besondere Matrizen t(0) existieren. Das
6- und 8-Vertex-Modell gehtren dazu. Fiir Gleichungen dieser Art wird in der Literatur oft
eine abstrakte (indexfreie) Notation benutzt:

RO —0) [t(0) @ t(0)] = [t(8') @ t(0)] RO —0) . (8.11)

Es ist diese Notation, die hdufig zu Verwirrung fithrt. Da sie im folgenden aber hiufiger verwendet wird, soll
ihre Bedeutung kurz erklart werden. ,7@.9“ bezeichnet das Tensorprodukt der Abbildungen bzgl. der Rdume
W, wahrend fiir V normale Matrixmultiplikation angewendet wird:

HO) @ LO) - WRWRV — WeaWaV in Komponenten [t(0)5 t(0)3]5 = t(0)55 t(0)5} -
Fiir festes «, B ist dies eine lineare Abbildung auf W @ W,
LO) @LONG : WeW — WaW |

und Gl.[8:I0]ist als normale Matrixmultiplikation von Abbildungen in diesem Tensorraum zu verstehen. Eine
andere (dquivalente) Interpretation fafit ¢(6) als Abbildung von W nach W auf — also als 2 x 2-Matrix —
allerdings mit Matrixelementen, die selber lineare Abbildungen sind (von V nach V):

t(0) ~ (2 i) mit A,B,C,D :' V—V
Dann ist
AA" AB’ BA BB AA A'B B'A BB
HO)BH(O') ~ AC" AD' BC' BD' und 1)t (0) ~ A'C A'D BC B'D ’

CA” CB" DA DB C'A C'B D'A DB
cc’ D' DC' DD c¢'c C¢'D D'C DD
und GI. definiert quadratische Relationen zwischen den Matrixelementen A, B,C,D und A’, B’,C’,D’,

die verallgemeinerten Kommutatorrelationen von linearen Abbildungen entsprechen.

Es ist oft hilfreich, Gl. [8.10] durch folgendes Diagramm zu beschreiben:
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™~ d
~ gl 00
f c

Abb.1

Innere Linien, die zwei Vertizes verbinden, tragen dabei einen Index iiber den summiert wird.
(Die Interpretation von 6 als Winkelvariable wird zwar in diesem Bild suggeriert, sollte aber
nicht zu wortlich genommen werden. 6 ist eine Funktion der Kopplungen, die spéter aus der
Analyse von GI. genauer bestimmt wird.)
Wiederholte Anwendung der Identitét fiithrt zu entsprechenden Relationen fiir die
Matrix 7"
R(O-0)2 [T(0) TO)]) = [T T(0)}] RO—-0)  baw.

C

R(O-0)2 [T(0): T(0)]) RN (0-0)4 = T(0)2 T(0)}

C
Die Matrixmultiplikation von 7'(4) mit 7'(¢") in H (d.h. beziiglich der Indizes {a},{8}) ist
impliziert. In der indexfreien abstrakten Notation lauten diese Relationen

RO—0) [T(0) 2 T(0)] = [T(0)®TO)]RO-) baw. (8.12)
R(O—0) [T(0)  T(0)] RO—0) = T(0) @ T(8)

Bilden wir die Spur in W ® W, so folgt fiir die Transfermatrizen:
TO)TO) = T) T bzw. [T(),T®)] =0 . (8.13)

Entwickelt man 7'(0") z.B. um 0" = 0, so wird jeder Term in dieser Entwicklung mit der Trans-
fermatrix 7'(f) kommutieren. Dies ist ein erster Hinweis darauf, dal das Modell integrabel
ist.

Fassen wir t(6) bzw. T'(0) als 2x2-Matrizen (lineare Abbildungen auf W) auf, so hatten
wir schon erwihnt, dafl die Gleichungen (8.10} |8.11} [8.12]) interpretiert werden konnen als

Kommutatorrelationen (quadratische Relationen) fiir die endsprechenden Matrixelemente
(welche im Falle von 7' lineare Abbildungen auf H sind). Wir untersuchen nun, inwieweit
diese Bedingungen konsistent sind in dem Sinne, daf3 keine weiteren Relationen zwischen
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diesen Matrixelementen exisiteren. Dazu betrachten wir das dreifache Tensorprodukt von

t-Matrizen:
1O @) @) : WRWeaWeV — WeaWeWeV
® 1(03)]p, e 5 t(01)p15, H(02)y, ) 1(03) 5

[t(61) ® t(62)
Wir benutzen nun die quadratischen Relationen (8.10]), um die Reihenfolge der Elemente zu
vertauschen. Dazu benétigen wir eine formale Erweiterung der R-Matrizen auf das dreifache

Tensorprodukt von W, und zwar definieren wir
WWeW — WeoWeW

Ris = ReI1 :
und Ros = TR : WWeW — WeoWeW
Es gilt
101) @ t(02) @ t(03) = Ros(63—02) [t(01)<§©t(93)<§.@t(92)] Ry3 (65—6,)

= Ra3(03—02)Ri12(03—01) [t(gs) ét(%)ét(%)] Rf21(93—91)R23 (65—062)
(91)] Ry3 (02—01) Ry (05 —01) Ry (03 —62)

= Ro3(03—02)R12(05—01)Raz(62—6:) [t(eg) £(02) &

Wahlt man die Reihenfolge der Permutationen anders, so erhilt man
@ 1(01)  1(05)] Riz (6:-01)

(91)] 32_31(93—91)31_21(92—91)

(6’2)@16(93) = Ri2(02—61) [t((b)
101)] Ri'(03—02) Raz (05 —01) Ri (62—01)

#01) @

= Ri2(02—61)R23(03—61) [t(02) ®t(93)
= Ri2(02—01)Ra3(03—01)R12(03—02) [t(ﬁa) t(02)

Wir erhalten also

R23(03—02)R12(03—01)Ra3(02—01) [t(93) t(92)®t(91)} Ry (62—061)Ra3 (05— 01) Riy (63— 02)

t00)] RE (03—02) R (6s—01) Ry (02— 01)

®
|:t 93 ® t(02)

= Ri2(02—601)R23(03—61)R12(05—62)
Sollen diese (und weitere) Identitdten nicht als zusétzliche Konsistenzbedingung fiir die Al-

gebra aufgenommen werden, so mufl die R-Matrix die Gleichung
(8.14)

Ra3(03—02) R12(03—01) Ro3(02—01) = Ri2(02—01) Ro3(03—01) Ri2(03—02)
erfiillen. Diese Gleichungen heiflen Yang-Baxter-Gleichungen (genauer: Quanten-Yang-Baxter-

Gleichungen mit Spektralparameter 6)
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8.5 Losungen der Yang-Baxter-Gleichungen

Die Yang-Baxter-Gleichungen sind hochgradig {iberbestimmt. Ist W ein n-dimensio-
naler Vektorraum, so erhilt man n% Gleichungen fiir die n* Matrixelemente der R-Matrix.
Trotzdem sind viele Losungen bekannt. Wir werden ganz gezielt nur die Losungen fiir das
6-Vertex-Modell anstreben.

Wir beobachten zunéchst, daf§ Gl formal eine groBe Ahnlichkeit mit Gl. hat,
sofern man die Abbildungen ¢ und R geeignet identifiziert. Um diese Ahnlichkeit zu verdeut-
lichen, schreiben wir die Yang-Baxter-Gleichungen mit Indizes. Mit

[Ri2(0)]ea5 = R(9)2g 0f und [Res(0)]7eq = 0F R(O)zq (8.15)
und 01 = 0,6, = 0,03 = 0 erhalten wird aus der Yang-Baxter-Gleichung

[Ros(0—0)]57 [Ria (0557 [Ras(@)eaf = [Rua(0)]25¢ [Ras(0)5 7 [Raa(6-6")]245

die Gleichung:

RO—0)% R(O)2 RO}, = RO)22 RO, RO-0)] (5.16)
Vergleich mit (8.10)) ergibt:
t0)ps = RO)5 oder t(#) = PR(O) . (8.17)

Hierbei ist P: W @ W — W @ W mit P(v; ® v2) = v2 ® v; die Permutationsabbildung (sie
vertauscht in (8.17) die beiden oberen Indizes), fiir W = €? in Matrixform

0
0
1
0

o O O =
o O = O
= o O O

Jede Losung der Yang-Baxter-Gleichung liefert somit eine Losung der Gleichung ,
und damit ein statistisches Modell mit einer Schar von kommutierenden Transfermatrizen
. Umgekehrt kénnen wir vermuten, dafl die R-Matrix zum 6-Vertex-Modell — sofern sie
iiberhaupt existiert — von der Form

(8.18)
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ist. Die Yang-Baxter-Gleichungen fiithren zu folgenden Bedingungen fiir die Koeffizienten
a,b,c:

a(f2—01) c(03—01) a(03—602) = c(02—01) a(f3—01) c(03—02) + b(62—01) c(65—01) b(03—062)
0(92—91) b(93—01) a(93—92) = 0(92—91) a(93—91) b(93—02) + b(02—91) 0(03—91) 0(03—02)
a(02—91) b(93—91) 6(93—92) = b(92—91) a(93—01) 0(93—92) + 6(92—91) 6(93—91) b(gg—gg)

Dieser Satz von Gleichungen besitzt die Losung
a(@) = p sinh(A —0) b(#) = p sinh(#) c(@) = p sinh(N) (8.19)

fiir beliebige Werte fiir p und A. Insbesondere wurde nicht benutzt, dal 8, p oder A reell
sind. Die einschrinkenden Bedingungen sind lediglich, dafl die Boltzmann-Faktoren positiv
sind: a,b,¢ > 0. Interessant ist, dafl die qualitativ verschiedenen Moglichkeiten fiir diese
Bedingungen auch verschiedene Phasen des Modells kennzeichnen:

lL.a>b+c : p<0,0<0, X=X +ir mit \' > 0.

Diese Phase ist ferroelektrisch. Parallele Pfeile zeigen {iberwiegend in dieselbe Richtung.
Dominant sind die Konfigurationen 1 oder 2, d.h. entweder zeigen die waagerechten
Pfeile iiberwiegend nach rechts und die senkrechten iiberwiegend nach oben oder die
waagerechten zeigen nach links und die senkrechten nach unten.

2.b>a+c : p<0,0=0+ir, A=XN+imr mit \,0 > 0.
Diese Phase ist dquivalent zu Phase 1, insbesondere ebenfalls ferroelektrisch, allerdings
iiberwiegen jetzt die Konfigurationen 3 und 4, das bedeutet z.B. dafl die senkrech-
ten Pfeile nach unten zeigen falls die waagerechten iiberwiegend nach rechts zeigen
bzw. entsprechend umgekehrt.

.at+b>c>la—bl : p=—ip,0 =140, X =i\ wobei p >0, 7 >N > |20/ — X|.
Die Konfigurationen sind ungeordnet, d.h. die Korrelationen in dieser Phase gehen
gegen 0 fiir groBe Absténde, allerdings nur wie eine Potenz. Das Modell ist fiir die-

se Parameterwerte , kritisch“, mit Phaseniibergéngen zu den Nachbarbereichen vom
Kosterlitz-Thouless Typ.

4. c>a+b:p>0,0>0,X>0.
Diese Phase ist anti-ferroelektrisch (dhnlich dem F Modell), d.h. die Pfeile entlang

gerader Linien des Gitters wechseln ihre Richtung iiberwiegend alternierend.

Die entsprechenden Gleichungen fiir das 8-Vertex-Modell sind erheblich komplizierter.
Die Losungen lassen sich durch elliptische Funktionen ausdriicken. Phase 3 erscheint im
8-Vertex-Modell als , kritischer Punkt“ der Temperatur.
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8.6 Die Aquivalenz der Vertex-Modelle mit Quantenspinket-
ten

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, daf§ die Transfermatrix des 8-Vertex-Modells die-
selben Eigenvektoren hat wie der Hamilton-Operator H des XYZ-Modells. Dazu zeigen wir
zunéchst, dafl die Transfermatrix fiir 6 — 0 in linearer Ordnung in € im wesentlichen gleich
H ist.

Wir benétigen fiir diesen Beweis lediglich folgende Eigenschaften der Matrix ¢(6):

1 000
00160
t(0) = ¢cP = ¢ bzw. t0)pg = c 5o
(0) 01 0 0 (05 5 %%
0 0 01
ot(0) >
und — = ZCN oy ® o] (8.20)
20 |,_, =

Die erste Eigenschaft gilt fiir jede Losung, die von einer R-Matrix mit R(0) = ¢I herriihrt.
Die zweite Eigenschaft gilt fiir jede ¢-Matrix der Form (8.7). Wichtig ist jedoch, dafl zwei der
Parameter ¢; frei gewéhlt werden kénnen.
Fiir die Transfermatrix (8.8)18.9)) erhalten wir
_ N . {a} o o aAN-—1 g«
T0) = P mit P{B} Og, Og2 ... Ogy " 0"
Diese Matrix ist der Translations-Operator, der das Gitter um eine Einheit verschiebt. Eine

Translation 148t die Transfermatrix invariant, was eine spezielle Folgerung aus Gl. ist.
Die Ableitung der Transfermatrix ist

aT(0) N - G on 10
5 = D D oo — HO)N TGN
=0 k=1 {a;}
7 920
N Qg1
= ) agv gt . g (m@) o L
— 1 k—1 06 Brst Br | g—g k+2
bzw.
_, 0T(0) 50 AC) A o
1 o Y
TO) =5, 25152 e Oy (39 Ognis +-
6=0 Br+1 Bk |g—0
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Dabei ist
DE(0) |k *+1 AtO) | > S
< 00 > 00 P - Z Julow®o ]Bk Brt1
Br+1 Bk |g—0 Bk Br+1 [9—=0 u=0
wobei J,, Linearkombinationen der ¢, aus (8.20) sind:
1 1
Jo = Z(Co-i-cl-l-Cg-l-Cg) J1 = Z(CO+01—CQ—03)
1 1
Jy = 1(60—614-62—63) J3 = 1(60—61—024-63)

Mit der Notation aus Kapitel 6 fiir die Quantenspinketten folgt
T(0) =y~ = NJo I + Z Z Ji Sik)Sik+1) | . (8.21)
6=0 k=1 i=1

Wir erhalten den Hamilton-Operator der XYZ-Quantenspinkette (Gl. 27). Da Transferma-
trizen zu verschiedenen Werten von 6 miteinander kommutieren, folgt

[7(0), H({Ji})] = 0

d.h. die Transfermatrizen und der Hamilton-Operator des XYZ-Kette haben dieselben Ei-
genvektoren. Insbesondere gilt fiir das 6-Vertex-Modell

coshA 0 O 0
ot(0 0 01 0
LP =p = £ COSh)\[][@][ —|-0'3®0'3} + 2 [0'1®0'1 +0'2®0'2] ,
00 0 10 0
0 0 O coshA
und damit
o7 (0
()™ o1(9) = NZcosh\ I (8.22)
09 1
N
D [ Si(k)Si(k+1) + So(k)Sa(k+1) + coshA S3(k)Sa(k +1) ]
k=1

Das 6-Vertex-Modell ist also dquivalent zur XXZ-Quantenspinkette.
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Kapitel 9

Der Bethe-Ansatz fiir das
6- Vertex-Modell

In diesem Kapitel wird die Losung des 6-Vertex-Modells mit Hilfe des Bethe-Ansatzes in
groben Ziigen skizziert. Nach einem kurzen Abschnitt iiber die Symmetrien des 6-Vertex-
Modells werden wir zunédchst den sogenannten algebraischen Bethe-Ansatz behandeln, wel-
cher die Struktur der Transfermatrix, wie sie im letzten Kapitel erortert wurde, ausnutzt.
Nihere Details zu diesem Losungsweg findet man z.B. in dem schon erwiihnten Ubersichts-
artikel von DeVega. Im letzten Abschnitt wird dann kurz der urspriinglich von Bethe zur
Losung der XXZ-Quantenspinkette benutzte Ansatz diskutiert. Ndheres dazu findet man
unter anderem in dem Buch von Baxter, bzw. auch in dem sehr lesbaren Originalartikel
von Bethe. Beide Verfahren fithren natiirlich zu denselben Lésungen, benutzen aber eine
unterschiedliche anschauliche Interpretation.

9.1 Symmetrien des 6-Vertex-Modells

Als Vorarbeit fiir das Verstdndnis des algebraischen Bethe-Ansatzes wollen wir zunéchst die
Symmetrien der Transfermatrix des 6-Vertex-Modells bzw. der XXZ-Quantenspinkette ndher
untersuchen. Die Gruppe U(1) in der Darstellung

G =9g®9g®...0g mit g¢g = olaos bzw. G = exp (iazlivzl Zg(k‘)) ,

7
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ist eine Invarianzgruppe des XXZ-Hamiltonians

N
H = 3> [S1(k)Si(k+1) + S2(k)S2(k+1) + coshA Sa(k)Ss(k+1)] ,  (9.1)
k=1

d.h. es gilt [H,G] =0 . Dies folgt aus den Transformationsformeln

e!@93 5, 7103 — 5icosa — oysina

1003 o9 e—ZOéJg

e o1sina + 09 cos o

103 ) o103 [01®0’1 + 0'2®0’2] e 03 g eTIA03 [0’1®0'1 + 0'2®0'2] ,

1003 o3 e—ZOng

- [§

und e = o3 .

Der Generator dieser Invarianz ist somit eine ,erhaltene Grofie*:
N =) Ssk) =~ nt—n (9.2)

dabei sind ntbzw. n~ die Anzahl der ,up“ bzw. ,down* Spins in einer Konfiguration.

Die Transfermatrix des 6-Vertex-Modells hat dieselben Eigenvektoren wie H, daher kom-
mutiert die Transfermatrix des 6-Vertex-Modells ebenfalls mit N. Es ist instruktiv, die Tran-
formationseigenschaften von 7 (0) genauer zu untersuchen. Sei

) mit  A(0),B(8),... = T@)3,T(6),... : H—H . (9.3)

Diese Abbildungen ergeben sich nach (Gl. 42) aus der Matrix

a 0 0 0
o — 0 bO) c6) O
0 6) b@B) 0
0 0 0 a
— “(9)’;’(0) Il + a(@); ) o3®03 + cloT @0 + 0" ®o")

1 0 1 1 00
mit ot = 5(01—1—2'02) = ( ) und o~ = 5(01—2'02) = < >
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Fiir 7(0) hat man das N-fache Matrixprodukt beziiglich der ersten Tensorfaktoren in t(6)
zu bilden und das N-fache Tensorprodukt beziiglich der zweiten Faktoren. Da

1 0 00
(c™)? = (67)? =0 und  otoT = bzw. o ot = ,
0 0 0 1
lassen sich die Anteile A, B, C, D leicht charakterisieren: A und D enthalten solche Produkte,
in welchen o* bzw. 0~ gar nicht auftreten, oder aber in der Kombination ot~ bzw. o~ o ™.
B enthiilt alle Terme, in welchen o (ohne o~ ) auftritt, C' entsprechend alle Terme in welchen

o~ (ohne o) einmal auftritt. Wegen

eiaag ot e—iaag - ot eia
und el = (—lo3 - gl
bzw. [03,07] = oF und 03,07 = —0~
folgt:
N, A(0)] = [N,D@O)] = 0
und [N,B(0)] = — B(9) , [N,C(6)] = C(0)

Die Transfermatrix T'(8) = A(6) + D(#) kommutiert also mit N, wiihrend B() als Absteige-
operator und C(#) als Aufsteigeoperator zu Eigenrdumen von N aufgefaBt werden kénnen.

Die Zustéinde
(1)®(1)®...®(1) 0.4
0 1 0 2 0 N
<0>®<0>®...®<0> Q5 eH  (9.5)
1 1 1
1 2 N

sind Eigenzusténde von N mit nichtentarteten Eigenwerten +N bzw. —N.

Q")

und |Q7)

Das 6-Vertex-Modell besitzt noch eine diskrete Zs Symmetrie in der Darstellung
Z, ~ {I1®..01,03R003®...003}

Als Symmetriegruppe des 6-Vertex-Modells bzw. der XXZ-Quantenspinkette findet man so-
mit U(1) X Zy. Fiir A = 1 — also die XXX-Quantenspinkette ~ Heisenberg Quantenspinkette
bzw. das Eis-Modell — erhoht sich diese Symmetriegruppe zu SU(2). Vom Standpunkt der
Vertex-Modelle mit ihren diskreten lokalen Zusténden ist es zunéchst erstaunlich, daf3 eine
kontinuierliche Symmetriegruppe existiert.
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9.2 Der algebraische Bethe-Ansatz

Wie schon erwihnt, fiihren die algebraischen Relationen fiir 7(6) (45) zu Kommutatorre-
lationen der Matrixelemente, z.B.

mit
a(@)  sinh(\ —0)

_ () sinh()\)
96 = 33 = " smne

und h(9) = 0 = —ng (9.9)

Nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts sind die Vektoren [Q2F) bzw. |Q2~) Eigenvek-
toren zu A(f) und D(6):

A@0)|QF) = a(0)"|27) D()|r) = b(0)"|2T)
A0)107) = b)) DO)27) = a®)™Q7) . (9.10)

AuBlerdem gilt
C(O)|QT) =0 bzw. B®)|Q™) =0 . (9.11)

B(#) angewandt auf |QT) (entsprechend C(#) angewandt auf |Q27)) generieren unabhéngi-
ge Vektoren. Diese Situation erinnert an eine freie Feldtheorie, wo die Algebra der Auf-
und Absteigeoperatoren (die Fourier-Moden der Feldoperatoren) genutzt wird, um aus dem
Grundzustand des Hamilton-Operators (dem Vakuum) die weiteren Eigenzustinde zu erzeu-
gen.

Im folgenden wird |[27) als ,,Grundzustand“ gewiihlt, von dem aus durch sukzessive An-
wendung von B(6;) der Vektorraum H erzeugt wird. Der algebraische Bethe-Ansatz besteht
darin, nach Losungen der Eigenwertgleichung fiir die Transfermatrix zu suchen, welche die
folgende Form haben:

101,0,...,0,) = B(61) B(6) ... B(6,) Q) . (9.12)

Im allgemeinen werden diese Vektoren keine Eigenvektoren von 7'(0) sein. Wendet man 7'(0)
auf einen Zustand der Form an und benutzt die Beziehungen um 7'(0) bis
zum Grundzustand durchzukommutieren, so erhilt man zwar als erwiinschten Term einen
Anteil proportional zu , allerdings auch ,,unerwiinschte* Terme, die von dem zweiten
Anteil in herrithren. Diese unerwiinschten Terme heben sich jedoch weg, falls die
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,Impulse“ {#;} einem Satz von ,, Quantisierungsbedingungen* geniigen, welche Bethe-Ansatz-
Gleichungen genannt werden:

ngk_ Vi<k<r . (9.13)
90— 0)

Diese Gleichungen sind vergleichbar mit den Quantisierungsbedingungen fiir die erlaubten
Impulse eines Teilchens in einem Kasten, oder den Bedingungen fiir Schwingungsfrequenzen
bei einer endlichen linearen Kette. Im Grenzfall N — oo fithren die Gleichungen (9.13]) — ge-
nauer der Logarithmus dieser Gleichungen — zu einer Integralgleichung fiir die Spektraldichte
der 6-Werte.

Die zugehorigen Eigenwerte der Transfermatrix 7'(0) sind

T T

Ar(0,{0:}) = a@N JJo6i—0) + b®)" J]g(6—6:)
i=1 i=1

Im thermodynamischen Grenzfall N — oo lassen sich die Gleichungen nicht allgemein

fiir beliebige Werte von r 16sen. In den Phasen 1 und 2 (nach der Klassifikation des letzten

Kapitels) wird der maximale Eigenwert (der zweifach entartet ist) jedoch fiir » = 0 und

r = N angenommen, mit den Eigenvektoren |Q") sowie [Q7).

In den Phasen 3 und 4 wird der maximale Eigenwert fiir r = N/2 angenommen und
ist in diesem Spezialfall darstellbar ist als Integral bzw. Summe iiber bekannte Funktionen.
So erhélt man fiir die freie Energie des 6-Vertex-Modells (mit den Parametrisierungen des
letzten Kapitels):

1 [T sinh 20’z sinh(m — \)z
Ph = 3
ase 3 f3 ﬁ / s 2xsinhmx cosh Nz
1 > o= MA ginh 2mé
Phase 4 = 217
ase Ja 5 ( + mzzzl m cosh mA ) ’

(€1 ist die Energie der Konfiguration vom Typ 1 (Gl. 36)).
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9.3 Der Bethe-Ansatz fiir die Wellenfunktion

Wir reformulieren zunéchst das 6-Vertex-Modell als ein statistisches Modell von Wegen mit
bestimmten Charakteristiken. Dazu ,,fairben“ wir die Linien eines quadratischen Gitters fiir
eine Konfiguration des 6-Vertex-Modells nach folgender Vorschrift ein: jede waagerechte Linie
mit einem Pfeil nach links sowie jede senkrechte Linie mit einem nach unten gerichteten Pfeil
wird markiert:

Sl

Die Konfiguration vom Typ 2 wird interpretiert als Berithrungspunkt zweier Wege: ein

Weg lduft von unten in den Vertex ein und biegt nach rechts ab, der zweite Weg lauft von
links ein und biegt nach oben ab. Damit fiihrt jede erlaubte Konfiguration des 6-Vertex-
Modells zu einer Konfiguration von Wegen auf einem quadratischen Gitter mit folgenden
Eigenschaften:

Wege verlaufen nur von unten nach oben, sowie von links nach rechts. (Ein Weg, der von
unten kommt, kann nicht nach links abbiegen, und ein Weg von links kann nicht nach unten
abbiegen.) Zwei Wege konnen sich zwar treffen (Typ 2), aber schneiden sich nicht. Auflerdem
haben Wege keine Anfangs- und Endpunkte. Umgekehrt fiihrt jede Anordnung von Wegen
mit obigen Eigenschaften wieder eindeutig zu einer 6-Vertex-Konfiguration.

Dreht man das gesamte Gitter um —45° (man erhilt dann ein sogenanntes ,, Lichtkegel-
gitter*), so laufen Wege von unten nach oben (in positive ,Zeit“-Richtung) und schneiden
sich nicht, dhnlich wie Teilchen mit einem harten Kern in einer Raumdimension.

Fiir die N Vertizes entlang einer waagerechten Linie — (auf einem raumartigen Gitter) —
ist die Anzahl der ein- und auslaufenden Wege gleich. Dies entspricht dem Erhaltungssatz fiir
N. Bei Vorgabe der ein- und auslaufenden Wege auf den senkrechten Linien liegt die Konfigu-
ration an den waagerechten Linien fest. In der durch (Gl. 40) induzierten Standardbasis von
‘H entsprechen Wegen genau senkrechte Gitterlinien mit nach unten gerichteten Spins. Statt
nun anzugeben, welche Spins nach oben und welche nach unten gerichtet sind, wéhlen wir
folgende Konvention fiir die Basisvektoren in dem Sektor von H mit r nach unten gerichteten
Spins (wir werden oft vom ,,r-Teilchen-Sektor® sprechen): Seien 1 <n; <ng <...<n, <N
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die Positionen der down-Spins, so ist

1 0 0 1
|ni,no, ... ,ny) = ®R...® ®R...® ®R...®
0 1 1 0
1 ni n N

Eine Vorgabe von r verschiedenen natiirlichen Zahlen (< N), aufsteigend geordnet, definiert

T

eineindeutig einen Basisvektor.

Die weiteren Rechnungen unterscheiden sich in Details fiir das 6-Vertex-Modell und die
XXZ-Quantenspinkette, fithren jedoch zu denselben Eigenvektoren fiir beide Modelle. Daher
konzentrieren wir uns im folgenden auf die Bestimmung der Eigenvektoren fiir das XXZ-
Modell. Da die Anzahl der down-Spins (Wege bzw. Teilchen) erhalten bleibt, wird die Ei-
genwertgleichung

Hly) = El)
in einem Sektor zu einer Gleichung fiir die Koeffizienten a(nq,...,n,) eines Vektors
[r) = Z a(ni,ng,...,ny) [ni,ng,...,ng) .

1<n1 <--<nr <N

Im 1-Teilchen-Sektor erhilt man z.B.

N -4
<— 5 cosh A + E) a(n) = a(n+1) + a(n—-1) . (9.14)
Die Losungen erhélt man durch Fourierentwicklung:
; 2
ak(n):ean mit k:% 1<~y<N ,

mit den zugehorigen Eigenwerten

N -4
E(k) = coshA + 2cosk

Gleichung einspricht einer diskretisierten Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen
(in konstantem Potential).

Im 2-Teilchensektor ist zu unterscheiden, ob die beiden Teilchen (down-Spins) benachbart
sind oder nicht. So gilt

N —38
Hini,ng) = 5 cosh A [ny,ng) + [n1—1,n9) + |n1+1,n9) + [n1,ne—1) + |n1,na+1)

falls ns # nq 4+ 1, anderenfalls erhilt man

N
Hin,n+1) = 5 coshA |n,n+1) + [n—1,n+1) + |n,n+2)
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Ganz allgemein gilt:

N —4 4
Hny,ng,...,n,) = #cosh)\ |ny,na, ..., 0y

T ok
+ (In1,..one+1,0.0,mn) + |na,.oo,me—1,000,n,) )
k=1
dabei ist p die Anzahl der direkt benachbarten Paare von Teilchen und die Summe »*
erstreckt sich nur {iber solche Terme, fiir die keine unerlaubten Teilchenpositionen entstehen,
d.h. Terme mit ng + 1 = ngy1 oder np — 1 = ngi_1 sind wegzulassen. Man erkennt, dafl
die Eigenwertgleichung wiederum einer diskretisierten Schrédingergleichung fiir » Teilchen
entspricht, die jedoch eine Wechselwirkung haben, falls sie auf benachbarten Gitterpunkten
sind, ansonsten verhalten sie sich wie freie Teilchen.
Der Bethe-Ansatz fiir die Koeffizientenfunktionen a(nj, ..., n,) ist nun der folgende Aus-
druck:

.
a(ny,ng,...,n,) = Z Alo; {ki}] exp ’LZ o (iyni , (9.15)
oESy =1

wobei S, die Permutationsgruppe von r Elementen ist. Das Besondere an diesem Ansatz
ist, daf nicht iiber alle moglichen Werte fiir k; summiert wird, sondern ein Satz {ki, ..., k.}
festgehalten wird und lediglich iiber die Permutationen summiert wird. Die ,, Impulse” der
Teilchen liegen also fest, lediglich die Zuordnung der einzelnen Impulse zu den einzelnen
Teilchen wird unterschiedlich gewichtet.

Eine Kontinuumsversion dieses Systems von Spins auf einem Gitter ist die r-Teilchen Schrédingergleichung
fiir Teilchen mit 0-Potential. Diese ist ebenfalls durch den Bethe-Ansatz losbar ist. (quivalent ist die sogenannte
ynichtlineare® Schrodingergleichung als Quantenfeldgleichung).

Zum Verstidndnis des Bethe-Ansatzes kann man sich klassisch r Teilchen auf einem kreisférmigen, geschlos-
senen Draht vorstellen, die bei Stof} elastisch wechselwirken. Energie- und Impulserhaltung bedeuten fiir einen
elastischen Sto8 in einer Dimension, dafl Impulse nur ausgetauscht werden. Beginnt man mit einem Satz von
Impulsen fiir diese Teilchen {k1,...,k:}, so d&ndern sich diese Impulswerte im Laufe der Zeit nicht, nur die
jeweiligen Trager der Impulse. Sucht man fiir das entsprechende Quantensystem nach einer Eigenfunktion der
Energie, so wird man eine Uberlagerung dieser Zustinde vermuten, was genau dem Bethe-Ansatz entspricht.

Fiir einen allgemeinen Satz von {k;} wird dieser Ansatz keine Losung der Eigenwert-
gleichung liefern. Man erhéalt Quantisierungsbedingungen an den Satz moglicher Impulse,
welche genau die Bethe-Ansatz-Gleichungen sind (Gl. . Fiir erlaubte komplexe Werte
von A\ existieren auch sogenannte gebundene Zustéinde, fiir welche die Losungen der Bethe-
Ansatz-Gleichungen imaginidre Werte fiir {k;} liefern.

Die Koeffizienten in fiir verschiedene Permutationen ¢ unterscheiden sich nur um
eine Phase:

Alo; {ki}] _ oip(o,0'i {ki})
Alo’; {ki}]
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Dies ist eine Verallgemeinerung der bekannten Formen von Statistik: fiir Zusténde von Bo-
sonen fiihrt die Permutation der Teilchen zu identischen Vektoren im Hilbertraum , fiir
Fermionen zu Vektoren, die sich um ein Vorzeichen unterscheiden kénnen (je nach dem Grad
der Permutation). Hier hat man es mit ,, Teilchen“ zu tun, die einer verallgemeinerten Form
von Statistik geniigen, sogenannten ,,Anyonen“. Theorien fiir solche Teilchen sind nur in
1+1-dimensionalen Modellen (bzw. bei relativistischen Theorien in 2+1 Dimensionen) kon-
sistent.
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