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Der folgende Text definiert und beschreibt einige wichtige Grundbegriffe und Konzepte der Quantentheorie,
flr die eine Erklarung oft schwierig zu finden ist. Es handelt sich nicht um ein Lexikon der Quantentheorie.
Die Auswahl der Begriffe ist weder vollstandig noch umfassend; sie orientiert sich teilweise an den

Bildungsplanen bzw. den KMK-Vorgaben.

Der Text wird fortlaufend vervollstandigt, erweitert und verbessert. Konstruktive Vorschlage und
Kommentare, sowohl beziglich des vorhandenen Texts als auch bezlglich neuer Begriffe, sind willkommen.

Die folgenden beiden Diagramme sind Ausschnitte aus den KMK-Bildungsstandards [7].

Abbildung 1: Die KMK-Vorgaben zur Quantentheorie in der Schule von 2020 [7], Abschnittt 2.6.3

,Inhaltsbereich: Quantenphysik und Materie*.
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1 BELL'SCHE UNGLEICHUNGEN

Kurzbeschreibung

Bell’sche Ungleichungen sind Ungleichungen fiir die Erwartungswerte von Korrelationen zwischen den
Messergebnissen verschiedener beobachtbarer Gréfen, die immer erfiillt sein miissen, sofern die Annahme
der Realitdt (,.fiir jede dieser beobachtbaren Gréfsen liegt schon vor der Messung ein Messwert fest*) gilt. Da
nicht alle Korrelationen an demselben System bestimmt werden kénnen, handelt es sich um eine Gleichung
fiir Erwartungswerte. Bell’sche Ungleichungen kénnen in der Quantentheorie verletzt sein. Dies gilt allgemein
als Beweis, dass die Annahme der Realitéit in der Quantenmechanik nicht erfiillt ist, sondern Messergebnisse
erst im Augenblick der Messung ,,spontan* entstehen.

Anmerkungen

1. Es gibt zwei Bell’sche Ungleichungen, die im didaktischen Kontext oft verwendet werden. Das ist einmal
die Ungleichung von d’Espagnat (s.u.) und einmal die CHSH-Ungleichung (s.u.; benannt nach John
Clauser, Michael Horne, Abner Shimony, und Richard Holt). Diese Ungleichungen beziehen sich auf die
Korrelationsfunktionen von beobachtbaren GréRen, die bei einer Messung jeweils nur zwei mogliche
Ergebnisse liefern kénnen (beispielsweise die Polarisation von Photonen oder der Spin von Elektronen).
Die verschiedenen beobachtbaren GroRen unterscheiden sich meist nur in der Orientierung, unter der
sie gemessen werden (z.B. die Orientierung der Polarisationsachsen oder die Richtung, bezlglich der
ein Spin gemessen wird).

Alain Aspect hat 1982 erstmals in einem Experiment tGberzeugend nachgewiesen, dass Bell’sche
Ungleichungen tatsachlich in der Natur verletzt sein kdnnen (in diesem Fall die CHSH-Ungleichung).
Dafir erhielt er unter anderem mit John Clauser 2022 den Nobel-Preis.

2. Die Ungleichung von d’Espagnat bezieht sich auf drei Observable A1, A5, A3, die jeweils zwei
Messwerte (z.B. +1 und —1) annehmen kénnen. In einem Einzelexperiment kann man nur zwei dieser
Observablen messen: Die drei Observablen kommutieren nicht, aber an EPR-Zustdnden kann man die
eine Observable an einem Teilsystem und die andere Observable an dem anderen Teilsystem messen
und die totale Antikorrelation ausnutzen um — unter der Realitdtsannahme — auf zwei Eigenschaften
eines Teilsystems schlieBen zu kbnnen.

Sei N;; die relative Haufigkeit der Falle, bei denen das Ergebnis einer Messung von A4; und A;
verschieden ist, dann gilt V13 < N9 + Na3. Diese Ungleichung ist in jedem moglichen Einzelfall unter
der Realitdtsannahme erflllt: Wenn die Ergebnisse von A7 und Az verschieden sind, miissen entweder
die Ergebnisse von A1 und A5 verschieden sein, oder es miissen die Ergebnisse von As und Ag
verschieden sein.

Zum Experiment erzeugt man sich sehr viele Systeme im EPR-Zustand. An jedem einzelnen System
entscheidet man sich spontan fir die Messung von zwei Observablen (eine an dem einen und eine an
dem anderen Teilsystem).

3. Die CHSH-Ungleichung ist eine Ungleichung fiir vier Observable A, A5, B; und By, wobei an einem
EPR-Zustand eine der Observablen A; an dem einen Teilsystem und eine der Observablen B; an dem
anderen Teilsystem gemessen werden. A1 und As sowie By und By lassen sich nicht gleichzeitig
bestimmen, jedes A; lasst sich jedoch mit jedem B; kombinieren. Es sei (A; B;) der Erwartungswert
fir das Produkt der Ergebnisse einer Messung von A; und B;. Dann gilt die CHSH-Ungleichung:

—2 < (A1B1) + (A1B) + (A2B1) — (A2 By) < 42. (1)

Die Messwerte von A, und By kdnnen (unter der Realitdtsannahme) nicht verschieden sein, wenn die
anderen Paare (A1 und Bi, A1 und B; sowie As und B1) gleiche Messwerte haben (4; = B; und

A1 = Bs impliziert By = By, auRerdem folgt aus Ay = By insgesamt A1 = Ay = By = By, also kann
As nicht ungleich Bj sein).
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Wiederum werden sehr viele System im EPR-Zustand prapariert und es wird spontan eine der vier
moglichen Paarungen A; B; gewahlt. Fir die Erwartungswerte muss dann obige Ungleichung gelten.

In der Quantentheorie kann diese Ungleichung verletzt sein. Der maximale (theoretische) Wert fiir die
Kombination in der Ungleichung ist 24/2. Fiir die lineare Polarisation von Photonen findet man diesen
Wert fir A1 ~ 0°, Ay ~ 45°, By ~ 22.5°, By ~ 67,5°. Mit etwas Rechenaufwand kann man das
guantenmechanische Ergebnis aus dem Gesetz von Malus ableiten.

4. Es gibt neben der Realitdtsannahme weitere Bedingungen, die fiir die Schlussfolgerungen erfiillt sein
missen: Die bekannteste Bedingung ist unter der Bezeichnung ,,no-conspiracy“ (oder auch ,,no free
will* oder auch ,,Superdeterminismus*) bekannt. Diese Annahme besagt, dass es keine Korrelation gibt
zwischen der Art, wie die verborgenen Variablen fiir ein bestimmtes System prapariert wurden, und
der Entscheidung, welche zwei Messungen an diesem System durchgefiihrt werden. Gabe es eine
solche Korrelation (,,conspiracy*), hatte der Experimentator keine Entscheidungsfreiheit (,,no free
will“), welche GroRen in einem konkreten Fall gemessen werden. In diesem Fall lage alles schon von
Beginn (des Universums?) an fest (,,Superdeterminismus*).

5. Ublicherweise schlieRt man aus der Verletzung der Bell’schen Ungleichungen auch auf die
Nicht-Lokalitat bzw. die Aussage, dass jede Theorie mit verborgenen Variablen, die die Ergebnisse der
Quantentheorie reproduziert, nicht-lokal sein muss. Dies folgt erst in einem zweiten Schritt aus der
Schlussfolgerung, dass die Messergebnisse spontan entstehen: Wenn sie an beiden Orten der
Teilsysteme spontan entstehen, wie kdnnen die Messergebnisse bei verschrankten Zustédnden (z.B. dem
EPR-Zustand) dann korreliert sein? Dies kann nur dann der Fall sein, wenn zwischen den Ereignissen,
die zu den Messergebnissen flihren, eine Beziehung besteht. In den Experimenten von Aspect wurde
darauf geachtet, dass die Messungen an den beiden Teilsystemen auRerhalb der jeweiligen kausalen
Lichtkegel erfolgten.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Durch die KMK-Standards werden die Begriffe Realitdt und Lokalitdt im grundlegenden Anforderungsniveau
in allen Bildungsplanen umgesetzt. Die CHSH-Ungleichung ist dabei diejenige Bell’'sche Ungleichung, die in
den meisten didaktischen Ausarbeitungen der Thematik verwendet wird.
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2 BORN’SCHE REGEL

Kurzbeschreibung

Wird ein System vor einer Messung durch den Zustandsvektor |1)) beschrieben und bewirkt die Messung, dass
das System nach der Messung durch den Zustandsvektor |a) beschrieben wird (siehe Reduktionspostulat), so
ist die Wahrscheinlichkeit w(¢) — a) fiir diesen Ubergang durch das Absolutquadrat des Skalarprodukts,

w(y — a) = |{a|y)|?, gegeben.

Anmerkungen

1. In der obigen Formulierung wurde vorausgesetzt, dass die Vektoren |a) und |¢)) normiert sind. Damit
ist das Absolutquadrat des Skalarprodukts gleich dem Quadrat des Kosinus des Winkels zwischen den
beiden Vektoren. AuBerdem ist der Kosinus des Winkels auch fir zwei Strahlen,d.h., fiir die von den
Vektoren aufgespannten eindimensionalen Vektorraume, definiert.

2. Die Born’sche Regel impliziert fiir Einzelsysteme eine Wahrscheinlichkeit flir gewisse Ereignisse. In der
Kopenhagener Deutung handelt es sich um eine sogenannte ontische —in der Natur liegende —
Wabhrscheinlichkeit, nicht um eine Unkenntnis irgendwelcher Details. Die daraus resultierende
stochastische Vorhersagbarkeit fiir gewisse Ereignisse ist Teil der Wesenszlige der Quantentheorie.

3. In der Optik kennt man das Gesetz fiir die Polarisation von Licht als Gesetz von Malus. In diesem Fall
handelt es sich um die verminderte Intensitdt des Lichts nach dem Durchtritt durch Polarisationsfilter:
Stehen zwei Polarisationsfilter hintereinander unter einem Winkel « relativ zueinander, dann ist die
Intensitat hinter dem zweiten Polarisationsfilter um den Faktor cos? o geringer als die Intensitat hinter
dem ersten Polarisationsfilter. Fiir einzelne Photonen wird aus der ,,Intensitat”“ eine relative Haufigkeit
und somit fir ein einzelnes Photon eine Wahrscheinlichkeit.

4. Speziell fur eine Wellenfunktion ¢)(x) = (z|¢)) besagt die Born’sche Regel, dass die
Wabhrscheinlichkeitsdichte, bei einer Messung ein Quantenobjekt an der Stelle x zu finden, durch
(¢ — x) = [1p(x)|* = |{(x|)|? gegeben ist. Da es sich um eine Dichte handelt, erhalt man eine
Wabhrscheinlichkeit durch die Integration tber ein Volumen AV: w(AV) = fAv |9 (z)|? d"x ist die
Wahrscheinlichkeit, das Quantenobjekt bei einer Ortsmessung im Volumen AV zu finden.

5. Aus der Born’schen Regel folgt auch die Aussage, dass der Erwartungswert einer Observablen, die
durch den selbst-adjungierten Operator A beschrieben wird, in einem Zustand |¢) durch
(A)y = (Y| A|1) gegeben ist. Setzt man fiir A seine Spektralzerlegung A = ", a;|a)(a] ein, folgt nach
der Born’schen Regel:

(Y| Alp) = Zaz la) (as|i) = Zcm ail)|? Zaz (¥ — as). (2)
Die rechte Seite entspricht aber der Definition fiir den Erwartungswert einer MessgroRe.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Die KMK-Vorgaben zur Quantentheorie umfassen bereits im grundlegenden Anforderungsniveau den Begriff
der ,,Stochastischen Vorhersagbarkeit“ als einen Aspekt der Quantentheorie. Die Born’sche Regel ist die
guantitative mathematische Beschreibung der Wahrscheinlichkeiten moglicher Messergebnisse. Eine
Deutung des Quadrats der quantenmechanischen Wellenfunktion ist laut KMK-Standards lediglich im
erhdhten Anforderungsbereich vorgesehen, wobei hier auf eine quantitative Beschreibung verzichtet wird.
Auch die Bildungsplane der Lander betonen vor allem den Unterschied zwischen der Bestimmtheit der
Messwerte in der klassischen Physik und der Stochastizitat allgemeiner Messungen in der Quantenphysik.
Unterrichtsgange, die vornehmlich auf der Polarisation von Photonen aufbauen, kdnnen die Born’sche Regel
durchaus quantitativ einfiihren, insbesondere, falls das Gesetz von Malus behandelt wurde. Bei
Unterrichtsgdangen, die eher mit Phanomenen am Doppelspalt arbeiten, scheint eine lediglich qualitative
Betrachtung naheliegender.
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3 DETERMINISMUS

(siehe auch ,,Kausalitat*)

Kurzbeschreibung

In der Physik bezeichnet man ein System als deterministisch, wenn der Zustand dieses Systems zum Zeitpunkt
t durch seinen Zustand zu einem beliebigen friiheren Zeitpunkt t' < t eindeutig bestimmt ist. Allgemeiner
kann man auch definieren, dass ein System eine deterministische Zeitentwicklung hat, wenn die vergangenen
Zustdnde des Systems die weiteren Zustdnde eindeutig festlegen.

Die meisten fundamentalen Bewegungsgleichungen in der Physik (die Newton’schen Gleichungen, die
Maxwell-Gleichungen, die Schrédinger-Gleichung) lassen sich als Differentialgleichungen in der Zeit fir den
Zustand eines Systems formulieren. Unter sehr allgemeinen Stetigkeitsbedingungen an die Abhdngigkeiten
dieser Differentialgleichung sind die Losungen eindeutig, sofern sie fiir einen bestimmten Zeitpunkt ¢’
vorgegeben wurden. Solche Gleichungen beschreiben somit eine deterministische Zeitentwicklung eines
Systems.

In der Quantentheorie gibt es jedoch neben der Schréodinger-Gleichung, die nur fir abgeschlossene Systeme
gilt, noch eine zweite Form der zeitlichen Entwicklung, die durch das sogenannte Reduktionspostulat in
Kombination mit der Born’schen Regel beschrieben wird: Wird an einem System, das durch den
Zustandsvektor |¢) beschrieben wird, eine Messung der Observablen .4 (mathematisch reprasentiert durch
den selbst-adjungierten Operator A) vorgenommen, und hat A einen nicht-entarteten Eigenwert a mit
zugehdrigem normierten Eigenvektor |a), dann erhdlt man bei der Messung den Messwert a mit der
Wahrscheinlichkeit w(¢ — a) = |(a|)|? (siehe Born’sche Regel) und nach der Messung ist das System durch
den Zustandsvektor |a) zu beschreiben (siehe Reduktionspostulat (Kollapspostulat)).t

Durch diese Regel wird eine nicht-deterministische Zeitentwicklung beschrieben: Die Quantentheorie erlaubt
nur die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit w (¢ — a), mit der unter den gegebenen Bedingungen der
Messwert a erhalten wird und mit der nach der Messung der Zustand |a) vorliegt. In diesem Sinne macht die
Quantentheorie zu bestimmten Prozessen, insbesondere zum Messprozess, nur stochastische Aussagen. In
einer Ensembleinterpretation der Quantentheorie — ein Zustand wird physikalisch reprasentiert durch ein
Ensemble gleichartig praparierter Systeme — wird der Begriff der Wahrscheinlichkeit durch , relative
Haufigkeit“ ersetzt und der ,,Kollaps der Wellenfunktion* durch das Subensemble, bei dem ein bestimmter
Messwert aufgetreten ist.

Anmerkungen

1. Man sollte Determinismus nicht mit Vorhersagbarkeit verwechseln. Vorhersagbarkeit bedeutet, dass
wir (eventuell unter Zuhilfenahme eines Computers) in der Lage sind, aus der Kenntnis eines Zustands
zum Zeitpunkt ¢’ den Zustand zu einem spateren Zeitpunkt ¢ vorherzusagen. Dies setzt einerseits
voraus, dass sich der Zustand zum Zeitpunkt ¢’ mit geniigend groRer Genauigkeit bestimmen I3sst, und
andererseits, dass der Zustand zum Zeitpunkt ¢ aus der Kenntnis des Zustands zum Zeitpunkt ¢’
tatsachlich berechnet werden kann. Das ist aber bei bestimmten Gleichungen (z.B. deterministischen
Gleichungen, die ein chaotisches Verhalten eines Systems beschreiben) nicht immer der Fall.

2. Besonders im schulischen Kontext verwendet man gelegentlich die Begriffe der ,,starken® und
,schwachen“ Kausalitat. Wenn exakt gleiche Ursachen auch immer die gleichen Wirkungen haben,
spricht man von schwacher Kausalitat, wenn kleine Abweichungen in den Ursachen (bzw.
Anfangsbedingungen) auch kleine Abweichungen in den Wirkungen haben (im Sinne einer
Abhéangigkeit durch ein Potenzgesetz), spricht man von starker Kausalitat. Bei deterministischen
Systemen mit chaotischem Verhalten (,,Schmetterlingseffekt“), d.h., mit einer exponentiellen Zunahme
einer anfanglichen Abweichung, liegt nur schwache Kausalitat vor.

!Eine technische Anmerkung: Falls X ein entarteter Eigenwert ist, ist |A) durch den Vektor Py |1) /|| Px|t)|| zu ersetzen, wobei Py der Projekti-
onsoperator auf den Eigenraum zum Eigenwert X ist.
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Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Der Begriff ,,Determinismus® wird von den KMK-Standards explizit und bereits im grundlegenden
Anforderungsniveau gefiihrt. Die stochastische Vorhersagbarkeit von Messungen im Rahmen des
Quantenformalismus wird auch in der didaktischen Literatur immer wieder als wesentlich fiir das Verstandnis
beschrieben. Weniger oft thematisiert wird in der Literatur sowie im Unterricht, dass die Zeitentwicklung der
Zustande nach der Schrodinger-Gleichung deterministischer Natur ist. Hier scheint es uns ratsam, die
verschiedenen Formen der Zeitentwicklung gezielt zu thematisieren und moglicherweise auch im Unterricht
gegeniberzustellen. AuRerdem kénnte sich an dieser Stelle eine fachiibergreifende Behandlung des
Determinismusbegriffs mit dem Fach Ethik anbieten.
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4 ENSEMBLEINTERPRETATIONEN DER QUANTENTHEORIE

Kurzbeschreibung

Ensembleinterpretationen wenden den Formalismus der Quantentheorie nur auf ein im Prinzip beliebig
grofles Ensemble gleichartig prdparierter Systeme an. Wahrscheinlichkeitsaussagen der Quantentheorie
werden durch Aussagen liber relative Héufigkeiten ersetzt.

Anmerkungen

1. Insbesondere die Born’sche Regel wird als Aussage (iber relative Haufigkeiten interpretiert: Wurde ein
Ensemble von Systemen in einem Zustand |¢)) prapariert und wird an diesem Ensemble eine Messung
vorgenommen, sodass der Zustand |¢) ein Eigenzustand des selbst-adjungierten Operators zu dieser
Messung ist, dann ist die relative Haufigkeit (innerhalb statistischer Schwankungen) der Systeme, bei
denen nach dieser Messung der Zustand |¢) vorliegt, durch |($|1))|? gegeben.

2. Auf Systeme, die sich auch im Prinzip nicht beliebig oft in gleichartiger Form praparieren lassen, ist in
diesen Interpretationen die Quantentheorie nicht anwendbar. Das gilt insbesondere fiir das Universum
als Ganzes (Quantenkosmologen sind selten Anhadnger einer Ensembleinterpretation) oder auch fir
gréRere Systeme (z.B. die Erde als Ganzes oder auch goRere Organismen).

3. Auch wenn John von Neumann in seinem Klassiker ,,Mathematische Grundlagen der
Quantenmechanik* die physikalische Realisierung eines Zustands durch ein Ensemble gleichartig
praparierter Systeme definiert, spricht er von Messungen an Einzelsystemen und den
Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Ergebnisse [9]. Insbesondere wird die sogenannte Kopenhagener
Deutung der Quantentheorie auch auf Einzelsysteme bezogen.

In einer strengen Ensembleinterpretation der Quantentheorie bezieht sich der Formalismus
ausschliefRlich auf ein im Prinzip unendlich groBes Ensemble gleichartiger Systeme und macht keine
Aussagen Uber Einzelsysteme.

4. Anhanger einer Ensembleinterprertation begriinden ihre Entscheidung mit der Feststellung, dass sich
Wabhrscheinlichkeitsaussagen einer Theorie immer nur in Form von relativen Haufigkeiten an einem
Ensemble Giberprifen lassen. Eine Extrapolation zu Einzelsystemen lehnen sie ab.

5. Ensembleinterpretationen umgehen das sogenannte ,,Messproblem* im Zusammenhang mit der
Reduktion des Quantenzustands. Fir ein im Prinzip beliebig groRes Ensemble findet keine Reduktion
statt: Es liegen nach den Messungen alle Zustande mit der vorhergesagten Haufigkeit vor. Die
Reduktion erfolgt durch eine Person, die aus diesem Ensemble das Subensemble mit einem
bestimmten Messergebnis flr weiterer Experimente auswahlt.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Eine Unterscheidung verschiedener Interpretationen des Quantenformalismus spielt weder in den
KMK-Bildungsstandards noch in den Bildungsplanen (mit Ausnahme von Rheinland-Pfalz) eine Rolle. Dabei
bietet die Quantenmechanik hier eine in der Schule seltene Gelegenheit, die méglichen Vorhersagen eines
mathematischen Formalismus von der Interpretation desgleichen abzugrenzen. In leistungsstarken Kursen ist
eine Behandlung durchaus maoglich.
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5 EPR UND EPR-ZUSTAND

Kurzbeschreibung

EPR bezeichnet die drei Autoren Einstein, Podolsky und Rosen eines Artikels aus dem Jahr 1935, in dem auf die
Besonderheiten von Quantenkorrelationen bei verschrénkten Zustidnden hingewiesen wurde.

Unter einem EPR-Zustand versteht man einen verschrinkten Zustand von zwei Zwei-Zustandssystem, der
beziiglich jeder Observablen (aufSer der Identitdt) an den beiden einzelnen Systemen antikorreliert ist.

Anmerkungen

1. Albert Einstein, Boris Podolsky und Nathan Rosen haben 1935 in einem Artikel versucht zu
argumentieren, dass die Quantentheorie nicht allen physikalischen Freiheitsgraden Rechnung tragt [5].
Sie wiesen in diesem Zuammenhang auf die seltsamen Korrelationen hin, die bei verschrankten
Zwei-Teilchenzustanden auftreten kdnnen.

Ihre Argumentation war im Wesentlichen die folgende: Man kann sich an einem EPR-Zustand (s.u.) flr
eines der Quantenobjekte aussuchen, fiir welche beobachtbare GrofRe man eine Vorhersage (die dann
auch mit Sicherheit eintritt) treffen mochte. Dies wird durch eine Messung an dem zweiten
Quantenobjekt wegen der totalen Antikorrelation moglich. Hier machen die Autoren die Annahme,
dass eine Messung an dem zweiten Quantenobjekt, das im Prinzip beliebig weit entfernt sein kann,
keinen Einfluss auf das erste Quantenobjekt hat. Da man aber auf diese Weise das Ergebnis fiir eine
beliebige Messung an Objekt 1 vorhersagen kann, muss (nach EPR) das Ergebnis fiir diese Messung
schon in irgendeiner Weise festliegen (z.B. in Form von verborgenen Variablen). Dies wird durch die
Quantentheorie nicht beschrieben.

2. Ein EPR-Zustand ist ein verschrankter Quantenzustand fiir zwei Quantenobjekte, die jeweils ein
Zwei-Zustandssystem bilden. Dieser Zustand hat die besondere Eigenschaft, dass die Ergebnisse einer
Messung derselben Observablen an den beiden Quantenobjekten immer total antikorreliert sind.
Beispielsweise sind die Polarisationen zweier im EPR-Zustand verschrankten Photonen total
antikorreliert, d.h., unabhangig von der gewahlten Polarisationsbasis, die man fiir beide Photonen
wahlt, erhalt man immer zueinander orthogonale Polarisationen. Bei Spin—%—Objekten (z.B. Elektronen)
findet man bezliglich jeder beliebigen Richtung immer entgegengesetzte Spinorientierungen.
Bezeichnen wir mit a und b die beiden Zustande, so ist der EPR-Zustand gegeben durch

1
V2

Einstein, Podolsky und Rosen erwdhnen in ihrem Artikel diesen speziellen Zustand nicht (sie betrachten
ein Zwei-Teilchensystem, bei dem der Gesamtimpuls und der relative Abstand prapariert wurden). Es
handelt sich um einen Zustand, den spater Yakir Aharonov und David Bohm fiir eine vereinfachte
Darstellung des EPR-Arguments verwendet haben. Daher spricht man auch manchmal vom
EPR-Bohm-Zustand.

[EPR) = —=(|a)[b) — [b)|a)) - (3)

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Das EPR-Paradoxon wird in seiner urspriinglichen Form wohl eher selten Einzug in den
Quantenphysikunterricht finden und ist auch nicht Teil der KMK-Standards oder der Bildungspldne. Allerdings
spielen verschrankte Zustdande wie der EPR-Zustand fiir die Koinzidenzmethode zur Messung von Photonen
eine Rolle. Dadurch kann der EPR-Zustand, gegebenenfalls mit einem anderen Namen, im Unterricht
behandelt werden.
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6 INTERFERENZMUSTER

(siehe Kohérenz und Dekoharenz und Superposition)

7 KAUSALITAT

(siehe auch Determinismus und Lokalitat)

Kurzbeschreibung

Eine sehr allgemeine Interpretation von Kausalitiit setzt diese mit dem ,,Prinzip vom zureichenden Grund“ von
Gottfried Leibniz gleich, welches besagt, dass es fiir alles einen zureichenden Grund gibt, weshalb ein Ereignis
in dieser und keiner anderen Form eingetreten ist, auch wenn diese Griinde uns nicht immer bekannt sind [8].
Dieses Prinzip des zureichenden Grunds scheint in der Quantentheorie verletzt (zumindest in den
Standardinterpretationen), insofern es fiir den Ausgang einer Messung (z.B. in einem
Stern-Gerlach-Experiment) manchmal keinen hinreichenden Grund gibt, und auch im Nachhinein kein Grund
gefunden werden kann, weshalb ein bestimmtes Messergebnis aufgetreten ist.

Relativistische (Mikro-)Kausalitat

In der relativistischen Physik bezeichnet Kausalitdt (oder auch Mikrokausalitat) eine transitive und
asymmetrische Relation zwischen zwei Ereignissen (also Punkten der Raumzeit). Man sagt, dass ein Ereignis
A ein anderes Ereignis B kausal beeinflussen kann, wenn B innerhalb oder auf dem Zukunftslichtkegel von A
liegt. Mit anderen Worten, ein sich maximal mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitendes Signal, das bei A
ausgesandt wird, kann B erreichen.

Anmerkungen

Der Begriff der Kausalitat ist in der Philosophie sehr umstritten und auch in der Physik wird er, abgesehen von
obiger Definition der Mikrokausalitat, eher umgangssprachlich verwendet. Gemeint ist meist, dass ein
Ereignis A einen kausalen Einfluss auf Ereignis B hat, wenn ohne das Ereignis A das Ereignis B nicht
stattgefunden hatte. In konkreten Fallen ist A jedoch oft weder eine hinreichende noch eine notwendige
Bedingung fiir das Eintreffen von B, da B moglicherweise auch von anderen Ereignissen ausgelost werden
kann oder auch das Ereignis A nicht notwendigerweise und immer das Ereignis B zur Folge hat.

In philosophischen Diskussionen versucht man in der Physik das Konzept der Kausalitdt meist zu vermeiden
und durch das besser definierte Konzept der Korrelation oder aber der Determiniertheit zu ersetzen. In der
Quantentheorie wird oft die Frage diskutiert, inwieweit eine Messung an einem System einen Einfluss auf
den Ausgang einer zweiten Messung an einem anderen System haben kann. Dies spielt besonders dann eine
Rolle, wenn die beiden Systeme durch einen verschrankten Zustand beschrieben werden. Die dort
beobachteten Korrelationen (z.B. Verletzungen der Bell’schen Ungleichungen) scheinen einem klassischen
Kausalitatsverstandnis zu widersprechen, da die Messungen meist raumartige Ereignisse bilden (sich also
nicht direkt beeinflussen kénnen, sofern ein Einfluss mit Uberlichtgeschwindigkeit ausgeschlossen wird) und
andererseits eine gemeinsame Ursache ausgeschlossen werden kann, sofern man eine Realitdtsannahme
macht (siehe Realitat).

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Genau wie der Begriff des Determinismus wird der Begriff der ,,Kausalitdt“ von den KMK-Bildungsstandards
bereits im grundlegenden Anforderungsbereich verortet. In den Bildungsplanen werden die Begriffe meist
gemeinsam in Formulierungen verwendet, die darauf abzielen, den stochastischen Charakter des
Messprozesses in der Quantenphysik zu betonen.
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8 KOHARENZ UND DEKOHARENZ

Kurzbeschreibung

Unter Kohdrenz versteht man eine konstante bzw. gleichbleibende Phasenbeziehung. Da Interferenzmuster in
der Quantenphysik nur mit sehr vielen Systemen unter gleichartigen Bedingungen beobachtet werden
kénnen, bedeutet die Kohdrenz in diesem Fall, dass die relativen Phasenbeziehungen zwischen zwei (oder
mehr) interferierenden Anteilen eines Zustands bei vielen gleichartig prdparierten Systemen gleich bleiben.
Von Dekohdrenz spricht man, wenn die Phasenbeziehungen fiir verschiedene aber gleichartig prdparierte
Systeme zufillig werden oder nicht mehr kontrollierbar sind.

Anmerkungen

1. Interferenzmuster treten auf, wenn sich zwei oder mehr Anteile eines Zustands liberlagern und die
relative Phase zwischen diesen Anteilen kontrolliert verandert werden kann. Beim Doppelspalt handelt
es sich um die beiden Anteile des Zustands, die jeweils von einem Spalt herriihren, und die relative
Phase zwischen diesen Anteilen variiert mit der Koordinate auf dem Detektorschirm. Beim
Mach-Zehnder-Interferometer bestehen die Anteile des Zustands aus den beiden moglichen Wegen,
die ein Quantenobjekt genommen haben kann, und die Phase wird durch die Differenz in der optischen
Wegldange bestimmt. Damit ein Interferenzmuster nachgewiesen werden kann, muss das Experiment
sehr oft wiederholt werden und bei all diesen Wiederholungen miissen die relativen
Phasenbeziehungen gleich sein. ,,Welcher-Weg*“-Information zerstort diese Konstanz der
Phasenbeziehungen und damit das Interferenzmuster.

2. Die Interferenzfahigkeit quantenphysikalischer Systeme ist einer der Wesensziige der Quantentheorie.

3. Ein fehlendes Interferenzmuster bedeutet nicht notwendigerweise Dekohdrenz von relativen Phasen.
Bei Einzelphoton-Quantenradierern kann beispielsweise eine Welcher-Weg-Information gewonnen
werden, nachdem die Photonen auf einen Schirm getroffen sind (z.B. an Photonen, die mit den
Photonen, die auf den Schirm getroffen sind, verschrankt waren). Daher sieht man auch auf dem
Schirm zunéchst keine Interferenz. Man kann aber die Welcher-Weg-Information durch eine
komplementdre Messung auch endgiiltig I6schen und dafiir eine komplementare Information
gewinnen, mit der man die Punkte auf einem Schirm nachtraglich ,,markieren“ kann, sodass zwei um
7 /2 versetzte Interferenzmuster sichtbar werden. Das anfanglich fehlende Interferenzmuster war
somit keine Folge einer Dekohérenz.

4. Dekoharenz wurde gelegentlich als Losung des Messproblems angesehen, d.h., die Reduktion des
Quantenzustands wurde mit der Dekoarenz zwischen zwei klassischen Anteilen (z.B. bei der
Superposition von zwei unterschiedlichen Zeigerstellungen eines Messgerats) eines Zustands erklart.
Insbesondere John Bell hat jedoch mehrfach darauf hingewiesen [1], dass man mit Dekoharenz zwar
erklaren kann, weshalb man bei vielen Freiheitsgraden, die nicht kontrolliert werden kénnen, keine
Interferenz mehr beobachten kann und damit makroskopisch den Eindruck gewinnt, als ob ein
reduzierter Zustand vorlage, doch die eigentliche Reduktion des Zustands lasst sich mit Dekoharenz
nicht erklaren.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Die Kohéarenzeigenschaft von Wellen wird (iblicherweise in der Schule im Rahmen von mechanischen Wellen
und elektromagnetischen Wellen bereits vor der Behandlung der Quantenmechanik eingefiihrt. Eine
Ubertragung auf die Quantenmechanik findet oft nur implizit statt, denn in der Schulphysik betrachten wir
lediglich reine Zustdande von Quantensystemen. Dekoharenz fiihrt dazu, dass gemischte Zustdnde vorliegen,
die in der Regel nicht explizit betrachtet werden und die insbesondere im Zusammenhang mit der
Verschrankung zu Schwierigkeiten fiihren. So fallt vielen Schiilerinnen und Schiilern insbesondere die
Unterscheidung zwischen klassischen Korrelationen und Verschrankung schwer (siehe Verschrankung).
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9 KOMPLEMENTARITAT

Kurzbeschreibung

Niels Bohr, der den Begriff der Komplementaritéit 1927 in seinen beriihmten Como Lectures in die Physik
eingefiihrt hat, bezeichnete zwei Eigenschaften als komplementdr, wenn sie nicht gleichzeitig an einem
System gemessen werden kénnen, aber erst in ihrer Gemeinsamkeit ein vollstdndiges Bild einer unabhdéngigen
Realitiit geben. Insbesondere bezeichnete er Raum und Zeit einerseits und das Kausalitdtsprinzip andererseits
als komplementdir [3].

Mathematische Definition

Zwei selbst-adjungierte Operatoren A und B werden als komplementar bezeichnet, wenn ihre Eigenrdume
eindeutig und maximal verschieden sind. Die Bedingung ,,maximal verschieden* bedeutet: Sei {|e;)} die
orthonormierte Basis zum Operator A und {|f;)} die orthonomierte Basis zum Operator B, dann bezeichnet
man diese beiden Basissysteme als maximal verschieden, wenn |(f;|e;}|? = N (unabhingig von i und j) ist.
In endlich dimensionalen Vektorraumen ist N = 1/d (d die Dimension des Vektorraums)

Zwei beobachtbare GroBen A und B sind komplementar, wenn sie durch komplementare Operatoren
reprasentiert werden.

Experimentelle Signatur

Sind zwei beobachtbare GroRen A und 5 komplementar und hat man ein Ensemble von Systemen in einem
bestimmten Eigenzustand von A prapariert (d.h., liefert eine Messung an einem Subensemble dieser
Systeme immer denselben Messwert a), so ist die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Eigenwert b von B
als Messwert von B zu erhalten, unabhangig sowohl von b als auch von a. Man erhilt in diesem Fall die
maximal moégliche Streuung fiir die Messwerte von 5.

Anmerkungen

1. In der Literatur findet man auch andere Definitionen von mathematischer Komplementaritat.
Beispielsweise bezeichnen manche Autoren zwei Operatoren A und B als komplementéar, wenn sie
nicht kommutieren, wenn also [A,B] # 0. In diesem Fall reicht es, wenn die beiden Operatoren auf
einem Unterraum des Vektorraums nicht kommutieren, ansonsten aber gleich sind. Etwas strenger
wird daher manchmal gefordert, dass (1|[A,B]|y) # 0 fur alle |¢)) # 0. In diesem Fall kénnen die
beiden Operatoren jedoch immer noch beliebig nahe beieinander liegen (d.h., der Differenzoperator
hat eine beliebig kleine Norm). Beispielsweise wiirden die Polarisationsfilter zu zwei
Polarisationsrichtungen komplementaren Messungen entsprechen, wenn sie sich um einen beliebig
kleinen Winkel unterscheiden. In diesem Fall liefert eine Messung der Observablen B in einem
Eigenzustand zu A eine (nicht notwendigerweise maximale) Streuung der Messwerte.

Eine sehr strenge Definition fordert von A und B, dass sie kanonische Vertauschungsrelationen
erfllen, dass ihr Kommutator also proportional zur Identitét ist: [A,B] = ic (mit ¢ konstant). Bei dieser
Definition gibt es in endlich dimensionalen Vektorraumen keine komplementaren Operatoren.

2. Beziglich aller oben genannten Definitionen von Komplementaritat sind der Ortsoperator und der
Impulsoperator komplementar, daher sagt man auch schon mal Ort und Impuls seien komplementar.
Da die (uneigentlichen) Eigenrdume zum Ortsoperator ein beliebig scharf lokalisiertes Objekt
beschreiben, das in dieser Hinsicht die Eigenschaften eines Teilchens hat, und die Eigenrdume zum
Impulsoperator ein beliebig ausgedehntes Objekt mit einer scharfen Wellenlange beschreiben, spricht
man auch oft von der ,,Komplementaritdt von Welle und Teilchen®.

Die Beziehungen von deBroglie stellen den Zusammenhang zwischen dem Teilchencharakter und dem
Wellencharakter eines Quantenobjekts her:

h
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Eine KenngroRe fiir Teilchen (der Impuls p bzw. die Energie F) ist gleich dem Planck’schen
Wirkungsquantum h multipliziert mit einer KenngroRRe fir Wellen (die Wellenlange A bzw. die Frequenz
V).

. Die Komplementariat von Observablen und die damit verbundenen Unbestimmheiten der Messwerte
sind Teil der Wesenszlige der Quantenmechanik.

. In der Schule spielt die Komplementaritat von ,, Welcher-Weg-Information* und ,,Beobachtbarkeit
eines Interferenzmusters* eine wichtige Rolle: Ist Welcher-Weg-Information vorhanden (oder
zumindest prinzipiell moglich), kann man kein Interferenzmuster beobachten. Ein Versuch, diese
Komplementaritat zu quantifizieren, stellt die Greenberger-Englert-Ungleichung dar [6, 4]. Es handelt
sich hierbei um eine spezielle Form der Welle-Teilchen-Komplementaritat (und damit letztendlich der
Ort-Impuls-Komplementaritat): Ist bekannt, welchen Weg ein Quantenobjekt genommen hat, zeigt
dieses Quantenobjekt die Eigenschaften eines Teilchens; beobachtet man ein Interferenzmuster, wird
daran der Wellencharakter deutlich.

. Ebenfalls komplementar in dem hier angegebenen Sinne sind zwei Polarisationsbasen (zu Licht), die
maximal verschieden sind, z.B. die Basis der horizontal/vertikalen Polarisationen {h,v} und die Basis
der plus/minus diagonalen (unter £45° geneigten) Polarisationen {+,—}. (Diese beiden Basispaare
spielen in der Quantenkryptographie bzw. allgemeiner der Quanteninformation eine wichtige Rolle.)
Aber auch die links/rechts zirkularen Polarisationen {L,R} sind komplementar zu den beiden
genannten Basissystemen. Die folgenden drei Vektorpaare entsprechen diesen Polarisationsbasen.
Man (iberzeugt sich leicht, dass das Quadrat des Skalarprodukts von je zwei Vektoren aus
verschiedenen Basissystemen immer gleich 1/2 ist:

T T - ()

. Niels Bohr sah in der Komplementaritat ein Grundprinzip der Natur und wollte diesen Begriff auch auf
andere Bereiche aulRerhalb der Quantentheorie oder Physik ausdehnen. Er verstand darunter zwei
Perspektiven auf die Welt, die erst in ihrer Gemeinsamkeit ein vollstandiges Bild ergeben, aber nicht
gleichzeitig eingenommen werden kdnnen. Ein gelegentlich zitiertes Beispiel von komplementaren
Begriffen in diesem Sinne sind ,,Wissen und Glauben*.

. Der hier angegebene Komplementaritatsbegriff ist zu unterscheiden von der mengentheoretischen
oder auch der logischen Komplementaritat, wo dieser Begriff einer Negation bzw. dem Gegenteil von
Etwas entspricht: Das mengentheoretische Komplement zu einer Menge A bezeichnet eine Menge " A,
die genau jene Elemente enthalt, die nicht in A enthalten sind. Das logische Komplement zu einer
Aussage bezeichnet das logische Gegenteil zu dieser Aussage.

Wenn man bei einem Mach-Zehnder-Interferometer von der Komplementaritat der beiden
Interferenzmuster hinter den beiden Ausgéngen spricht, bezieht sich diese Komplementaritat auf das
mengentheoretische Konzept, nicht auf das quantenmechanische. Legt man die beiden
Interferenzmuster Gbereinander, erhalt man eine Gleichverteilung.

. In der Quantentheorie impliziert die Komplementaritat zweier Observablen, dass die Varianzen der
beiden Observablen nicht beide beliebig klein werden kénnen. Meist besteht zwischen den Varianzen
der Messwerte zu diesen beiden Observablen an einem Ensemble gleichartig praparierter Systeme
eine sogenannte Unbestimmtheitsrelationen bzw. Unscharferelationen: Je kleiner die Varianz zu einer
Observablen wird umso groRer wird die Varianz der anderen Observablen.
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Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Der Begriff der Komplementaritat wird in den KMK-Standards fiir das grundlegende und das erhohte
Anforderungsniveau festgeschrieben. In vielen Bildungspldanen wird die Komplementaritat als
Komplementaritat von Welle und Teilchen beschrieben, in der Form, dass Quantenobjekte sowohl Wellen- als
auch Teilcheneigenschaften haben, diese sich aber nicht gleichzeitig und unabhangig voneinander
beobachten lassen. Mit den neuen Bildungsstandards werden dabei auch Interferometrieexperiemente, wie
das Mach-Zehnder-Interferometer haufiger in den Bildungsplanen aufgegriffen und mit ihnen die sogenannte
Welcher-Weg-Information.
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10 LOKALITAT

Kurzbeschreibung

Lokalitit bezeichnet eine Forderung der speziellen Relativitdtstheorie, wonach sich kausale Einfliisse nicht
schneller als mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kénnen.

Im Zusammenhang mit der Quantentheorie wird immer wieder diskutiert, ob es wirklich Fernwirkungen
(,,spooky action at a distance“) gibt. Das Reduktions- oder Kollapspostulat der Quantentheorie besagt, dass
der Zustand eines Systems unmittelbar nach einer Messung durch den Eigenvektor zu dem beobachteten
Messergebnis zu beschreiben ist. Handelt es sich bei dem Zustand |¢)) vor der Messung um einen raumlich
ausgedehnten Zustand, und bei dem Zustand |\) nach der Messung um einen rdumlich lokalisierten Zustand,
so hat ,,instantan® eine nicht-lokale Reduktion des Zustands stattgefunden, die der Relativitatstheorie zu
widersprechen scheint, zumindest, sofern man dem Zustand eine objektive (eventuell sogar substantielle)
Bedeutung zuschreibt.

Betrachten wir als Beispiel den Einstein-Podolsky-Rosen-Zustand (kurz EPR-Zustand)
1
V2

wobei |a,r) den Zustand eines Systems (z.B. ein Photon oder Elektron) am Ort z beschreibt, das die
Eigenschaft a (z.B. eine bestimmte Polarisation oder eine Spinorientierung beziglich einer bestimmten
Richtung) besitzt, entsprechend fiir die anderen Kombinationen. z und y seien rdaumlich weit entfernte
Punkte. Wird nun bei Punkt x eine Messung vorgenommen und der Messwert a registriert, reduziert sich der
EPR-Zustand instantan zu dem Zustand |a,z)|b,y). Insbesondere dndert sich die Vorhersage fiir eine Messung
an Punkt y instantan von vorher ,,50%/50% a oder b“ zu ,,100% b*“. Ob dieses Verhalten die (relativistische)
Lokalitat verletzt oder nicht, hangt von der Interpretation des Zustands ab. Im Rahmen der Kopenhagener
Deutung (und noch extremer beispielsweise im Rahmen der Quanten-Bayesianismus-Interpretation der
Quantentheorie) bezieht sich der Zustand nur auf das Wissen Uber ein System. Wahrend somit eine Person
bei x den Zustand unmittelbar nach der Messung reduziert, wird fiir eine Person bei y dieses Wissen erst
spater zugangig. In diesen Interpretationen kann einem System ein Zustand nicht per se zugeschrieben
werden, sondern jede Person schreibt dem System einen Zustand entsprechend seinem bzw. ihrem
Vorwissen zu.

[EPR) = —=(la,2)|b,y) — [b,z) a.y))

Diese Situation ist natirlich sehr unbefriedigend und viele Interpretationen gehen von einem objektiven (d.h.
von einer Person unabhangigen) Zustandsbegriff aus. Je nach Grad der Realitat, die man einer Wellenfunktion
zuschreibt (bis hin zu einem unabhéangig existierenden Fiihrungsfeld in der Bohm’schen Mechanik), wird die
relativistische Lokalitat verletzt. Da aber Quantenkorrelationen nicht dazu genutzt werden kdnnen, gezielt
Information oder gar Energie zu libertragen, liegt keine Verletzung in einem objektiv nachweisbaren Sinne
vor. Messungen an einem EPR-Zustand kann man nicht als ,,Ursache fiir“ oder ,,Wirkung von* etwas
interpretieren, daher besteht zwischen diesen Messungen auch keine notwendige kausale Abhangigkeit.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Obwohl der Begriff der Lokalitat in vielen Quantenmechanikvorlesungen an der Universitat nicht behandelt
wird, ist er gemeinsam mit dem Begriff der ,,Realitdt“ in die KMK-Bildungsstandards aufgenommen worden
und im grundlegenden wie im erhéhten Unterrichtsniveau zu unterrichten. Zum EPR-Paradoxon sowie zur
sogenannten ,,spukhaften Fernwirkung® gibt es viel popularwissenschaftliches Material. Gelegentlich wird
darin die Fehlvorstellung, mit den Gesetzen der Quantenmechanik kdnne entgegen der Annahmen der
Relativitdtstheorie Information mit Uberlichtgeschwindigkeit gesendet werden, verbreitet. Die in der
Fachwissenschaft weit verbreitete Annahme, dass keine Information sich schneller als mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kann wird auch ,,no-signaling theorem* genannt. Um den Begriff der
Lokalitat und insbesondere seine Problematik in der Quantenmechanik zu erarbeiten, bendtigt es
verschrankte Zustdnde, wie den EPR-Zustand. Wiirden wir nur separable Zustdnde betrachten, gabe es bei
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der Messung des Zustands eines Teilsystems keine Reduktion des Zustands eines weiteren Teilsystems und
somit auch nichts, was einen nichtlokalen Charakter hat.
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11 MESSUNG UND PRAPARATION

Kurzbeschreibung

In der Quantentheorie versteht man unter einer Messung die Kopplung eines Systems, dessen Eigenschaften
untersucht werden sollen, an ein als klassisches System beschreibbares Gerdt, das seinen Zustand aufgrund
einer Wechselwirkung mit dem untersuchten System verdndert. Diese Veréinderung ldsst sich an dem
Messgeriit als Zahl (Zeigerstellung) ablesen und gibt Aufschluss tiber den Zustand des untersuchten Systems.
Dazu wird erwartet, dass man die Funktionsweise des Messgeréits verstanden hat. Unter einer Priparation
versteht man die Selektion von Systemen, die beziiglich bestimmter Observablen dieselben Eigenschaften
haben.

Anmerkungen

1. Der Begriff der Messung spielt in der Quantentheorie eine wichtige, aber auch sehr umstrittene Rolle.
Einerseits haben die Begriinder der Quantentheorie, allen voran Bohr und Heisenberg, Wert darauf
gelegt, dass sich die Quantentheorie nur auf das Beobachtbare beziehen darf, und sie haben daher ihre
Axiomatik der Quantentheorie auf dem Beobachtbaren und damit den Ergebnissen von Messungen
aufgebaut. Andererseits haben Kritiker wie John Bell (1928—-1990) immer wieder betont, dass bei einer
wirklich fundamentalen Theorie die Beschreibung einer ,,Messung* eigentlich aus dem Formalismus
ableitbar sein sollte. In einem beriihmten Artikel Against ‘Measurement’ [1] spricht sich Bell dafir aus,
diesen Begriff — natiirlich nicht das Experiment als physikalische Methode — ganz aus dem Vokabular
der Physik zu verbannen, zumindest wenn man lber die Grundlagen der Quantentheorie spricht, da es
sich letztendlich nur um eine besondere Form von Wechselwirkung zwischen zwei Systemen handelt,
die zumindest theoretisch durch eine fundamentale Theorie beschreibbar sein sollte.

2. In der klassischen Physik versteht man unter einer Messung im Idealfall eine neutrale Beobachtung,
mit der man eine Information Gber den Zustand des gemessenen Systems erhalt, ohne dass die
Messung den Zustand dieses Systems beeinflusst. Falls die experimentelle Messanordnung aus
praktischen Griinden den Zustand des System doch verandert, bezieht man die gewonnene
Information auf den Zustand des Systems unmittelbar vor der Messung. Diese Idealvorstellung einer
Messung ist in der Quantentheorie im Allgemeinen nicht mehr haltbar.

Am Beispiel der Polarisationszustdnde einzelner Photonen kénnen wir die Bedeutung und Wirkung von
,Messgeraten* wie Polarisationsfiltern, Detektoren und Polarisationsstrahlteilern in mehrere Klassen
unterteilen:

1. Der Durchtritt eines Photons durch einen Filter ist eine Préparation, insbesondere wenn lber den
Zustand des Photons vorher nichts bekannt ist. Hinter dem Filter hat ein hindurchgetretenes Photon
eine bekannte Polarisation.

2. Ob ein Photon einen Filter passiert hat oder nicht, weils man im Allgemeinen nicht. Ein Detektor hinter
einem Filter kann ein Photon registrieren, allerdings wird das Photon dabei im Allgemeinen absorbiert
und somit entweder vernichtet oder aber in seinem Zustand drastisch verandert. Meist kann man mit
einem solchen Photon keine weiteren kontrollierten Experimente durchfiihren. Es hat aber ein
Nachweis des Photons stattgefunden.

3. Eine Bestdtigung findet statt, wenn man (aufgrund der Theorie) weil, in welchem Polarisationszustand
sich ein Photon befindet — beispielsweise, weil es einen bestimmten Filter passiert hat — und man nun
eine Messung genau dieser Eigenschaft durchfiihrt (also z.B. einen zweiten Filter mit exakt derselben
Polarisationsrichtung hinter dem ersten aufbaut). Eine Bestatigung dndert unsere Information Uber ein
System nicht. Allerdings konnte man auf einer Meta-Ebene sagen, dass eine Bestadtigung eine Theorie
testet (es kdnnte ja sein, dass Photonen ihre Polarisationsrichtung spontan verandern). Auf einer
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Meta-Ebene kann eine Bestatigung also einen informativen Charakter haben, im Rahmen einer Theorie
flihrt eine Bestatigung jedoch nicht zu einem Informationszuwachs.

4. Die Wirkung eines Polarisationsstrahlteilers bzw. Polwiirfels mit anschlieRenden Detektoren in beiden
Strahlgdngen ist das, was man landlaufig als ,,Messung® bezeichnet. Allerdings muss betont werden,
dass man die Polarisation eines einzelnen Lichtquants gar nicht messen kann: Selbst wenn ein
Lichtquant von einer anderen Person im Zustand |a) prapariert wurde, uns diese Orientierung « aber
nicht bekannt ist, gibt es kein Experiment, das uns diese Orientierung als Ergebnis liefert. Auf dieser
Eigenschaft von Quantensystemen beruht auch die Quantenkryptographie. Man muss sich in einer
konkreten Situation auf eine Orientierung des Polarisationsstrahlteilers festlegen und kann dann
beziglich dieser Orientierung eine ,Messung‘ vornehmen.

Erwin Schrodinger hat (scherzhaft) vorgeschlagen, den Begriff der Messung in der Quantentheorie durch
,,Prokrustie* zu ersetzen (nach dem Riesen der griechischen Mythologie, der seinen Gaste die Beine abhackte
oder sie streckte, damit sie in seine Betten passten) [12]. Messungen zwingen ein System in einen
Eigenzustand zu der Observablen, allerdings betont Schrédinger zurecht, dass wir als Experimentatoren —im
Gegensatz zu dem Riesen Procrustes — uns diesen Zustand nicht aussuchen kénnen.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Da die Messung eine wichtige Rolle in der Quantenphysik spielt und sich von einer Messung in der
klassischen Physik unterscheidet, wird sie wohl in jedem Unterrichtsgang zur Quantenphysik thematisiert
werden. Der Begriff wird daher auch in den Bildungsplanen aufgegriffen, oft in Verbindung mit den Begriffen
Realitat, Lokalitat und Verschrankung. Vermieden wird dabei in der Regel darauf, den Zusammenhang zu
Eigenzustanden von Observablen explizit zu machen. Beispielsweise kann in der Schule davon gesprochen
werden, dass eine Messung in der Quantenmechanik projektiv und invasiv ist. Im erhéhten
Anforderungsbereich wird von den KMK-Standards die Koinzidenzmethode zum Nachweis einzelner
Photonen gefordert.
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12 OBSERVABLE

Kurzbeschreibung
Observable sind physikalische GréfSen, die man an einem physikalischen System messen kann.

Anmerkungen

1. John von Neumann definiert ein physikalisches System durch die Menge der Observablen, die an
diesem System beobachtet werden kdnnen [9]. Welche Observablen das sind, ist eine
Erfahrungstatsache. Erst durch das Ergebnis des Stern-Gerlach-Experiments 1922 erkannte man, dass
es neben Ort und Impuls noch einen weiteren Freiheitsgrad gibt, den man an einem Elektron messen
kann, namlich seine Spinorientierung entlang einer vorgegebenen Achse. Man kann daher nie
behaupten, samtliche an einem System messbaren Observablen zu kennen, bzw. es kann nie
ausgeschlossen werden, dass in Zukunft noch weitere Observablen bekannt werden. Ein allgemeiner
physikalischer Formalismus muss fiir eine Theorie bzw. ein Modell zunachst klaren, welche Observablen
es gibt bzw. bekannt sind und wie diese Observablen mathematisch reprasentiert werden sollen.

2. Die physikalische Realisierung einer Observablen erfolgt durch die Angabe des Messprotokolls, wie
eine Messung dieser Observablen durchzufiihren ist. Es ist eine Abfolge von Schritten, die angeben, in
welcher Form ein System mit einer Messapparatur gekoppelt wird und wie die Veranderungen an der
Messapparatur (z.B. die Zeigerstellung) abgelesen werden. Aus diesen Verdnderungen muss sich eine
Zahl bestimmen lassen, die man als das Ergebnis der Messung bezeichnet, und die eine Aussage liber
den Zustand eines Systems — z.B. wie es prapariert wurde — macht. Hier bezeichne ich die physikalische
Observable als Messvorschrift mit kalligraphischen Buchstaben, z.B. R, die zugehorige mathematische
Darstellung dieser Observablen kennzeichne ich durch R. Sehr oft wird aber nicht zwischen diesen
beiden Objekten unterschieden und es wird erwartet, dass man im Einzelfall entscheiden kann, ob die
physikalische Messvorschrift oder die mathematische Darstellung gemeint ist.

3. Observablen bilden nicht einfach nur eine strukturlose Menge, sondern es gibt auch Beziehungen
zwischen den Observablen, die bekannt sein sollten und sich in der mathematischen Darstellung
widerspiegeln missen. Kennt man eine Observable R, also die Vorschrift, wie man diese Observable
an einem System messen kann, so kennt man auch die Observable f(R) fir eine Funktion f: Man
misst die Observable R an einem physikalischen System und bildet von dem erhaltenen Messwert r
die Funktion f(r). Insbesondere ist die Observable a’R (fiir eine beliebige reelle Zahl «) durch die
Messvorschrift von R gegeben, wobei jeder gemessene (an einer Zeigerstellung abgelesene Messwert)
mit o multipliziert wird. Lassen sich zwei Observable R und S gleichzeitig an einem System messen
(das bedeutet, es gibt ein Protokoll, bei dem man gleichzeitig einen Messwert sowohl fiir R als auch
fur S erhdlt — diese Werte seien r und s), dann ist die Observable f(R,S) definiert als die
Messvorschrift, bei der von den Messwerten die Funktion f(r,s) gebildet wird.

Bei Observablen R und S, die sich nicht gleichzeitig an einem System messen lassen — solche
Observablen bezeichnet man als nicht kompatibel —, sind allgemeine Funktionen f(R,S) zunéchst
nicht definiert. Insbesondere sind auch Ausdriicke der Art R + S oder R - S als Messvorschriften nicht
definiert.

4. Die mathematische Darstellung (Reprasentation) einer Observablen hangt von der Theorie ab, die wir
verwenden. In der klassischen Mechanik handelt es sich bei Observablen um Funktionen von Ort und
Impuls (bzw. Geschwindigkeit), d.h. Funktionen auf dem Phasenraum. In der Quantenmechanik werden
Observable durch sogenannte selbst-adjungierte bzw. hermitesche Operatoren auf einem
Hilbert-Raum — einem Vektorraum mit einem Skalarprodukt — dargestellt.

An dieser Stelle sollte man betonen, dass die mathematische Darstellung einer Observablen nicht den
Messprozess reprasentiert, also den dynamischen Vorgang der Messung, sondern eher die Informationen,
die man durch solche Messungen erlangen kann: die Menge der moglichen Messwerte sowie die Zustande,
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die mit diesen Messwerten verbunden sind. In diesem Sinne (und in Anlehnung an einen Ausdruck von
Schrodinger [11] zum Begriff der Wellenfunktion) kann man von einer Observablen als einem ,,Katalog von
moglichen Ergebnissen sprechen.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Der Begriff der Observable wird in der Schule meist nicht eingefiihrt und eher intuitiv verwendet.
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13 Penny-Flip-Spiel

Kurzbeschreibung

Das Penny-Flip-Spiel ist ein einfaches Beispiel fiir eine Spielregel, bei der es klassisch keine Gewinnstrategie
gibt, bei der es aber in dem erweiterten Zustandsraum einer Quantenversion eine hundertprozentige
Gewinnstrategie gibt. Das Spiel wurde 1999 von David Meyer in einem Artikel zu Quantenstrategien erwdhnt
[10].

Beim Penny-Flip-Spiel spielen zwei Personen — Alice und Bob — gegeneinander. In der klassischen Version darf
Alice eine Miinze so praparieren, dass diese ,,Kopf* oder “Zahl* zeigt. Bob darf nun diese Miinze umdrehen

oder so belassen, wie sie ist, jedoch ohne dass Alice weil}, was Bob getan hat. Alice darf nun entscheiden, ob
die Miinze nochmals umgedreht wird oder nicht. Alice hat gewonnen, wenn die Miinze am Ende ,,Kopf* zeigt.

In dieser klassischen Version hat Alice nur eine 50-prozentige Chance zu gewinnen, da sie nicht weil3, zu
welcher Aktion sich Bob entschieden hat. In der Quantenversion des Spiels darf Alice die Miinze in einem
beliebigen Quantenzustand praparieren, z.B. in dem Zustand

1
V2

Bob darf nun wiederum die Miinze umdrehen (d.h., er darf |Kopf) und |Zahl) vertauschen) oder er darf
,,Kopf“ und ,,Zahl“ so belassen, wie sie sind. Offenbar dndern beide Transformationen aber an dem von Alice
praparierten Quantenzustand nichts. Wenn Alice nun eine Hadamard-Transformation (siehe Quantengatter)
durchfihrt, Gberflhrt sie den Zustand in den Zustand |Kopf). Sie hat also in jedem Fall gewonnen,
unabhangig davon, was Bob gemacht hat.

[Minze) = <|Kopf> + |Zah|>) .

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Das Penny-Flip-Spiel ist zwar nicht Teil der Rahmenlehrplédne, es lasst sich aber sehr einfach beschreiben und
mit den Methoden eines zweidimensionalen Vektorraums erklaren. Die zentrale Idee ist, dass der Vektor

1
L <1> nicht verandert wird, wenn man ,,Kopf* und ,,Zahl* vertauscht, also eine Spiegelung an der

V2
positiven Diagonalen vornimmt.
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14 QUANTENALGORITHMUS

Kurzbeschreibung

Ein Algorithmus ist eine Handlungsvorschrift zur Lésung eines Problems. Beispielsweise kann ein Kochrezept
als Alltagsbeispiel eines Algorithmus gedeutet werden. Ein fundamentales Prinzip der Informatik ist das
Eingabe-Verarbeitung-Ausgabe-Prinzip, kurz EVA-Prinzip, wobei hier der Algorithmus fiir die Verarbeitung der
Eingabe sorgt und dann eine Ausgabe bereithdlt. Ein Quantenalgorithmus funktioniert nach dem gleichem
Prinzip, lediglich wird die Information, die verarbeitet wird, in Quantenzustdnden codiert und diese wird
mittels Quantengattern (siehe Artikel Quantengatter) verarbeitet.

Da wir die Zustdnde 0 und 1 eines klassischen Bits auch in einem QuBit speichern kénnen und die Bool’schen
Gatter NOT, AND, OR oder XOR auch auf Quantencomputern ausfiihren kdnnen?, kénnten wir mit einem
funktionsfahigen Quantencomputer prinzipiell auch alle klassischen Algorithmen ausfiihren.

Es gibt dariber hinaus allerdings auch echte Quantenalgorithmen, die sich nicht von einem klassischen
Computer ausfiihren lassen und die teilweise bewiesene Vorteile gegeniiber klassischen Computern besitzen.
Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist der Grover-Algorithmus, der 1996 von Lov Grover vorgeschlagen wurde,
und der die Suche in einer unsortierten Datenbank beschleunigt. Wahrend der beste klassische Algorithmus
die Datenbank stupide Element fiir Element durchsuchen muss und so im Schnitt die Halfte der Elemente
anschauen muss, schafft es der Grover-Algorithmus mit y/n Aufrufen einer Operation, wobei n hier die
Anzahl der Elemente in der Datenbank ist. Allerdings ist dieser Rechenvorteil (oft (quantum) Speed-up
genannt) hier lediglich ein Wurzelfaktor. Interessanter fir die Anwendung waren Quantenalgorithmen, die
einen exponentiellen Vorteil gegeniiber herkdmmlichen Algorithmen bieten. Der Shor-Algorithmus zum
Faktorisieren von Zahlen ist ein Beispiel fiir einen Quantenalgorithmus, der exponentiell schneller arbeitet als
der beste bekannte Algorithmus. Interessanterweise ist es ein offenes Problem, ob die Faktorisierung nicht
auch auf klassischen Computern effizient I6sbar ist und wir einfach noch nicht den richtigen klassischen
Algorithmus gefunden haben. Ein solcher effizienter klassischer Algorithmus ist aktuell nicht bekannt. Es ist
allerdings auch kein Beweis bekannt, der zeigt, dass es keinen solchen Algorithmus geben kann. Da der
Shor-Algorithmus ein durchaus wichtiges Problem effizient I6st, das auch Auswirkungen auf einige
asymmetrische Verschllisselungsverfahren wie das RSA-Verfahren haben wiirde, wird er immer wieder als
prominentes Beispiel herangezogen.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Quantenalgorithmen werden weder in den KMK-Bildungsstandards noch in den Bildungsplanen der Lander
flir das Fach Physik thematisiert. Ebenso wie Quantengatter werden sie im Wahlbereich des Bildungsplans fiir
das Fach Informatik in Sachsen aufgegriffen. Im Physikunterricht tauchen Quantenalgorithmen insbesondere
bei Schillerprasentationen iber Quantencomputer auf.

2Man muss bei diesem Vergleich allerdings etwas vorsichtig sein. In der Bool’schen Informatik gibt es irreversible Gatter, wie das AND Gatter.
Bei diesen Gattern kann man aus der Ausgabe nicht eindeutig auf die Eingabe schlieRen. Da Quantengatter unitdren Operationen entsprechen, die
insbesondere immer invertierbar sind, gibt es nicht direkt ein Quanten-AND. Allerdings kann ein Gatter gebaut werden, das zwei QuBits als Input hat
und zwei QuBits als Output, wovon eines der Output-QuBits dem UND der zwei Eingangs-QuBits entspricht.
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15 QUANTENGATTER

Kurzbeschreibung

Quantengatter sind die elementaren Bausteine eines Quantenalgorithmus. Sie kénnen auf unterschiedlichen
Plattformen, wie supraleitenden Schaltkreisen oder gefangenen lonen, realisiert werden. In der
Quanteninformationsverarbeitung interessiert man sich dabei besonders fiir die Fehlerrate der Gatter, da die
Fehlerkorrektur deutlich aufwendiger ist als in klassischen informationsverarbeitenden Systemen.

Ein Quantenalgorithmus (siehe Quantenalgorithmus) ist eine feste Abfolge von Quantengattern. In der Regel
sind Quantengatter unitidre Operationen auf ein oder zwei QuBits. Darliber hinaus gibt es auch
Quantengatter, die auf drei oder mehr QuBits gleichzeitig wirken, allerdings kénnen auf den meisten
Quantencomputern nur Ein-Qubit-Gatter und Zwei-QuBit-Gatter realisiert werden. Wenn wir den Zustand
eines einzelnen QuBits auf der Bloch-Kugel darstellen, dann beschreibt ein Ein-QuBit-Gatter eine Rotation
oder Spiegelung auf der Bloch-Kugel. Zum Beispiel Gberfuhrt das Gatter X (manchmal spricht man auch vom
,»Pauli-X-Gatter“, da es durch die Pauli-Matrix o, reprasentiert wird) den Zustand |0) in den Zustand |1) und
umgekehrt. Es wird daher auch als NOT-Gatter bezeichnet, weil es die gleiche Funktion wie das klassische
NOT-Gatter erfillt. In der Vektorschreibweise gilt:

N N T [

Im Gegensatz zum klassischen NOT-Gatter, haben die klassischen Gatter AND, OR und XOR kein direktes
Quantenanalogon. Das liegt daran, dass die Quantengatter (da sie eine unitdre Operation beschreiben)
immer reversibel sind. Die Gatter AND, OR und XOR haben jedoch einen zwei Bits umfassenden Input und
geben lediglich ein einziges Bit aus. Sie kdnnen daher nicht reversibel sein, da wir beispielsweise bei einem
Output eines AND-Gatters von 0 nicht unterscheiden kénnen, welche der drei Inputs 00, 01 oder 10 vorlag.

Uber die klassischen Gatter hinaus gibt es Quantengatter wie das Hadamard-Gatter H, das aus den
Basiszustanden Superpositionen bildet. Es wirkt beispielsweise auf die Zustdnde |0),|1) wie folgt:

11 -1\ o)+ 1) 11 -1\ oy — 1)
H|O>_2<1 1>_\/§ H’1>_2<1 1>_\/§'

In der Basis {]0),|1) } ausgedrickt handelt es sich also um gleichmé&Rige Superpositionen der Basiszustande.
Auf der Bloch-Kugel transformiert das Hadamard-Gatter den Nord- und Stdpol auf Antipoden auf dem
Aquator. Fiir das Hadamard-Gatter gibt es kein analoges klassisches Gatter.

Das CNOT-Gatter, also das kontrollierte Nicht, ist das bekannteste Gatter, das auf zwei QuBits wirkt. Es flihrt
eine NOT-Operation — also ein X -Gatter — auf dem zweiten QuBIt aus, wenn sich das erste QuBit im Zustand
|1) befindet und dndert nichts am Zustand des zweiten QuaBits, falls das erste QuBit sich im Zustand |0)
befindet. Wir wahlen die folgende Standardbezeichnungen der Basen:

0

0

|00) = , |01) = . 10) = aE |11) =

o O O =
O O = O
— o O O

0

Dann konnen wir das CNOT-Gatter mit folgender unitdrer Matrix beschreiben:

1 000
CNOT — 0100
0 0 01
0 010
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Wir sehen, dass der linke obere Block einer Identitat entspricht, also dem Fall, wenn das Kontroll-QuBit (das
erste QuBit) sich im Zustand |0) befindet, und der rechte untere Block dem X entspricht. Das CNOT-Gatter
bildet gemeinsam mit den Ein-QuBit-Gattern eine universelle Gattermenge. Das bedeutet, jeder
Quantenalgorithmus kann als Abfolge von Ein-QuBit-Gattern und CNOT-Gattern dargestellt werden. Alle
Gatter, die auf mehr als zwei QuBits wirken, kénnen durch eine Folge von Ein-QuBit- und CNOT-Gattern
ausgedrickt werden. Bei aktuellen Hardwareimplementierungen liegt die Fehlerrate von CNOT-Gattern grob
in der GroRRenordnung von 0,1%. Dies ist die dominierende Fehlerproblematik, die eine Skalierung der
Hardware hin zu gréBeren Quantencomputern und Quantenalgorithmen mit vielen Gattern behindert.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Die Behandlung von Quantengattern ist fiir das Fach Physik weder in den KMK-Standards noch in den
Bildungsplanen der Lander vorgesehen. Im Informatikbildungsplan in Sachsen gibt es einen Wahlbereich
Quanteninformatik, in dem Quantengatter Inhalt sind. Klassische Gatter werden typischerweise im
Informatikunterricht der Mittelstufe, spatestens Oberstufe unterrichtet. Es ist durchaus denkbar, dass
Quantengatter in diesen Unterrichtsgangen als Ausblick flr eine andere Art der Informationsverarbeitung
behandelt werden. Hierbei kbnnte man beispielsweise auf die Reversibilitat der Gatter deuten und damit
begrinden, dass man Quanteninformation nicht kopieren kann (nach dem sogenannten no-cloning theorem).
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16 QUBIT

Kurzbeschreibung

Das QuBit ist der elementare Baustein der Quanteninformation, so wie das Bit der elementare Baustein der
digitalen Informationsverarbeitung ist. Die Information eines QuBits kann dabei mithilfe unterschiedlicher
physikalischer Systeme gespeichert werden. Zum Beispiel kbnnen zwei Energieniveaus von lonen oder
neutralen Atomen als QuBit verwendet werden, aber auch in kiinstlich hergestellten gréfSeren Systemen, wie
zum Beispiel supraleitenden Schaltkreisen oder sogenannten Quantenpunkten (quantum dots) kénnen
Strukturen mit zwei ausgezeichneten Energieniveaus gefunden werden, die als QuBit dienen kénnen.

Mathematisch kdnnen die méglichen Zustande eines QuBits durch normierte Elemente eines
zweidimensionalen komplexen Hilbert-Raums # = C? reprasentiert werden. Dabei bezeichnen wir zwei
Basiszustdnde dieses Raums als |0) und als |1) in Anlehnung an die beiden Zustdnde 0 und 1 eines klassischen
Bits. Wir legen willkiirlich meistens folgende Notation fest:

() o)

QuBits kdnnen in beliebigen Uberlagerungszustinden dieser Basis prapariert werden, im Allgemeinen kann
ein QuBit also folgende Zustdnde einnehmen:

W) =al0) + B1), @BeC und |af2+|B=1.

Alle Zustande eines einzelnen QuBits kdnnen durch eine sogenannte Bloch-Kugel, auch
Poincaré-Bloch-Kugel®, dargestellt werden (siehe Abbildung 2).

Abbildung 2: Die Bloch-Kugel fiir QuBits. Die Kugeloberflache reprasentiert die reinen Zustande, das
Kugelinnere die gemischten Zustdnde. Gegeniiberliegende Punkte (Antipoden) entsprechen orthogonalen
QuBit-Zustdanden.

4= (0 +11)
- = 250 - 1)
+) = 2=(0) + 1)
=)= =0~ 1)

1)

Betrachten wir mehr als ein QuBit, dann gibt es Zustdnde (die sogenannten verschriankten Zustande), die sich
nicht durch zwei Bloch-Kugeln reprdsentieren lassen. Mit Aristoteles und Einschub gesprochen gilt in der
Quanteninformation fir Mehr-QuBit-Systeme: ,,Das Ganze ist [potenziell] mehr als die Summe seiner Teile“.

3poincaré verwendete diese Darstellung schon fir die Polarisationszustande von klassischem Licht. Fiir einzelne Photonen codiert die Polarisation
ebenfalls die Information von einem QuBit.
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Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Der Begriff des QuBits ist weder in den KMK-Standards noch in den Bildungsplanen vorgesehen. Allerdings ist
der Begriff in neueren didaktischen Zugdngen zur Quantenphysik weit verbreitet und viele Schiilerinnen und
Schiler begegnen ihm in der populdrwissenschaftlichen Literatur. Durch die Behandlung im Unterricht kann
den Schiilerinnen und Schiilern dadurch eine fundierte Grundlage fiir eine weiterfiihrende Beschaftigung
ermoglicht werden, die der Mythisierung der Quantenmechanik und Quanteninformationsverarbeitung
entgegenwirken kann. Die in der Literatur haufig verwendete Bloch-Kugel zur Reprasentation der Information
eines QuBits eignet sich unserer Meinung nach allerdings weniger fir den Schulgebrauch. Das liegt daran,
dass Zustande, die im Hilbert-Raum orthogonal sind, als Antipoden auf der Bloch-Kugel reprasentiert werden.
Falls man nun mit Hilfe der Born’schen Regel Wahrscheinlichkeiten fiir Messergebnisse berechnen mochte
und hierzu ein Skalarprodukt verwendet, dann kann es zu Verwirrungen kommen, da die Zusténde |0) und |1)
flr die Schiilerinnen und Schiiler auf der Bloch-Kugel als Vektoren dargestellt werden, die kollinear sind und
nicht orthogonal. Diese Schwierigkeit kann man umgehen, indem man lediglich Zustiande betrachtet, die mit
reellen Parametern «, 3 beschrieben werden kdnnen. Den Zustandsraum fiir diese Zustdnde kdnnen wir mit
einem, in der Schule wohlbekannten, Einheitskreis identifizieren, wobei orthogonale Zustédnde im
Hilbert-Raum auch im Einheitskreis orthogonal erscheinen.

Seite 27



17 REALITAT

Kurzbeschreibung

In der Quantentheorie versteht man unter der Realitéitsannahme meist die Annahme, dass sich einem
gegebenen System zu jedem Zeitpunkt allen Observablen, die sich an diesem System im Prinzip messen lassen,
wohl definierte Ergebnisse bzw. Messwerte zuschreiben lassen. Diese Ergebnisse sind im Allgemeinen nicht
bekannt und lassen sich auch an einem einzelnen System nicht fiir alle Observablen bestimmen.

Der Begriff der Realitdt wurde aufgrund der KMK-Standards in Baden-Wiirttemberg in den letzten
Bildungsplan aufgenommen [2]. Dort heiRt es unter 3.4.6 (Quantenphysik und Materie) Pkt. (7): ,,[Die
Schiilerinnen und Schiiler konnen] erldutern, dass messbare Eigenschaften von Objekten der klassischen
Physik bereits vor ihrer Messung real vorliegen und dass der Wert der Messung unabhangig davon ist, ob
Uberhaupt gemessen wurde. Sie kdnnen beschreiben, dass diese Aussage fir Quantenobjekte im
Allgemeinen nicht gilt (Realitat, zum Beispiel bei verschrankten Photonen)“.

Der Begriff der Realitat in der Quantenphysik im Zusammenhang mit verschrankten Photonen hat eine sehr
spezielle Bedeutung, die in obigem Zitat angedeutet wird. Sie ist nicht in einem allgemeinen philosophischen
Sinn zu verstehen, sondern, wie in der Kurzbeschreibung angedeutet, als die Annahme, dass Ergebnisse von
Messungen schon unmittelbar vor dieser Messung in irgendeiner Form diesem System zugeschrieben
werden konnte. Diese Messwerte ergeben sich aus bestimmten Parametern des Systems — dem genauen Ort,
genauen Lageeigenschaften, eventuell auch genauen Eigenschaften sogenannter verborgener Parameter —
und sie kdnnten von jemandem, der diese Parameter einsehen kann und die Zusammenhéange genau genug
kennt, vorhergesagt werden. Das betrifft z.B. den Messwert zu einer bestimmten Polarisation (d.h. ob ein
Photon durch einen bestimmten Polarisationsfilter tritt oder nicht), eines bestimmten Spins (d.h. ob bei
einem Stern-Gerlach-Experiment ein Atom nach oben oder unten abgelenkt wird) oder dhnlicher
Eigenschaften.

Die Annahmen, die beispielsweise in Bell'sche Ungleichungen eingehen, sind, dass diese Messwerte fiir ein
einzelnes System schon beziiglich aller méglichen Messungen im Prinzip vorliegen, selbst wenn die Messung
nicht durchgefiihrt wird. Es wird z.B. angenommen, dass bei einem Elektron das Ergebnis einer Messung des
Spins bezliglich der z-, - und z-Richtung (und jeder anderen Richtung) festliegt, auch wenn nur eine dieser
Messungen tatsdchlich durchgefiihrt und dieser Messwert bestimmt werden kann. Die Verletzung der
Bell’'schen Ungleichungen in der Quantentheorie wird als Beweis angesehen, dass die Realitdtsannahme in
ihrer hier vorgegebenen Form in der Quantheorie nicht gliltig ist. Die Ergebnisse von Messungen entstehen
im Allgemeinen erst im Augenblick der Messung und auch nur fiir die beobachtbare GréRe, die gemessen
wird. Manche Eigenschaften von Quantenobjekten gibt es nur, wenn man hinschaut.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Gemeinsam mit der Lokalitdt hat der Begriff der Realitdt mit den KMK-Bildungsstandards eine grofRere
Bedeutung in den Bildungsplanen erhalten. Klassischerweise werden die Begriffe der Lokalitdt und Realitat
im Zusammenhang mit Bell’schen Ungleichungen eingefiihrt. Dabei hat sich vor allem die CHSH-Ungleichung
als Standardungleichung etabliert. Somit halten auch verschrankte Zustande Einzug in den Unterricht, wobei
die Thematik der Verschrankung nicht explizit in den KMK-Bildungsstandards aufgefiihrt ist. Die meisten
Bildungsplane flihren sie allerdings im Zusammenhang mit der Lokalitdt und Realitat auf.
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18 REDUKTIONSPOSTULAT (KOLLAPSPOSTULAT)

Kurzbeschreibung

Das Reduktionspostulat in der Quantenmechanik besagt, dass der Zustand eines Systems nach einer Messung
einer Observablen A, bei der ein Ergebnis a gemessen wurde, durch den Eigenraum (Eigenvektor) des
selbst-adjungierten Operators A zu der Observablen A zum Eigenwert a beschrieben wird.

Anmerkungen

1. Ist der Eigenwert a des Operators A nicht entartet, ist der zugehorige Eigenraum eindimensional und
beschreibt somit eindeutig einen reinen Zustand. Ist der Eigenwert von a jedoch entartet, d.h., der
zugehorige Eigenraum ist mehrdimensional, so muss der Zustand |¢), durch den das System vor der
Messung beschrieben wurde, auf den Eigenraum projiziert werden. Sei P, der Projektionsoperator auf
den (mehrdimensionalen) Eigenraum zum Eigenwert a, so ist [t),) = P,|v)/|Py|1)| der Zustand des
Systems nach der Messung. Dies bezeichnet man auch als von Neumann-Liiders’sches
Projektionspostulat. Ist der Eigenraum zum Eigenwert a eindimensional, sind die beiden Definitionen
dquivalent.

2. Insbesondere in der dlteren Literatur spricht man auch manchmal vom ,,Kollapspostulat®. Diese
Bezeichnung kommt daher, dass bei einer Ortsmessung eines Quantenobjekts die moglicherweise tGber
ein groReres Gebiet ausgedehnte Wellenfunktion durch die Registrierung des Quantenobjekts in einem
kleinen Volumen auf dieses Volumen ,,kollabiert®. Ein solcher Kollaps der Wellenfunktion Iasst sich
nicht durch eine unitdre Zeitentwicklung und damit durch die Schrédinger-Gleichung beschreiben.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Das Reduktionspostulat wird lediglich implizit im Zusammenhang mit der stochastischen Vorhersagbarkeit
und der Messung in der Schule thematisiert. Es wird allerdings nicht explizit so benannt. Am Beispiel von
Photonen kann die Aussage des Reduktionspostulats anhand von Messungen deutlich gemacht werden. Der
Polarisationszustand eines Photons wird mit Durchtritt durch einen Polfilter im Allgemeinen verdndert (die
Messung ist invasiv) und die Einstellung des Polarisationsfilter, die sogenannte Messbasis, bestimmt, welche
moglichen Zustdnde nach der Messung vorliegen kénnen (die Messung ist projektiv).
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19 SUPERPOSITION

Kurzbeschreibung

Sind in der Physik zwei Gréfien x und y gegeben, die Elemente eines Vektorraums sind, so versteht man unter
der Superposition dieser Gréf3en eine vektorielle Summe (eventuell mit beliebigen Koeffizienten) z = ax + [y
zu einer ebenfalls physikalischen Gesamtgréfie z.

Anmerkungen

1. Der Begriff der Superposition spielt in vielen Bereichen der Physik eine Rolle. In der Mechanik kénnen
beispielsweise Geschwindigkeiten superponiert werden: Wenn sich z.B. ein Kran horizontal bewegt und
gleichzeitig einen Gegenstand vertikal hochhebt, bewegt sich der Gegenstand mit einer Superposition
aus der horizontalen und der vertikalen Bewegung. Auch bei Kraften spricht man von Superposition:
Man sagt z.B., dass zwei gleichzeitig an einem Gegenstand angreifende Krafte dieselbe Wirkung haben
wie eine resultierende Kraft, die durch die vektorielle Summe der beiden angreifenden Kréfte gegeben
ist. Im Zusammenhang von Wellen und Schwingungen, seien es Wasserwellen, Luftschwingungen oder
elektromagnetische Wellen, sind Superpositionen ebenfalls vertraut.

2. Allgemein missen sich GréRen addieren lassen (meist mit beliebigen Koeffizienten), sodass man von
Superposition sprechen kann. Das bedeutet, diese GréRen sind mathematisch Elemente eines
Vektorraums. Dann ist unter der Superposition von zwei GrofRen einfach ihre vektorielle Summe
gemeint. Geschwindigkeiten und Kréafte stellt man anschaulich oft durch ,,Pfeile dar; hier handelt es
sich um Vektoren in einem dreidimensionalen Raum, den man haufig mit unserem Ortsraum
identifiziert (streng genommen handelt es sich um Tangentialrdume, z.B. Rdume von
Geschwindigkeiten). Bei Wellen und Schwingungen ist der Vektorraum ein Funktionenraum, bei dem
das Bild von ,,Pfeilen* nicht mehr angebracht ist.

3. Jeder Vektor lasst sich auf unendlich viele verschiedene Weisen als Summe von zwei anderen Vektoren
darstellen. Erst wenn man bestimmte Richtungen (oder eine Basis) auszeichnet, wird die Zerlegung
eines Vektors nach diesen Richtungen bzw. nach dieser Basis eindeutig. Daher ist es auch sinnlos, ohne
Angabe dieser Richtungen bzw. dieser Basis von Superpositionszustianden (im Gegensatz zu Zustidnden,
die keine Superpositionszustdande sein sollen) zu sprechen.

Oft ist implizit eine bestimmte Basis gemeint, wenn von Superpositionszustanden gesprochen wird.
Beispielsweise kann sich diese Basis auf klassisch wohldefiniert Eigenschaften beziehen: Der Zustand
der Schrédinger-Katze ( ,,|tot) + |lebendig)“) wird oft als Superpositionszustand bezeichnet, weil ,, tot*
und ,,lebendig® klassisch wohl definierte Eigenschaften darstellen. In der Quanteninformatik
bezeichnet man einen Zustand gelegentlich als Superpositionszustand, wenn er eine Superposition der
Basisvektoren |0) und |1) ist, da diese Basis in der Informatik ausgezeichnet ist.

4. Superpositionen spielen in der Physik immer dann eine besondere Rolle, wenn Gleichungen (z.B. die
Bewegungsgleichungen zu mechanischen Schwingungen, die Maxwell-Gleichungen im Vakuum oder
die Schrédinger-Gleichung) linear sind. In diesem Fall sind zu je zwei Lésungen dieser Gleichungen auch
beliebige Superpositionen wieder eine Losung. In der Quantentheorie bedeutet das
Superpositionsprinzip, dass es zu zwei reinen Zustanden eine unendliche Anzahl von ebenfalls reinen
Zustanden gibt, die sich als Superposition dieser beiden Zustiande darstellen lassen. Ein typisches
Beispiel ist die Polarisation von Photonen: Jeder reine Polarisationszustand eines Photons lasst sich als
Superposition von einer horizontalen und einer vertikalen Polarisation (oder auch einer
plus/minus-diagonalen oder auch einer links- oder rechtsdrehenden Polarisation) darstellen.

5. Bei der Superposition von Quantenzustanden ist etwas Vorsicht geboten: (Reine) Quantenzustinde
werden durch Strahlen, d.h. eindimensionale Unterrdume in einem Hilbert-Raum, dargestellt. Ein
(normierter) Vektor eines solchen Unterraums dient gewdhntlich als Reprasentant eines solchen
Vektorraums, der allerdings nur bis auf eine komplexe Phase eindeutig ist. Das bedeutet, dass
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Quantenzustdnde selbst keinen Vektorraum bilden und auch nicht addiert werden kénnen. Die
Superposition von Quantenzustanden erhalt man durch die normierte Linearkombination von
vektoriellen Reprasentanten dieser Zustiande. Man beachte aber, dass das Negative eines
Zustandsvektors denselben Zustand beschreibt. Es gibt also bei der Superposition von
Quantenzustdnden keine ,,inversen Zustdande, die sich gegenseitig aufheben kdnnen.

6. Die Moglichkeit der Superposition von Quantenzustanden ist auch die Voraussetzung fir die
Moglichkeit, Interferenzen beobachten zu kdnnen und damit ein Wesenszug der Quantenmechanik.

Sprechweise

Gelegentlich taucht das Problem auf, wie man von Superpositionen sprechen soll, insbesondere wenn es sich
um physikalisch vermutlich nicht realisierbare Superpositionszustiande von klassisch realisierbaren Zustanden
handelt. Das Standardbeispiel ist ,,Schrodingers Katze“. Man hort oder liest hier Satze wie ,,Die Katze ist
sowohl tot als auch lebendig“ oder ,,Die Katze ist entweder tot oder lebendig“. Beide Aussagen klingen
eigenartig, wenn man sie auf bekannte Superpositionen anwendet, beispielsweise die Polarisation eines
Photons: ,,Ein diagonaler Polarisationzustand ist sowohl horizontal als auch vertikal polarisiert” oder ,,Ein
diagonaler Polarisationszustand ist entweder horizontal oder vertikal polarisiert*. Eine bessere Sprechweise
wadre: ,,Ein diagonaler Polarisationszustand besitzt eine horizontale und eine vertikale Komponente“, doch in
diese Fall kommt der mathematische Term ,,Komponente“ ins Spiel. Die Aussage ,,Schrédingers Katze ist
weder tot noch lebendig® ist zwar korrekt, sagt aber nur, was die Katze nicht ist.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Die Superposition wird nicht explizit als Begriff in den KMK-Standards erwdhnt. Sie wird allerdings in den
Bildungsplanen implizit oder explizit thematisiert. So werden bereits in der Sekundarstufe | Krafte
superponiert. In der Sekundarstufe Il wird das Superpositionsprinzip auf elektrische und magnetische Felder
angewandt. Dadurch kann das Superpositionsprinzip der Quantenmechanik auf Vorwissen aus dem
Unterricht aufbauen. Wir empfehlen dabei, die Gemeinsamkeiten zu anderen GréRen der Physik zu betonen.
Darliber hinaus gibt es, wie oben bereits beschrieben, keinen Superpositionszustand per se (eine in der
populdrwissenschaftlichen Literatur weit verbreitete Fehlvorstellung), sondern ein Zustand kann lediglich
bezliglich einer gewahlten Basis in Superposition sein.
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20 UNBESTIMMHEITSRELATIONEN BZW. UNSCHARFERELATIONEN

Kurzbeschreibung

Eine Unbestimmtheitsrelation bzw. Unschdirferelation ist eine Beziehung zwischen den Varianzen von zwei
oder mehr Observablen, die zum Ausdruck bringt, dass es keinen Zustand gibt, fiir den alle Varianzen
gleichzeitig beliebig klein werden kénnen. Dabei kann sich diese Unbestimmtheit sowohl! auf die
Unméglichkeit der Prdparationen eines solchen Zustands als auch auf die Unméglichkeit von beliebig
genauen Vorhersagen von Messergebnissen an einem solchen Zustand beziehen.

Anmerkungen

1. Fur zwei beliebige selbstadjungierte Operatoren A und B und einen beliebigen Zustandsvektor |1))

|asst sich beweisen, dass
2

1
@A (38> | Sl Bl (5
wobei (AA)? = (Y|(A — (A))?|p) mit (A) = (1| A|¢)) (und entsprechend fiir B) ist. Aus den
kanonischen Vertauschungsrelationen fir Ort und Impuls, [Q,P] = —ih 1, folgen sofort die

Heisenberg’schen Unbestimmtheitsrelationen AQ - AP > %h. Hierbei handelt es sich um eine
multiplikative Unbestimmtheitsrelation.

2. Die Heisenberg’schen Unbestimmtheitsrelationen lassen sich auch aus einer allgemeinen Eigenschaft
der Fourier-Transformation ableiten. Seien ) (x) eine quadratnormierte Wellenfunktion und (k) die
Fourier-Transformierte, dann gilt fir die GroRen

(Ax)? = / T @) (@ — (@) () de und (AR = / TR (k- )2k dk (6)

die Beziehung

Ax~Ak:2%. (7)

Mit der Gleichung von deBroglie, p = hk, folgt die Heisenberg’sche Ungleichung.

Mit demselben Argument kann man fiir eine zeitliche Signalfunktion ¢(¢) und ihre
Fourier-Transformierte ¢(w) die Ungleichung

At-sz% (8)

ableiten, aus der dann mit der Beziehung von deBroglie, I = hw, die Unbestimmtheitsrelation
AE - At > h/2 folgt. Da es in der (Standardformulierung der) Quantentheorie keinen Zeitoperator
gibt, folgt diese Unbestimmtheitsrelation nicht aus der Nicht-Kommutativitat von Operatoren.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Die Unbestimmtheitsrelation fiir Ort und Impuls ist in den KMK-Standards fiir das erhéhte
Anforderungsniveau vorgesehen. Haufig stehen dabei qualitative Aussagen im Vordergrund, zum Beispiel um
Erklarungen von Phanomenen am Doppelspalt vorzunehmen.
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21 VERSCHRANKUNG

Kurzbeschreibung

In der Quantentheorie heifdt ein reiner Zustand, der sich auf die Erwartungswerte unabhdéngiger
Freiheitsgrade bezieht — z.B. die Freiheitsgrade zu verschiedenen Teilsystemen —, verschrénkt, wenn eine
Messung an einem der Freiheitsgrade mit bekanntem Messergebnis die Erwartungswerte der anderen
Freiheitsgrade dndert oder sogar festlegt.

Mathematische Definition

Gegeben seien zwei Vektorrdaume V und W sowie das Tensorprodukt V' ® W dieser beiden Vektorraume. Ein
Element x € V ® W heiBt separierbar, wenn es Elemente v € V und w € W gibt, sodass x = v ® w. Gibt es
solche Elemente nicht, heilt x verschrénkt.

Anmerkungen

1. Wichtig ist, dass ein Vektorraum als Tensorprodukt von zwei anderen Vektorraumen dargestellt wird.
Physikalisch bedeutet dies, dass ein Gesamtsystem in zwei Teilsysteme partitioniert wurde. Ohne eine
solche Partition ist der Begriff der Verschrankung nicht definiert. Ein Vektor beispielsweise in einem
vierdimensionalen Vektorraum ist nicht per se verschrankt oder separabel.

2. Die Separation eines separierbaren Vektors ist nicht eindeutig. Wahlt man v’ = av und v’ = (1/a)w
ist v ® w' = v ® w. Die Darstellung eines Vektors als Tensorprodukt von zwei Vektoren ist nur bis auf
einen Faktor festgelegt. Daher verlangt man in der Quantentheorie bei separierbaren Zustanden meist,
dass die beiden Anteile — v und w in obigem Beispiel — getrennt quadratnormiert sind.

Falls ein Vektor x im Gesamtvektorraum separierbar ist, ist auch Ax separierbar fur beliebige A # 0.
Das bedeutet, dass Separierbarkeit eine Eigenschaft von Strahlen (eindimensionalen Unterrdumen) ist.
Die Separation eines Strahls in das Tensorprodukt von zwei Strahlen ist eindeutig. Daher sind
Separierbarkeit und Verschrankung sinnvolle Begriffe flir quantentheoretische Zustande. Insbesondere
hangt der Begriff der Separierbarkeit bzw. der Verschrankung auch nicht von der Wahl einer Basis in V/
und W ab.

3. Ist ein Zustand bezlglich zweier unabhéangiger Freiheitsgrade verschrankt, so sind die
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen fiir die Messwerte zu diesen Freiheitsgraden nicht unabhangig, d.h.
sie faktorisieren nicht. Es gibt also bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw. Korrelationen zwischen den
Messergebnissen des einen und den Messergebnissen des anderen Freiheitsgrads.

4. Der Begriff der Verschranktheit lasst sich auch auf gemischte Zustédnde erweitern: Eine Dichtematrix
Pges zu Zustanden im Vektorraum V' ® W heift verschrankt, wenn sie sich nicht in der Form

Pees = > _wip; @ p;" (9)

3
schreiben l4sst, wobei p}” und p!V Dichtematrizen zu Zusténden in V bzw. ¥ sind.

5. Korrelationen zwischen Freiheitsgraden von Systemen, die moglicherweise sehr weit von einander
entfernt sind, sind in der klassischen Physik nichts ungewoéhnliches. Beispielsweise ist der nahezu
gleichzeitige Empfang einer Radiosendung an verschiedenen Orten eine klassische Korrelation: Der
Horer an einem Ort weild instantan, dass der Horer an einem anderen Ort dasselbe hort wie er: Die
Meldungen an einem Ort x sind total korreliert mit den Meldungen an einem Ort y. Ein Wesenszug der
Quantentheorie sind nicht solche Korrelationen, sondern die Tatsache, dass Quantenkorrelationen die
Bell’'schen Ungleichungen (oder dhnliche Ungleichungen, wie die CHSH-Ungleichung) verletzen kénnen.
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Beispiele

1. Eine Funktion f(z,y) von zwei Variablen x und y heift separierbar (beztiglich  und y), wenn sie sich
als Produkt von zwei Funktionen schreiben lasst: f(x,y) = g(z)h(y). Beispielsweise sind die
Funktionen f(x,y) = 23y* oder f(z,y) = (v + y)? — (z — y)? = 4y oder
f(z,y) = cos(z + y) + cos(z — y) = cos x cos y separierbar, die Funktionen f(x,y) = 22 — y? und
f(x,y) = x + y sind jedoch verschrankt.

2. Bei Zwei-Zustandsystemen tritt oft das Beispiel C*> ® C? auf. In diesem Fall ist ein Vektor x = (a,b,c,d)
genau dann separierbar, wenn ad = bc gilt. Andernfalls ist der Vektor verschrankt. Beispiele flr
verschrankte Vektoren sind die Bell-Zustdande:

1 1
0 _ 0
o) = 7(|o> )2+ [afn2) = | | 1@7) = 7(\o> 10)2 = [afD2) = |
1 —1
0
v = 7(|0> Dot o)) = | | 1w = 7(|o> 12— hl0)2) = |
0 0

Den Zustand |¥' ™) bezeichnet man auch als EPR-Zustand. Er zeigt beztiglich jeder Basis eine totale
Antikorrelation.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Zwar wird der Begriff der Verschrankung nicht explizit in den KMK-Standards aufgegriffen, allerdings benotigt
man das Konzept fir die Vermittlung der Bedeutung der Begriffe wie Realitdt und Lokalitdt in Bezug auf die
Quantenphysik. Die Verschrankung ist damit sowohl im grundlegenden als auch im erhéhten
Anforderungsniveau verortet. Im erhohten Anforderungsniveau ist zusatzlich die Koinzidenzmethode zum
Nachweis einzelner Photonen verpflichtender Inhalt. Manche Bildungspldane vermeiden den Begriff, wie
beispielsweise der Lehrplan in Bayern, andere, zum Beispiel in Baden-Wiirttemberg, schlagen lediglich
verschrankte Photonen zur Behandlung der Begriffe Realitdt und Lokalitdt vor. Da in der Schulmathematik
keine Tensorraume behandelt werden, ist die Verschrankung ein besonders schwieriger
Unterrichtsgegenstand. Hinzu kommt, dass zur Verschriankung besonders viele falsche oder irrefiihrende
Erklarungen in populdren Darstellungen, sei es in Videos oder Texten, zu finden sind.
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22 ZUSTAND

Kurzbeschreibung

Der Zustand eines Systems beschreibt unser Wissen (iber dieses System, soweit wir es fiir Vorhersagen (iber
den Ausgang von Messungen an diesem System nutzen kénnen. Mathematisch handelt es sich um ein
sogenanntes ,,Erwartungswertfunktional“, das jeder Observablen (beobachtbaren Gréf3e) eine Zahl — ihren
Erwartungswert (in diesem Zustand) — zuordnet. Physikalisch handelt es sich um eine Vorschrift, an einem
Ensemble von gleichartig prdparierten Systemen Messungen von Observablen vornehmen und deren
Mittelwerte bestimmen zu kénnen. Schrédinger bezeichnet einen Zustand als ,Katalog der Erwartung“ [11].

Mathematischer Zustandsbegriff

Mathematisch wird ein Zustand reprasentiert durch die Angabe einer Abbildung, die jeder Observablen eine
Zahl — ihren Erwartungswert in diesem Zustand — zuordnet. Fiir diese Abbildung soll gelten:

1. Die Identitdtsobservable, die immer nur den Messwert 1 als Ergebnis liefert, soll den Erwartungswert 1
haben.

2. Eine nicht-negative Observable, die immer nur nicht-negative Ergebnisse als Messwerte liefert, soll
auch einen nicht-negativen Erwartungswert haben.

3. Das A-fache einer Observablen R, die immer das A-fache eines Messwerts von einer Messung von R
liefert, soll auch das A-fache des Erwartungswerts von R haben.

Weitere Eigenschaften hiangen davon ab, welche Strukturen auf der Menge der Observablen definiert sind.
Handelt es sich bei der Menge der Observablen um einen Vektorraum, wie beispielsweise in der klassischen
Mechanik oder der Quantentheorie (d.h., zumindest mathematisch ist die Summe von zwei Observablen
definiert), verlangt man von dem Erwartungswertfunktional meist, dass es linear ist. Technisch gesprochen
handelt es sich in diesem Fall bei einem Zustand um ein positives, normiertes Element des Dualraums zu dem
Vektorraum der Observablen.

Physikalischer Zustandsbegriff

Physikalisch wird ein Zustand reprasentiert durch ein (im Prinzip beliebig groRes) Ensemble gleichartig
praparierter Systeme. Unser Wissen bezieht sich auf die Art, wie diese Systeme prapariert wurden. Ein
solches Ensemble ordnet in folgendem Sinne jeder Observablen ihren Erwartungswert zu: Man betrachte ein
ausreichend groRes, reprasentatives Teilensemble und fiihre an diesem Teilensemble Messungen der
Observablen durch; anschlieBend bestimme man den Mittelwert der Messergebnisse. Mit diesem Verfahren
kann man auch die Erwartungswerte von nicht kompatiblen (z.B. komplementaren) Observablen in diesem
Zustand bestimmen: Man teile das Gesamtensemble des Zustands in reprasentative groRe Teilensembles auf
und bestimmte an jedem Teilensemble den Erwartungswert einer Observablen. Theoretisch kann man so
allen Observablen ihre Erwartungswerte in diesem Zustand zuordnen.

Reine und gemischte Zustinde

Ein reiner Zustand beschreibt ein maximales Wissen, das man lber ein System haben kann. Physikalisch
bedeutet dies, dass man das Ensemble, das den Zustand reprasentiert, nicht mehr durch eine Verfeinerung
der Praparation in (ausreichend groRRe) Teilensembles aufteilen kann, bei denen die Erwartungswerte von
Observablen andere sind als bei dem Gesamtensemble und die Messwerte weniger schwanken. Man kann
das Ensemble also nicht mehr in Subensembles aufteilen, in denen die Varianzen der Observablen kleiner
sind.

Mathematisch bedeutet die Unmadglichkeit, den Zustand weiter verfeinern zu kénnen, dass sich ein reiner
Zustand nicht als Kombination (in den Fallen, wo die Zustande ein lineares Funktional bilden, als
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Linearkombination) anderer Zustande darstellen lasst. In diesem Sinne bilden reine Zustdande Randpunkte der
konvexen Menge aller Zustande.

Beispiele

1. In der klassischen Mechanik reprasentieren die Punkte (¢,p) im Phasenraum P die reinen Zustdnde.
Eine Observable ist eine Funktion f : P — R, und jeder Punkt (go,pp) im Phasenraum ordnet der
Funktion f eine Zahl, ihren Funktionswert f(qo,po) an der Stelle (go,po), zu. Dieser Funktionswert ist
gleichzeitig der Erwartungswert von f, den man bei einer Messung von f an einem System im Zustand
(qo,po) erwartet.

Gemischte Zustande sind Wahrscheinlichkeitsdichten w auf dem Phasenraum. Sie ordnen jeder
Funktion f ihren Erwartungswert

(flw= /dq dpw(q,p) f(q.p) (10)

zu. Den Spezialfall eines reinen Zustands erhalt man, wenn man fiir w eine Delta-Funktion im
Phasenraum, w(q,p) = 0(q — qo0)d(p — po), wahlt.

2. In der Quantentheorie entsprechen reine Zustande den Strahlen — eindimensionale Untervektorraume
— eines Hilbert-Raums (also eines Vektorraums mit einem Skalarprodukt). Meist reprasentieren wir
diese Strahlen durch einen normierten Vektor |¢)) in diesem Unterraum und die Abbildung, die einer
Observablen A — einer hermiteschen Matrix (bzw. einem selbst-adjungierten Operator) — ihren
Erwartungswert zuordnet, ist:

A—s (A)y = (W] AL). (11)

Sehr oft wird dieser Vektor durch eine Wellenfunktion im Ortsraum, ¥ (z) = (z|1), dargestellt und
dann wird aus dieser Formel:

<mw:/wwmwwwm 12)

Man kann einen eindimensionalen Unterraum aber auch durch seinen Projektionsoperator P,
darstellen, der jeden beliebigen Vektor orthogonal auf diesen Unterraum projiziert. In diesem Fall
entspricht dem Zustand, der jeder Observablen A ihren Erwartungswert zuordnet, die Abbildung:

A — (A)y = Spur Py A. (13)

Gemischte Zustdnde werden in der Quantentheorie durch Dichtematrizen p dargestellt. Eine
Dichtematrix ist dabei eine Verallgemeinerung einer Projektionsmatrix bzw. eines Projektionsoperators.
Wihrend eindimensionale Projektionsoperatoren die Eigenschaften P2 = P, PT = P und Spur P = 1
haben, haben Dichtematrizen die Eigenschaften: p? < p, p| = p und Spur p = 1. Die Bedingung p* < p
bedeutet, dass die Eigenwerte von p (die alle reell sind), diese Bedingung erflllen missen und daher
zwischen 0 und 1 liegen und somit die Interpretation einer Wahrscheinlichkeit haben. Technisch
bedeutet diese Bedingung, dass fiir jeden Vektor |¢) gelten muss: (1| %) < (¥|p|a)).

Anmerkung

Gelegentlich wollen wir auch einem Einzelsystem einen Zustand zuschreiben. An diesem Punkt unterscheiden
sich verschiedene Interpretationen, insbesondere die sogenannten Ensembleinterpretationen der
Quantentheorie, von der Kopenhagener Deutung. Wahrend Ensembleinterpretationen den Begriff der
Wahrscheinlichkeit vermeiden und nur von relativen Haufigkeiten sprechen — die Born’sche Regel besagt
dann, dass das Absolutquadrat eines Skalarprodukts gleich der relativen Haufigkeit ist, mit der bei einer
Messung einer Observablen an einem Ensemble gleichartig praparierter Zustande ein bestimmtes Resultat
erzielt wird — verwendet die Kopenhagener Interpretation den Zustandsbegriff auch fiir Einzelsysteme und
spricht statt von relativer Haufigkeit von Wahrscheinlichkeit. Es gibt aber auch Situationen, bei denen der
Unterschied relevant wird: Beispielsweise gilt das sogenannte No-Cloning Theorem, wonach ein unbekannter
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Zustand nicht dupliziert werden kann, nicht fir Ensemblezustdnde. An einem Ensemble kann der Zustand
bestimmt und dann beliebig oft kopiert werden. Diese Aussage gilt jedoch nicht fiir den Zustand, den wir
einem einzelnen System zuschreiben.

Didaktische Uberlegungen und Relevanz in der Schule

Der Zustandsbegriff wird in der Schule vornehmlich implizit verwendet. Selten wird explizit thematisiert,
wodurch beispielsweise ein Bewegungszustand genau festgelegt wird. Auch werden in der Schule keine
Betrachtungen des Phasenraums vorgenommen. Dadurch ist es in der Quantenphysik der Schule schwierig,
reine Zustande von gemischten Zustanden zu unterscheiden. Insbesondere, wenn die Konzepte der reinen
und gemischten Zustande gemeinsam mit der Unterscheidung von separablen und verschrankten Zustanden
notwendig sind, haben auch Studentinnen und Studenten Schwierigkeiten, die Konzepte zu unterscheiden
und zu erklaren.
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