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Vorwort

Die neue Mathematikausbildung in der Physik an der Universitéit Freiburg sieht vor, dass die Studie-
renden im ersten Semester die Lineare Algebra 1 und die Analysis 1 in der Mathematik horen, und
fiir das zweite und dritte Semester sind die Vorlesungen ,,Mathematik fiir Studierende der Physik I¢
und ,Mathematik fiir Studierende der Physik II“ vorgesehen.

Das vorliegende Skript bezieht sich auf die wesentlichen Themen dieser beiden Vorlesungen.
Dementsprechend werden die Grundlagen zur Linearen Algebra und zur Analysis, wie sie im ersten
Semester der Mathematikvorlesungen in Freiburg behandelt werden, vorausgesetzt. Hier verweise ich
z.B. auf die Skripten zu diesen Vorlesungen [Grosse 2020, Martin-Pizarro 2020, Mildenberger 2021]
sowie auch das éltere Skript [Kuwert 2007], dem ich viele Konzepte entnommen habe. Die Kapitel 1
und 3 wiederholen nochmals die wichtigsten Grundlagen aus diesen beiden Vorlesungen. Das Kapitel
2 behandelt die wichtigsten Konzepte der Linearen Algebra fiir endlich dimensionale Vektorrdume,
die in der Physik von Bedeutung sind, das sind insbesondere die Besonderheiten von Vektorrdumen,
auf denen ein Skalarprodukt definiert ist.

Die Kapitel 4-7 enthalten weiterfiihrende Grundkonzepte der Analysis (Ableitungen von
Funktionen in mehreren Variablen, gewthnliche Differentialgleichungen, parametrisierte Rdume und
allgemeine Koordinatensysteme, Mehrfachintegrale). Diese Kapitel wurden grofitenteils einem élteren
Skript entnommen [Filk 2021], das in der fritheren Mathematikausbildung fiir Studierende der Physik
verwendet wurde. Die weiteren Kapitel des ersten Teils behandeln Differentialoperatoren in krumm-
linigen Koordinaten (Kap. 8), Funktionentheorie (Kap. 9) und eine Einfithrung in die Theorie der
Distributionen (Kap. 10).

Der zweite Teil befasst sich mit ausgewéhlten Kapiteln der mathematischen Physik, die fiir
die Physik zwar wichtig sind, oft aber nur ,nebenher“ im Zusammenhang mit ihren Anwendungen
behandelt werden. Hier sollten die Studierenden auch einen Einstieg in die Grundlagen und Grund-
begriffe dieser Themen erhalten. Beispiele sind die Theorie der Green’schen Funktionen (Kap. 11),
die Theorie der Hilbert-Riume (Kap. 12), die Fourier-Transformation (Kap. 13) sowie spezielle li-
neare Differentialgleichungen und die Theorie der zugehorigen Operatoren (Kap. 14 und 15). Es folgt
schlieBlich noch eine Einfiihrung in die Theorie der Differentialformen (Kap. 16).

In der fritheren Mathematikausbildung war fiir das vierte Semester die Vorlesung ,, Hohere Ma-
thematik* vorgesehen. Die Inhalte dieser Vorlesung werden nun auf die beiden Teile dieser Vorlesung
verteilt. Hier sei unter anderem auf das Skript zu dieser Vorlesung von Prof. Dittmaier hingewiesen
[Dittmaier 2017].

Freiburg, Frithjahr 2022
Thomas Filk
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Kapitel 1
Lineare Algebra 1

Dieses Kapitel wiederholt in knapper Form die Grundlagen zur Linearen Algebra, die in der
Mathematikvorlesungen , Lineare Algebra I“ behandelt wurden und fiir das Folgende von Bedeutung
sind.

Nicht mehr wiederholt werden die Grundlagen der Mengenlehre (mit den Symbolen U,N
und der Komplementbildung), der Logik (mit den Symbolen A,V,— etc. und insbesondere V, 3), die
Miéchtigkeit von Mengen, der Begriff der Abbildung bzw. Funktion (und damit zusammenhéingend
die Begriffe injektiv, surjektiv, bijektiv, Umkehrabbildung). Ebenfalls nicht wiederholt werden die
Definitionen der Zahlenmengen N, Z, Q, R und C.

1.1 Relationen

1.1.1 Das kartesische Produkt
Definition: Zu zwei Mengen M und N bezeichnet

M x N ={(m,n)|[(me M)A (neN)} (1.1)
das kartesische Produkt [cartesian product] von M und N.

M x N besteht somit aus allen geordneten Paaren (m,n) von Elementen, bei denen das erste Element
aus M und das zweite aus N ist.
Man kann auch das kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst bilden:

M x M = {(m,n)lm,n € M}, (1.2)

und man kann das kartesische Produkt von beliebig vielen Mengen bilden (sogar von unendlich vielen
Mengen):

My x My X ... x My, = {(mq, ma, ..., mg)|m; € M;}. (1.3)
1.1.2 Zweistellige homogene Relationen

Ganz allgemein ist eine k-stellige Relation eine Teilmenge des kartesischen Produkts von & Mengen
(Gl. 1.3). Wir betrachten im Folgenden zweistellige Relationen [relations] innerhalb einer Menge M,
also Teilmengen von M x M. Relationen innerhalb einer Menge bezeichnet man auch als homogen.

Definition: Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge von M x M, also R C M x M.

15
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Gilt fiir zwei Elemente z,y € M, dass (x,y) € R, dann sagt man auch, dass = und y die Relation
erfiillen und schreibt manchmal dafiir ¢ ~ y oder £ Ry (oder man verwendet ein anderes, der Relation
angemessenes Symbol).

Relationen koénnen sehr viele verschiedene Eigenschaften haben, von denen hier nur einige
vorgestellt werden. Eine Relation heifit

o symmetrisch:
Vm,n € M :(m,n) € R= (n,m)€R. (1.4)

e antisymmetrisch [anti-symmetric]:

Vm,n € M :(m,n) € RA(n,m) € R=m=n. (1.5)

o asymmetrisch [asymmetric]:

Vm,ne M:(m,n) € R= (n,m) ¢ R. (1.6)
o reflexiv [reflexive]:
Ym € M : (m,m) € R. (1.7)
e transitiv [transitive].
(m,n) € RA(n,p) € R= (m,p) € R. (1.8)

e total (oder vollsténdig) [total].

VYm,n€ M : (m,n) € RV (n,m) € R. (1.9)

e linkstotal (oder linksvollstindig) [left-total]:
VmeM3Ine M: (m,n) €R (1.10)

(entsprechend fiir rechtstotal).

e rechtseindeutig [left-unique):
(m,n) € RA(m,n’) € R=n=n' (1.11)
(entsprechend fiir linkseindeutig).

Aus der obigen Liste lassen sich totale und eindeutige Relationen auch fiir verschiedene Mengen (also
als inhomogene Relationen) definieren. In diesem Sinne ist eine Abbildung [mapping] von einer Menge
M in eine Menge N eine linkstotale, rechtseindeutige Relation.

1.1.3 Darstellung einer Relation als Graph — die Adjazenzmatrix

Relationen in endlichen Mengen lassen sich als Graphen (Punkte mit Verbindungslinien) darstellen
und diese Graphen besitzen eine algebraische Darstellung durch eine Matrix.

Sei M = {v1,va,...,un} eine endliche Menge mit N Elementen. Die Elemente der Menge
stellen wir als Punkte (Vertizes, Knoten) [vertices, nodes] in einer Ebene dar. Falls (v;,v;) € R, also
das geordnete Paar (v;,v;), Element der Relation ist, zeichnet man eine gerichtete Linie von v; nach
v;. Bei einer symmetrischen Relation kann man auf die Gerichtetheit der Linien verzichten; in diesem
Fall repréisentiert eine Linie beide Elemente, (v;,v;) und (vj, v;). Fiir diagonale Elemente (v;, v;) kann
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man einen Selbst-Loop zeichnen, also eine Linie, die einen Vertex mit sich selbst verbindet. Es folgen
zwei Beispiele:

a < d
! A
M, = {a,b,cd}
R, = {(aab)’ (b7 C)’ (Ca d)’ (dv a)} b . c
My, = {a,b,c}
Ry = {(a,b),(b,a),(a,c),(c,a),(b,c),(cb),(a,a)}
b e e

Man kann eine Relation (bzw. einen Graphen) auch durch eine Tabelle darstellen, die man
Adjazenzmatrix [adjacency matriz] nennt. Die Adjazenzmatrix A;; ist folgendermafien definiert:

(1.12)

1J —

A { 1 falls (vj,v;) € R

0 sonst

(Man beachte, dass die Reihenfolge der Indizes an der Adjazenzmatrix umgekehrt ist, als bei der
Relation. Dies ist fiir manche Berechnungen sinnvoll.) Die beiden obigen Beispiele haben folgende

Adjazenzmatrizen:

Ay

Ay = (1.13)

- o o O
o o o =
o o = o
o = O O
— =
_ o
[ R

1.1.4 Ordnungsrelation

Definition: Fine Ordnungsrelation [order relation] ist eine antisymmetrische, reflexive, transitive

Relation, d.h., es gilt (jeweils fiir alle x,y, z der betrachteten Menge):

r<x (Reflexivitit) (1.14)
<y ANy<z)=z=y (Antisymmetrie) (1.15)
<y An(y<z)=zx< (Transitivitit). (1.16)

Manche Autoren oder Biicher fordern fiir eine Ordnungsrelation noch die Vollstandigkeit oder Tota-
litdt [totality):
Vo,y: (x<y)V(y <) (Totalitéit) (1.17)

Dies bedeutet, dass fiir zwei beliebige Elemente z,y entweder x < y oder y < x gilt. Zur Betonung,
dass diese Bedingung erfiillt ist, spricht man auch von einer Totalordnung oder vollstindigen Ordnung.
Mochte man betonen, dass die Bedingung nicht notwendigerweise erfiillt ist, spricht man von einer
Partialordnung oder Teilordnung [partial ordering].
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Ist auf einer Menge eine Ordnungsrelation gegeben, kann man auch die Relation < (,echt
kleiner als“) definieren:
r<y <= (@<yAN(x#vy). (1.18)

Beispiel: In der Relativitiitstheorie definiert man auf R* (mit = (z¢, 71, 22,73) € R* und |7| =

Va3 + 22 + 22) die Relation C:
(z,9) € C <= (yo —w0) > |7 — 7 (1.19)

Man sagt in diesem Fall .,y liegt in der kausalen Zukunft von x“ oder ,,y — x ist zeitartig®“. Hierbei
handelt es sich um eine Teilordnung.

Beispiel: Auf der Potenzmenge P(M) einer Menge M kann man durch folgende Vorschrift eine
Teilordnung R definieren: Fiir alle U;, U; € M gilt:

([Ji7 UJ) €ER <= U;C Uj . (120)
Diese Definition ist natiirlich auch sinnvoll, wenn die Menge M unendlich viele Elemente hat.

Die reellen Zahlen besitzen eine Totalordnung, die folgende Bedingungen erfiillt: Fiir alle
reellen z,y, z gilt
r<ys=zr+z<y+z, (1.21)

und, sofern z > 0:
T<y<=zxz<yz. (1.22)

Die komplexen Zahlen besitzen keine Totalordnung mit diesen Eigenschaften.

1.1.5 Aquivalenzrelationen, Aquivalenzklassen und Quotientenmengen

Definition: Eine Aquivalenzrelation [equivalence relation] auf einer Menge M (fir eine Aquivalenz-

relation verwendet man statt R oft das Symbol ~ ) ist eine symmetrische, reflexive, transitive Relation:

T ~T (Reflexivitit) (1.23)
(x~y)=(y~=x) (Symmetrie) (1.24)
(x~y) AN(y~z)=(x~2) (Transitivitdt) . (1.25)

Beispiel: Auf den Punkten (z,y) des R? sei folgende Aquivalenzrelation definiert: (z1,y1) ~y (22,92)
(oder ((x1,%1), (v2,92)) € R) sofern a2 + y? = 23 + y3. Zwei Punkte sind also fquivalent, wenn sie
denselben Abstand vom Ursprung haben. Die drei Axiome sind leicht iiberpriift. Alle Punkte auf

einem Kreis um den Ursprung sind im angegebenen Sinne dquivalent.

Ist auf einer Menge M eine Aquivalenzrelation definiert, kann man M in disjunkte
Aquivalenzklassen [equivalence classes] aufteilen, die eine Partition von M bilden. Allgemein ver-
steht man unter einer Partition (oder Teilung) einer Menge M eine Menge von Teilmengen {A4;}
mit

M= A und A; NA; =0 firi#j. (1.26)
i

Fiir  ~ y gehdren z und y zur selben Aquivalenzklasse und umgekehrt: Zwei Elemente derselben
Menge sind immer &quivalent.
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Beispiel: Fiir das oben angegebene Beispiel der Aquivalenzklassen von Punkten (r,y) € R? auf
Kreisen mit gleichem Radius gilt:

R? = K, mit K, = {(z,y)|z* +y* = r%}. (1.27)
Hier ist der ,Index“ zur Bezeichnung einer Aquivalenzklasse der Radius r, und innerhalb einer
Aquivalenzklasse K, liegen alle Punkte, die vom Ursprung denselben Abstand 7 haben.

Definition: Sei eine Menge M wund eine Aquivalenzrelation ~ gegeben. Die Menge der
Aquivalenzklassen heifit Quotientenmenge M/~ (man spricht auch von der ,Menge M modulo der

Aquivalenzrelation ~“).

In vielen Fillen wihlt man aus jeder Aquivalenzklasse einen Vertreter [representative], allerdings
sollte man die Aquivalenzklasse (als eine Menge) nicht mit ihren Vertretern verwechseln.

Beispiel: Fiir das obige Beispiel der Unterteilung der Ebene in Kreise erhalten wir:
R?/~, ~ RTU{0}. (1.28)

Die Quotientenmenge lisst sich also darstellen durch die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen,
d.h. als die Menge der moglichen Radien. Ich habe in obiger Gleichung das Symbol ~ benutzt (und
nicht =) um anzudeuten, dass die beiden Mengen dqiuvalent sind, dass es sich aber nicht unbedingt
um dieselben Mengen handelt (links steht eine Menge von Mengen, rechts eine Teilmenge der reellen
Zahlen). In vielen Féllen findet man an dieser Stelle aber auch ein Gleichheitszeichen.

Beispiel: Ein weiteres prominentes Beispiel fiir eine Quotientenmenge ergibt sich aus der
Aquivalenzrelation ,,modulo® auf der Menge der ganzen Zahlen. Seien x und y zwei ganze Zahlen,
dann definieren wir eine Aquivalenzrelation ,,z = y mod N“ durch die Vorschrift:

x=ymod N & (x—y) ist durch N ohne Rest teilbar. (1.29)

Die Aquivalenzklassen sind jeweils Mengen von Zahlen, die bei einer Teilung durch N denselben Rest
haben. Die Quotientenmenge (dafiir schreibt man in diesem Fall meist Z/NZ, was man als ,Z modulo
N-fache Vielfache von ganzen Zahlen® lesen kann) entspricht diesem Rest, also der Menge der Zahlen
{0,1,2,..., N — 1}. Das Element 0 steht hier eigentlich fiir die Menge aller ganzen Zahlen, die durch
N teilbar sind. Entsprechend steht 1 fiir die Menge aller ganzen Zahlen, die bei einer Division durch
N den Rest 1 ergeben, usw.

1.2 Gruppen, Koérper, Vektorridume

1.2.1 Gruppen und Untergruppen

Definition: Eine Gruppe [group] ist eine Menge G mit einer Verkniipfung o : G x G — G, sodass

folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Assoziativitit [associativity]: Fir je drei Elemente g1, g2, 95 € G gilt:
930 (g92091) = (93092) o g1 (1.30)

2. Erxistenz eines neutralen Elements [neutral element]: Es gibt ein Element e € G, sodass fiir alle
Elemente g € G gilt:

goe=eog=g. (1.31)
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Manchmal bezeichnet man das neutrale Element auch als ,Identitit* [identity element] oder
auch als ,FEins-Element®.

3. Euistenz eines inversen Elements [inverse element]: Zu jedem Element g € G gibt es ein Element

g, sodass
gog t=g log=e. (1.32)

Anmerkungen:

1. Gilt neben den genannten Axiomen noch fiir zwei beliebige Elemente g1, g2 € G die Kommuta-
tivitit [commutativity],
92091 =9g1°4g2, (1.33)

so spricht man von einer kommutativen Gruppe oder auch abelschen Gruppe [abelian group].
Bei kommutativen Gruppen schreibt man fiir die Verkniipfung oft + und das neutrale Element
wird mit 0 bezeichnet.

2. Die Menge der ganzen Zahlen Z bildet eine Gruppe unter der Addition; das zu n € Z inverse
Element wird mit (—n) bezeichnet. Die Subtraktion ist also keine gesonderte Verkniipfung
sondern bezeichnet die Addition mit dem inversen Element.

Die rationalen Zahlen Q \ {0} und die reellen Zahlen R\ {0} (jeweils ohne das Element 0)
bilden eine Gruppe unter der Multiplikation, wobei das inverse Element zu einer Zahl x mit

_1:

x % bezeichnet wird. Wiederum ist die Division keine eigenstdndige Verkniipfung sondern

bezeichnet die Multiplikation mit einem inversen Element.

3. Die Gruppe Sy der Permutationen [permutations] auf einer endlichen Menge M mit N Elemen-
ten besteht aus allen bijektiven Abbildung dieser Menge M in sich selbst. Anschaulich entspricht
dies einer Umordnung (Permutation) der Menge {1,2, ..., N}. Diese Gruppe hat N! Elemente.
Eine Permutation heifit gerade, wenn sie sich als Hintereinanderschaltung einer geraden Anzahl
von paarweisen Vertauschungen schreiben ldsst. Andernfalls heifit sie ungerade. Man bezeichnet
mit op = £+1 das Vorzeichen einer Permutation P, wobei op = 1 falls P gerade und op = —1
falls P ungerade.

Definition: Eine Teilmenge H C G heifst Untergruppe [subgroup] von G, wenn zu jedem g € H auch
gt € H und fiir alle g1,go € H auch gz 0 g1 € H gilt.

Definition: Eine Abbildung f : Gi1 — Gy wvon einer Gruppe Gy in eine Gruppe Go heifit
Gruppenhomomorphismus [group homomorphism], wenn f(g~') = f(g)~! und fir alle g,g' € Gy

gilt: f(g") o f(g) = f(g' 0g)-

Aus dieser Definition folgt f(e1) = ez (wobei e; und ey die jeweiligen Einselemente in Gy und Ga

sind). Handelt es sich bei f um eine bijektive Abbildung, bezeichnet man f als Gruppenisomorphismus
[group isomorphism] und die Gruppen G; und G5 heiflen isomorph [isomorphic].

1.2.2 Ringe und Korper

Definition: Fine Halbgruppe ist eine Menge R zusammen mit einer assoziativen Verknipfung o :
R x R — R; es gilt also (fiir alle x,y,z € R):

zo(yoz)=(zoy)oz. (1.34)
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Definition: Ein Ring [ring] ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen , +/-: RXx R — R

mit folgenden Eigenschaften (soweit nicht anders erwihnt fir alle x,y,z € R):

e R ist eine abelsche Gruppe unter der Operation +. Das Finselement wird mit 0 bezeichnet, das
inverse Element zu einem Element x € R mit —x.

e R ist eine Halbgruppe beziiglich -.

o FEs gelten folgende weitere Beziehungen (diese bezeichnet man als Distributivgesetze):

z-(y+z) = (z-y)+(z-2) (1.35)
(Z+y)-z = (z-2)+(y-2). (1.36)

Anmerkungen:

1. Besitzt R ein (beiseitiges) Eins-Element beziiglich der Multiplikation, bezeichnet man den Ring
als unitdr.

2. Ist die Multiplikation kommutativ, spricht man von einem kommutativen Ring.

3. Eine Teilmenge I C R heifit linksseitiges (rechtsseitiges) Ideal, wenn I eine Untergruppe von R
beziiglich + ist und fiir alle x € R und alle a € I gilt: a-x € I (x-a € I). Ist ein Ideal sowohl
links- als auch rechtsseitig, spricht man einfach von ‘Ideal’.

Beispiel: Im Ring der reell-wertigen Funktionen iiber einer Menge M (also alle Funktionen
f: M — R) ist die Menge I, aller Funktionen, die an einem festen Punkt = € M verschwinden
(also f(x) =0), ein Ideal.

Definition: Ein Korper [(number) field] ist eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen, +/-
K x K — K mit folgenden FEigenschaften (soweit nicht anders erwihnt fir alle x,y,z € K):

o K ist eine abelsche Gruppe unter der Operation +. Das FEinselement wird mit 0 bezeichnet, das
inverse Element zu einem Element x € K mit —zx.

o K* =K\ {0} ist eine abelsche Gruppe beziiglich -, das Einselement wird mit 1 bezeichnet und
das inverse mit x~' oder %

e FEs gilt folgende weitere Beziehung:

z-(y+z)=z-y+x -z Distributivgesetz. (1.37)

Wir werden uns meist mit dem Korper der reellen Zahlen R und dem Korper der komplexen Zahlen
C beschiftigen. Es gibt aber auch beispielsweise endliche Zahlenkérper wie F; = {0,1} mit den
iiblichen Verkniipfungen modulo 2 oder allgemeiner F,, die Menge aus allen Zahlen 0,...,p — 1 mit
den Verkniipfungen jeweils modulo p (wobei p eine Primzahl ist). Bei der Multiplikation wird das
Verkniipfungszeichen ,,-“ auch meist weggelassen.

1.2.3 Vektorriaume

Definition: Ein Vektorraum [vector space] besteht aus einer Menge V und einem Kérper K mit zwei
Verkniipfungen + : VXV =V und - : KxV — V, sodass folgende Bedingungen erfillt sind (soweit
nicht anders erwihnt fir alle z,y € V und o, 8 € K):
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o V ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Verkniipfung +.

o Fs gilt:
a-(fz) = (af)-x (1.38)
a-(z+y) = a-xz+p5-y (1.39)
(a+p) 2z = az+f-z (1.40)
l.x = =. (1.41)

Die Elemente von V' heiffen Vektoren.

Wir werden im Folgenden fiir den Kérper K meist die reellen Zahlen R oder die komplexen Zahlen C
betrachten.

Definition: Ein Satz von Vektoren {x;}i=1,.. n heifit linear unabhingig [linearly independent], wenn

qgilt:
dami=0 = a;=0V. (1.42)
=1

Die maximale Zahl n, fiir die es in einem Vektorraum V' linear unabhéngige Vektoren gibt, heifit
die Dimension [dimension] des Vektorraums V. Ein Satz von n linear unabhingigen Vektoren in V/
bildet eine Basis des Vektorraums, wenn n die Dimension des Vektorraums V' ist. Jedes Element in
V lédsst sich als eindeutige Linearkombination dieser Basis schreiben. (Die letzten beiden Aussagen
setzen voraus, dass n endlich ist. Zu unendlich dimensionalen Vektorrdumen siehe Kap. 12.)

Definition: Eine Abbildung || - || : V — R heifit Norm auf V', wenn die folgenden drei Bedingungen
erfillt sind (Ve,y € V und Vo € K):

Iz > 0 und |lz||=0&x2=0 (1.43)

lez| = |af|| (1.44)

le+yll < ||+ |yll (Dreiecksungleichung). (1.45)

1.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Im Folgenden seien V' und W immer Vektorrdume der Dimension m bzw. n. Weitere Strukturen
(Norm oder Skalarprodukt) werden erst einmal nicht vorausgesetzt bzw., falls notwendig, explizit

erwahnt.

Definition: Eine Abbildung A : V' — W heifit linear [linear mapping], wenn fiir alle Vektorenz,y € V
und o, B € K folgende Bedingung erfillt ist:

Alaz + By) = aA(z) + BA(Y) . (1.46)

m

Sei auf V' eine Basis {e;}(j = 1,...,m) gegeben, sodass ein Vektor z die Zerlegung & = > z;€;

hat, dann folgt aus der Bedingung der Linearitt:
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(Da auf V und/oder W kein Skalarprodukt gegeben sein muss, kann es sich um eine beliebige Basis
handeln; die Begriffe ,orthogonal® oder ,normiert“ miissen also nicht definiert sein.) Die lineare
Abbildung A liegt also fest, wenn sie auf einem Satz von Basisvektoren von V' definiert ist. Sei
{fi} (i =1,...,n) eine Basis von W, dann lésst sich das Bild jedes Basisvektors aus V' eindeutig nach
der Basis von W zerlegen:

Alej) = Zn: Aijfi. (1.48)

Damit folgt fiir einen beliebigen Vektor a:
A) = ziAle;) =Y Aiaifi. (1.49)
Jj=1 2]
Ist y = A(z) der Bildvektor von z unter der Abbildung A, dann gilt somit fiir die Komponenten:
m
Yi = ZAijﬂﬁj : (1.50)
j=1

Sind auf V und W jeweils Sdtze von Basisvektoren gegeben, kann man A daher als eine n x m Matrix
mit Elementen A;; schreiben. Man beachte, dass die Darstellung einer linearen Abbildung als Matrix
von der gewiihlten Basis abhéngt, wohingegen die lineare Abbildung selbst basisunabhéngig ist. (Das
Gleiche gilt auch fiir Vektoren: Ihre Darstellung durch Komponenten ist basisabhéingig; als Elemente
eines Vektorraums sind sie jedoch basisunabhingig definiert.)

Zu zwei linearen Abbildungen A : V — W und B : W — U (U ebenfalls Vektorraum) ist auch
die Hintereinanderschaltung BA : V' — U eine lineare Abbildung. Zu gegebenen Basen in V, W, U
gilt, ausgedriickt in Matrixelementen (Komponenten):

(BA)i; = ZBikAkj- (1.51)
k=1

Definition: Der Kern [kernel] einer linearen Abbildung A : V. — W besteht aus allen Vektoren in
V', die auf den Nullvektor in W abgebildet werden:

Ker(A) = {z € V|A(z) = 0} . (1.52)

Besteht Ker(A) nur aus dem Nullvektor in V', ist A injektiv. Allgemein ist der Kern selbst immer ein

Untervektorraum von V.

Definition: Das Bild [image] einer linearen Abbildung A : V. — W ist die Menge der Elemente
y € W, fir die es ein Urbild gibt:

Bild(A) = {y e W3z € V :y = A(z)} . (1.53)

Ist Bild(A) = W, ist A surjektiv. Auch Bild(A) ist immer ein (Unter-)Vektorraum von W. Die
Dimension von Bild(A) bezeichnet man auch als den Rang der Abbildung A.

Seien V, W Vektorrdume derselben Dimension und A : V. — W eine lineare Abbildungen
von V nach W, dann bezeichnet man A als (beidseitig) invertierbar, wenn es eine lineare Abbildung
A7l W — V gibt, sodass A~ A = 1y und AA~! = 1y gilt. Hierbei sind 1y die Identititsabbildung
auf V und 1y die Identitdtsabbildung auf W, die jedes Element auf sich selbst abbilden. Eine
invertierbare Abbildung dieser Form ist immer bijektiv.
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Sei A;; eine Matrixdarstellung zu einer linearen Abbildung A : V' — V (wobei V' endlich-
dimensional sein soll). Dann bezeichnet man

det A = Z UPAlilAQiz R Amim (154)
P

als die Determinante der Matrix A;;. Die Summe erstreckt sich iiber alle Permuationen der Menge
{1,2,...,m} und op ist das Vorzeichen der Permutation. Eine lineare Abbildung ist genau dann
invertierbar, wenn die Determinante einer ihrer Matrixdarstellungen von 0 verschieden ist. Es wird
im Folgenden angenommen, dass die Standardverfahren zur Berechnung von Determinanten sowie
die Umformungsregeln fiir Determinanten bekannt sind.

Die Menge aller n x n-Matrizen {A;;} mit Elementen in R oder C und det A # 0 bildet eine
Gruppe, die sogenannte allgemeine lineare Gruppe [general linear group] GL(n,R) bzw. GL(n, C). Die
Untermenge der Matrizen mit Determinante 1 bildet eine Untergruppe, die spezielle lineare Gruppe
SL(n,R) bzw. SL(n,C). Allgemeiner kann man auch definieren: Sei V' ein Vektorraum iiber einem
Korper K, dann bildet die Menge der Automorphismen von V' (der invertierbaren linearen Abbildun-
gen) die Gruppe GL(V, K).

1.4 Eigenwerte und Eigenrdume

Es seien V ein Vektorraum (soweit nicht anders angegeben sei der Kérper K entweder R oder C) und
A :V — V eine lineare Abbildung von V auf sich selbst.

Definition: Ein von 0 verschiedener Vektorv € V' heifit Figenvektor zu A mit zugehdrigem Figenwert
A € K, wenn folgende Beziehung gilt:
Aw) = . (1.55)

Falls die Bedingung fiir zwei Vektoren v und w zum selben Wert A erfiillt ist, ist sie wegen der
Linearitit von A auch fiir alle Linearkombinationen av + fw erfiillt. Daher bildet die Menge aller
Eigenvektoren zu einem Eigenwert A einen linearen Unterraum, den man auch als den FEigenraum
zum Eigenwert A\ bezeichnet.

Definition: Das charakteristische Polynom zu einer Matriz A ist

pa(A) =det (A — A1). (1.56)

(Diese Definition ist zunéchst nur fiir endlich dimensionale Vektorrdume sinnvoll. Ganz allgemein
gelten im Folgenden Sétze, die von der Existenz einer Determinante oder dem charakteristischen
Polynom abhéngen, zunéchst nicht fiir unendlich dimensionale Vektorrdume.) Die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms sind die moglichen Eigenwerte von A. Man bezeichnet den Grad der
Entartung des Polynoms beziiglich eines Eigenwerts A als die algebraische Vielfachheit von A und die
Dimension des zugehorigen Eigenraums als die geometrische Vielfachheit von A.

Beispiel: Die Matrix (Jordan-Block, siehe Abschnitt 1.5):
a 1
J = 1.57
(o0 s

det (J — A1) = (a — \)%. (1.58)

hat das charakteristische Polynom
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) ) (r)

folgt als einziger Eigenraum der 1-dimensionale Unterraum, der aus reellen Vielfachen von

Da

besteht, fiir den also y = 0 ist. Der Eigenwert A\ = a besitzt somit die algebraische Vielfachheit 2 und
die geometrische Vielfachheit 1.

1.5 Basistransformationen und Normaldarstellungen einer
Matrix

1.5.1 Aquivalente Matrizen

Es seien V und W Vektorrdume (iiber demselben Korper K, in unserem Fall immer den reellen oder
komplexen Zahlen) und A : V' — W eine lineare Abbildung. Zu einer gegebenen Basis {e;} von V'
( =1,...,m) und einer gegebenen Basis {f;} (i = 1,...,n) von W sei A;; die Matrixdarstellung der
linearen Abbildung.

Seien {&;} eine zweite Basis auf V und {f,} eine zweite Basis auf I¥. Dann gibt es invertierbare
lineare Abbildungen T, : V' — V, sodass T (e;) = €; (Vj; die Indizes laufen immer von 1 bis zur
jeweiligen Dimension des Vektorraums) und Ty, : W — W, sodass Ty (f;) = f; (Vi). Seien weiterhin
A;; die Matrixdarstellung von A beziiglich der Basen {e;} und {f;} und A;; die Matrixdarstellung
von A beziiglich der Basen {€;} und {f;}. Dann folgt wegen

y=Alx) = T, 'Twy= AT, 'T.x) bzw. Tyy = (Tw AT, )T,z (1.60)
fiir die Matrixelemente von 4 und A

A =D (T )riAij (T )1 (1.61)
ij

Man bezeichnet zwei Matrizendarstellungen einer Abbildung A : V' — W als dquivalent, wenn es
regulire (invertierbare) Abbildungen 7y, und Ty, auf V bzw. W gibt, sodass obige Beziehung gilt.
Es zeigt sich, dass es in jeder Aquivalenzklasse einen sehr einfachen Aquivalenzklassenvertreter gibt,
der auf der Hauptdiagonalen nur ler und Oer hat, wobei die Anzahl der ler dem Rang (also der
Dimension des Bildraums) entspricht. Alle n x m-Matrizen mit gleichem Rang sind in diesem Sinne
dquivalent. Man beachte in diesem Zusammenhang jedoch, dass im Gegensatz zu den sogenannten
Endomorphismen (also Abbildungen von einem Vektorraum in sich selbst) hier sowohl die Ausgangs-
als auch die Zielbasis frei gewéhlt werden koénnen.

Beweisskizze: Hat die Matrix A den Rang k, so gibt es k linear unabhéngige Vektoren {z;} in V,
die auf k linear unabhéingige Vektoren {y;} in W abgebildet werden. Weiterhin gibt es im Kern von
A n — k linear unabhéngige Vektoren {Z;}, die auf die 0 in W abgebildet werden, und es gibt in W
m — k linear unabhéngige Vektoren {g;}, zu denen es keine Vektoren in V' gibt, die auf diese Vektoren
abgebildet werden. Wahlt man nun in V' die Basis {z;} U{Z;} und in W die Basis {y;} U{7;}, so hat
A die geforderte Form.

1.5.2 Jordan’sche Normalform dhnlicher Matrizen

Sei nun A : V — V eine lineare Abbildung eines Vektorraums V' in sich selbst. Sofern der Korper,
iiber dem der Vektorraum definiert ist, algebraisch abgeschlossen ist (d.h., alle Polynomgleichungen
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lassen sich in lineare Faktoren faktorisieren, beispielsweise sind die komplexen Zahlen algebraisch
abgeschlossen, die reellen Zahlen jedoch nicht) kann durch eine geeignete Wahl der Basisvektoren
die Matrixdarstellung dieser Abbildung immer auf die sogenannte Jordan’sche Normalform gebracht
werden. Da wir diese in der Physik selten brauchen werden, soll diese Darstellung hier nicht bewiesen
sondern nur beschrieben werden. Beweise findet man in allen Biichern zur linearen Algebra bzw.
zu Matrizen (z.B. [Kowalsky 1992, Lancaster 1969, Gantmacher 1959]). Die Diagonalisierung von
sogenannten selbst-adjungierten bzw. allgemeiner normalen Matrizen spielt hingegen in der Physik
eine wichtige Rolle und wird in Kap. 2.3 behandelt.
Ein Jordan-Block ist eine Matrix von folgender Gestalt:

;10 ... 0
0 N 1 ... 0

Ji=| i o] (1.62)
0 0 A1
0 0 0 A\

Jede lineare Abbildung A : V — V (iiber C) liisst sich durch eine Ahnlichkeitstransformation bzw.
die Wahl einer geeigneten Basis in die Form

Ji 0 0 0
0 Jo 0 0
Ay=| + 1 (1.63)
0 0 Jee1 0
0 0 ... 0 J

bringen. Die Anzahl der Jordan-Blécke zu einem festen Eigenwert \ ist gleich der sogenannten geome-
trische Vielfachheit eines Eigenwerts (also der Anzahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren zu \).
Die Summe der Dimensionen aller Jordan-Bloécke zu einem Eigenwert X ist gleich der algebraischen
Vielfachheit (also der Potenz, mit der der Faktor (x — \) im charakteristischen Polynom auftritt).
Wie viele Jordan-Blocke es zu einem festen Eigenwert A gibt und welche Dimension diese Jordan-
Blocke haben héngt von den Dimensionen der Kerne von (A — A1)® (wobei s die Werte s =1,2,3, ...

annehmen kann) ab. Hier sei fiir Einzelheiten auf die allgemeine Literatur verwiesen.

1.5.3 Funktionen der Jordan’schen Normalform

Manchmal muss die Funktion einer Matrix berechnet werden. Im Allgemeinen verwendet man dazu
die Darstellung durch Reihen, die in Kap. 3 eingefiihrt wird. Daher betrachte ich hier nur Funktionen,
die sich als Polynomfunktion darstellen lassen. Die Ubertragung auf unendliche Reihen ist - bis auf
Fragen zur Konvergenz - problemlos.

Sei p(x) ein Polynom n-ter Ordnung, also p(z) = >_,_, axz”®, und A eine lineare Abbildung.
Die lineare Abbildung p(A) ist dann definiert durch:

p(A) = arA¥, (1.64)
k=0

wobei A* die k-fache Hintereinanderausfiihrung der Abbildung A ist. Unter einer
Ahnlichkeitstransformation A — S~ AS transformiert sich p(A) entsprechend: p(A) — p(S~1AS) =
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S~1p(A)S. Das bedeutet, wir konnen p(A) dadurch bestimmen, dass wir die Abbildung A in ihrer
Normalform betrachten. Hat eine Matrix Blockdiagonalgestalt,

B, 0 ... 0
0 By ... 0
A= L ) , (1.65)
0 0 B,
wobei B; Matrizen sind, gilt:
p(Bi) 0 0
0 p(Bsg) ... 0
p(4) = . o : : (1.66)
0 0 p(Bn)

Da sich jede Matrix durch eine Ahnlichkeitstransformation auf die Jordan’sche Normalform bringen
lasst, muss man letztendlich nur Potenzen von Jordan-Blocken bestimmen. Fiir einen Jordan-Block
(Gl 1.62) zeigt man (z.B. durch vollstindige Induktion iiber die Potenzen von Jordan-Blocken):

pA) PN ") e
0 p) PN o GO

p(J) = 0 0 p(N) ... (n_13)!p("_3)(/\) ) (1.67)
0 0 0 p(\)

Hierbei sind p’(A) die erste Ableitung des Polynoms p(A) und entsprechend p”()) die zweite Ablei-
tung und p(™()\) die n-te Ableitung. Auf diese Weise kann man Polynomfunktionen von Matrizen
bestimmen.

Man beachte allerdings, dass die Jordan’sche Normalform nur in komplexen Vektorrdumen
(bzw. Vektorrdumen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper) méglich ist. Fiir den Korper
der reellen Zahlen gibt es auch eine Normalform, die aber etwas komplizierter ist.

1.6 Der duale Vektorraum

Da ein Kérper auch immer ein Vektorraum (iiber sich selbst) ist, kénnen wir die Menge aller linearen
Abbildungen von einem Vektorraum V' in seinen Kérper betrachten. Diesen Raum bezeichnet man
als den dualen Vektorraum V* [dual vector space] zu V. Es ist also:

V* ={wlw: V = K, linear}. (1.68)

Fiir die Wirkung von einem Element w des Dualraums auf ein Element x des Vektorraums schreiben
wir (w,) (statt w(z)) und die Linearitét bedeutet:

(w, oz + By) = a(w,z) + fw,y) . (1.69)

V* ist selbst wieder ein Vektorraum, wobei die Linearkombination von zwei Elementen w;,ws € V*
folgendermaflen definiert ist:

<CYU)1+BUJ2,$> :a<w17x>+6<w27m> V. (170)
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Sei {e;} eine Basis auf V, dann ist ein Element w des dualen Vektorraums wieder eindeutig
festgelegt, wenn w auf den Basiselementen definiert ist. Zu einer Basis {e;} von V definierten wir die
dualen Basiselemente {€;} von V* durch die Bedingung:

<Ej,6i> = (51']' . (171)

Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume bildet {e;} eine Basis des Dualraums. Daher haben fiir
endlich-dimensionale Vektorrdume V und V* dieselbe Dimension. Dies gilt im Allgemeinen nicht fiir
unendlich-dimensionale Vektorrdume. Wir werden im Zusammenhang mit Funktionenrdumen und
Distributionen (Kap. 10) darauf zuriickkommen.

Die bisherigen Konstruktionen verwenden nur die Vektorraumaxiome von V. Viele Struktu-
ren, die auf V' zusétzlich definiert werden, lassen sich auf V* iibertragen. Ist beispielsweise auf V eine
Norm || - || definiert, kann man auch auf V* eine Norm definieren:

ol = mox (w.2). (1.72)



Kapitel 2
Vektorraume mit Skalarprodukt

In diesem Kapitel betrachten wir Vektorrdume, auf denen ein Skalarprodukt (positiv und nicht ent-
artet, siche Kap 2.1) definiert ist. Manche der Konzepte lassen sich zwar auch auf allgemeinere
Vektorrdaume erweitern, dies soll hier aber nicht untersucht werden. Man beachte auch, dass ein Ska-
larprodukt eine Norm induziert. Wir werden hier immer diese durch das Skalarprodukt induzierte
Norm betrachten. Auflerdem seien die Dimensionen der Vektorrdume in diesem Kapitel immer end-
lich. Es wird allerdings betont, falls eine Aussage nicht fiir unendlich dimensionale Vektorrdume mit
Skalarprodukt gilt (solche Vektorrdume werden in den Kapiteln 12, 10 und 11 behandelt).

2.1 Skalarprodukte

Vektorrdaume mit einem Skalarprodukt spielen in der Physik eine wichtige Rolle. Ich betrachte hier
Vektorrdume iiber R und Vektorrdume iiber C getrennt, obwohl man den ersten Fall (reelle Zahlen)
als Spezialfall der Definition fiir komplexe Zahlen auffassen kann. Skalarprodukte sind dabei ein
Spezialfall von symmetrischen, bilinearen Produkten (bzw. hermiteschen, sesquilinearen Produkten,
wenn man den Korper der komplexen Zahlen betrachtet).

Definition: Es sei V ein Vektorraum iber dem Kdorper R. Eine symmetrische Bilinearform [symme-

tric bilinear form/ ist eine Abbildung g : V x V' — R mit folgenden Eigenschaften:

(Symmetrie) g(@.y) = gyz) VyevV (2.1)
(Bilinearitdt)  g(z,ay + fz) = ag(z,y)+ Byg(z,2) Vz,y,zeV  Va,feR. (2.2)

Wegen der Eigenschaft der Symmetrie folgt aus der Linearitdt im zweiten Argument auch die Linea-
ritdt im ersten Argument (daher bilinear), d.h., es gilt auch:

glax + By, z) = ag(z,z) + By(y,2) Vr,y,z€eV  Va,feR. (2.3)

Definition: FEs sei V ein Vektorraum iber dem Kérper C. Eine hermitesche Sesquilinearform [her-

mitean sesquilinear form/ ist eine Abbildung g : V x V' — C mit folgenden Eigenschaften:

(Hermitizitét) gz,y) = gy, x) ve,y eV (2.4)
ag(z,y) + By(x,z) Vr,y,z€eV , Vo, €C. (2.5)

(Sesquilinearitit)  g(z, ay + 8z)

29



30 KAPITEL 2. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

In diesem Fall folgt im ersten Argument eine Linearitdt mit komplexer Konjugation der
Korperelemente. Dies bezeichnet man auch schon mal als Antilinearitit (oder seltener als Semili-
nearitit):

glozx + By, z) =ag(x,z) + By(y,2) Vz,y,z2€V ,Va,BcC. (2.6)

Die Linearitédt im zweiten Argument und die Antilinearitét im ersten zusammen definieren die Ses-

quilinearitét.

Es gilt der Sylvester’sche Trigheitssatz: Sei V' ein Vektorraum iiber R (bzw. C) und g eine
symmetrische Bilinearform auf V' (bzw. eine hermitesche Sesquilinearform), dann gibt es in V' eine
Basis, sodass g beziiglich dieser Basis die Form

g=| 0 -1, © (2.7)
0O O O,

annimmt. Das Tripel (ny,n_,ng) bezeichnet man als die Trdgheitsindizes (manchmal auch zusam-
mengenommen als den Trdgheitsindex) [indices of inertia] von g. Diese Gréflen sind Invarianten,
d.h. in jeder Basis ist die Anzahl der positiven, negativen und verschwindenden Elemente auf der
Diagonalen gleich.

Definition: Fine Bilinearform (bzw. entsprechend eine Sesquilinearform) heifit nicht entartet [non
degenerate], wenn aus g(z,y) =0 Vy € V folgt £ = 0. Andernfalls heifst die Bilinearform entartet.

Definition: Ein Skalarprodukt g auf einem Vektorraum V dber dem Kdérper R ist eine positive [po-
sitive], nicht entartete symmetrische Bilinearform. Neben den Gl.en 2.1 und 2.2 gilt noch:

gz, x) >0 Ve eV (Positivitit) und gz, x) =0<x =0 (nicht entartet) (2.8)

Die hier angegebene Bedingung dafiir, dass das Skalarprodukt nicht entartet ist, ist zusammen mit
der Positivitit dquivalent zu der obigen Bedingung. Die oben angegebene Definition ist allgemeiner,
da sie die Positivitit nicht verlangt. Die hier angegebene Bedingung ist jedoch héaufig leichter zu
iiberpriifen bzw. ldsst sich oft anwenden um zu argumentieren, dass es sich im konkreten Fall um den
Nullvektor handelt.

Manchmal bezeichnet man das Skalarprodukt auch als inneres Produkt [inner product).

Beispiel: Das kanonische Skalarprodukt fiir Vektorrdume iiber den reellen Zahlen ist:
9(z.y) = Zfﬂzyz : (2.9)
i

Beispiel: In der speziellen Relativitédtstheorie betrachtet man folgende symmetrische Bilinearform:

3
n(,y) = zoyo — fozyz ) (2.10)

i=1
wobei o = ct; (¢ die Lichtgeschwindigkeit) bzw. yo = ct, sind. Diese Bilinearform ist nicht positiv
definit. Vektoren, fiir die (3 — |#]?) < 0, bezeichnet man als raumartig; gilt (z2 — |Z|?) > 0 so
nennt man sie zeitartig. Es gibt auch nicht-verschwindende Vektoren, fiir die n(z,z) = 0 (solche
Vektoren bezeichnet man als lichtartig). Trotzdem ist diese Bilinearform nicht entartet, denn zu
jedem von 0 verschiedenen Vektor y gibt es immer Vektoren &, sodass g(z,y) # 0. Trotz der fehlenden
Positivitét spricht man in der Physik haufig von der Minkowski-Metrik oder dem Skalarprodukt der

Relativitatstheorie.
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Definition: Fin Skalarprodukt g auf einem Vektorraum V dber dem Kérper C ist eine positive [po-
sitive], micht entartete hermitesche Sesquilinearform. Auch hier gilt neben den Gl.en 2.4 und 2.5
noch:

gz, x) >0 VreV (Positivitit) und gz, x) =0z =0 (nicht entartet) (2.11)

Dieses Skalarprodukt ist linear im zweiten Argument (entsprechend Forderung Gl. 2.5) und antilinear
im ersten, d.h., es gilt fiir alle z,y,z € V und o, 8 € C:!

glax + By, z) = ag(z,z) + By(y,z) . (2.12)

Man beachte, dass auch bei einem komplexen Vektorraum gilt: g(z,z) € R fiir alle £ € V. Daher ist
die Forderung der Positivitdt immer noch sinnvoll.
Fiir einen gegebenen Vektor z € V' definiert

2] = Vg(z,x) (2.13)
eine Norm [norm| (anschaulich eine Liange des Vektors z) und

9(z,y)
| [ly|l

cosa = (2.14)
einen Winkel o zwischen zwei (nicht verschwindenden) Vektoren. Diese Definition ist sinnvoll, weil
der Ausdruck auf der rechten Seite wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe Gl. 2.19) niemals
grofler als 1 wird. Insbesondere bezeichnen wir zwei nicht verschwindende Vektoren z und y als
orthogonal [orthogonal], wenn g(z,y) = 0. Wir bezeichnen zwei orthogonale Vektoren z und y als
orthonormal [orthonormal], wenn neben g(z,y) = 0 noch ||z|| = |ly|| = 1 gilt. Sind die Basisvektoren
in einem Vektorraum paarweise orthonormal, spricht man von einer Orthonormalbasis.

Sei {e;} eine Basis (nicht notwendigerweise orthonormal) auf einem Vektorraum V und & =
> xiei, y = Y. yie; eine Entwicklung von = und y nach dieser Basis, dann gilt wegen der Linearitét
bzw. Hermitizitat des Skalarprodukts:

g(z.y) = Zxﬁng(ei,ej)' (2.15)

Das Skalarprodukt liegt also fest, wenn es fiir eine Basis gegeben ist. Wir definieren:

gij = g(ei, ;). (2.16)

Die Bedingung der Symmetrie bzw. Schiefsymmetrie wird zu ¢;; = gjs.

Handelt es sich bei {e;} um eine Orthonormalbasis, folgt g;; = d;; (mit dem Kronecker -
Symbol §;; = 1 fiir ¢ = j und 0 sonst). In diesem Fall erhalten wir das kanonische Skalarprodukt oder
auch Standardskalarprodukt [dot product):

9(@.y) = Ty (2.17)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dieses Produkt alle angegebenen Eigenschaften erfiillt.

Es sind viele unterschiedliche Notationen fiir das Skalarprodukt in Gebrauch. Manchmal
schreibt man runde Klammern, g(z,y) = (z,y), manchmal auch eckige: g(z,y) = (z,y). Insbesondere
in der Quantentheorie verwendet man meist die Dirac’sche Bra-Ket-Notation: g(z,y) = (z|y), was

n der Informatik und der Mathematik fordert man oft die Linearitit im ersten Argument und die Anti-Linearitit

im zweiten Argument.
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ich in Kap. 12 im Zusammenhang mit Hilbert-Rdumen ebenfalls machen werde. Das Standardska-
larprodukt bei reellen Vektorrdumen wird meist durch den Punkt - gekennzeichnet: g(z,y) = (z - y).
Mochte man allerdings betonen, dass dieser Punkt ein Spezialfall der {iblichen Matrixmultiplikation
ist - und diese verlangt, dass die Anzahl der Spalten des linken Objekts gleich der Anzahl der Zeilen

des rechten Objekts ist - schreibt man fiir das Standardskalarprodukt auch g(z,y) = 7

-y (im re-
ellen) oder g(zx,y) = z' -y (im komplexen). Hierbei steht das ,, T fiir transponiert - d.h. 7 ist ein

Zeilenvektor - und der ,dagger T“ fiir transponiert und komplex konjugiert:
Y1 Y1
Y2 Y2
xT'y: (33'1,.%'27...,1'“) . :szyl bZW‘ -TJ(:U: (H,TQ,,E) . :ZEyZ
: i : i

Yn Yn
(2.18)

Man sollte allerdings beachten, dass beim Skalarprodukt g(-,-) zwei Vektoren eine Zahl zugeordnet
wird, wohingegen die Zeilenvektoren darauf hindeuten, dass hier eine Identifikation von Vektoren mit
dualen Vektoren vorgenommen wurde (7 bzw. ' sind Elemente des dualen Vektorraums; siehe auch
Gl. 2.25).

Satz (Cauchy-Schwarz): Fiir zwei beliebige Vektoren z,y € V gilt

9@, y)| < Va(z,2)9(y,y) oder [g(z,y)| < [|=[lllyll - (2.19)

’ ’ (ol cose) L = ~LEY,
Abbildung 2.1: Beziehungen zwi- 9y
schen den Vektoren im Beweis der o
Ungleichung von Cauchy-Schwarz. z !

Beweis: Es sei g(y,y) # 0, andernfalls wiire die Ungleichung trivialerweise giiltig. Wir definieren den
Vektor (vgl. Abb. 2.1)

9(z,y)
z2=z— v, 2.20
9(y,y) (2.20)
fiir den offensichtlich gilt:
9(z,y) ) 9(z,y)
9(z,y) =gz — ¥y =92y — 9(y,y) =0. 221
(=.9) < 9(y,y) (=.9) 9(y,y) #:9) (2:21)
z ist also orthogonal zu y. Damit folgt
9(z,y)
T = y+z 2.22
9y, y) (2.22)
e 9(a.y) 9(a.y)I” 9(@.y)P
g $,y 2 2 g iE,y 2 g xvy
lz)|* = Z===Ss llyl? + 127 = =2 + 2] > =25 (2.23)
l9(y,y)|? l[yl? ly[?
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I T Abbildung 2.2: In einem Dreieck ist
die Summe der Léangen zweier Seiten
immer grofer als die Lénge der drit-

Y ten Seite.

Multiplizierten wir diese Ungleichung mit ||y||?, erhalten wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Das
Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = 0, d.h., wenn & und y linear abhiingig (also Vielfache

von einander) sind.

Auf einem Vektorraum V mit einem Skalarprodukt kann man nach dem sogenannten Gram-
Schmidt-Verfahren eine Orthonormalbasis konstruieren. Man wéhlt dazu einen beliebigen Vektor x;
und normiert ihn. Dann wéhlt man einen zweiten linear unabhéngigen Vektor und bildet den ortho-
gonalen Anteil zu dem ersten Vektor analog zu Gl. 2.20, d.h. man subtrahiert vom zweiten Vektor
den Anteil, den er in Richtung des ersten Basisvektors hat. Anschlieend normiert man den verblie-
benen Anteil. Dies kann man sukzessive fortfithren: Man wéhlt einen Vektor, der linear unabhéngig
von den bereits orthonormierten Basisvektoren ist, subtrahiert die Anteile dieses neuen Vektors in
Richtung der bereits orthonormierten Vektoren und normiert den verbliebenen Anteil. Dieses Verfah-
ren funktioniert auch bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen mit einer (abzéhlbar) unendlichen
Basis (siehe Kap. 12).

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt auch die sogenannte Dreiecksungleichung fiir die
aus dem Skalarprodukt definierte Norm (siehe Abb. 2.2):

Satz:

& +yll <[] + [lyll - (2.24)

Beweis:

gz +y.z+y) =z|*+ lyl* + g(z.y) + 9(y,2)
)% + lyl1* + 2lg(z, v)| < |=|* + [lyl1> + 2[|z| ||
()l + llyl)?-

|l +yl|*

IN

Ist auf V' ein Skalarprodukt g : V' x V' — K gegeben, kann man eine Abbildung von V nach
V* (und umgekehrt) definieren, d.h. man erhilt einen Vektorraumisomorphismus. Einem Element
z € V wird das Element w, € V* zugeordnet, sodass gilt

(We,y) =g(x,y) VyeV brw. &= (We,) = g(x, ). (2.25)
Man beachte, dass man auf diese Weise zu einer Basis {e;} von V auch eine Basis {g(e;, )} von V*

konstruieren kann, die sich jedoch im Allgemeinen von der dualen Basis {€;} unterscheidet. Nur wenn
{e;} eine Orthonormalbasis von V' ist, also g(e;,e;) = d;; gilt, sind die beiden Basen gleich.



34 KAPITEL 2. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT
2.2 Vektorprodukt, Spatprodukt und Determinante

Neben dem Skalarprodukt (das sich fiir Vektorraume beliebiger Dimension definieren lésst) betrachten
wir noch das Vektorprodukt [vector product] oder auch Kreuzprodukt speziell fiir Vektoren im R3
(gelegentlich als Spezialfall auch fiir Vektoren im R?).2 Zu zwei Vektoren # und % (da es sich um
Vektoren im R® handelt, verwende ich hier die Notation mit Vektorpfeilen, auBerdem beziehen sich
die Indizes immer auf die kanonische Orthonormalbasis im R?) definieren wir:

T2Y3 — T3Y2
T3Y1 — T1Ys3 (2-26)

T1Y2 — T2Y1

8
X
<y
I

An dieser Stelle bietet es sich an, das Levi-Civita-Symbol oder auch e-Symbol einzufiihren:

1 wenn (4,7, k) eine gerade Permutation von (1,2,3) ist
€jk = —1 wenn (4, ], k) eine ungerade Permutation von (1,2,3) ist (2.27)

0 sonst

Die geraden Permutationen (man spricht bei drei Indizes auch von den zyklischen Permutatio-
nen) von (1,2,3) sind: (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2). Die ungeraden (anti-zyklischen) Permutationen sind
(2,1,3),(1,3,2),(3,2,1). Wann immer zwei Indizes gleich sind, ist der Wert des e-Symbols 0. Das
Levi-Civita-Symbol ist zundchst nur fiir drei Indizes definiert, die meist die Werte 1,2 oder 3 anneh-
men. (Im R? definiert man schon mal das e-Symbol €; = €i;3, bei dem 4 und j nur die Werte 1 und
2 annehmen.) Mit dieser Notation folgt fiir das Vektorprodukt von zwei Vektoren & und g

(@ x4); = Z€ijk$jyk- (2.28)
ik

Das Kreuzprodukt ist antisymmetrisch, also £ X ¥ = —i X Z, und bilinear, also linear in jedem seiner
beiden Argumente.
Im R? kann man fiir drei Vektoren noch das sogenannte Spatprodukt [triple product] definieren:

3
- (yxz) = Z €ijkTil; 2k (2.29)
i,J,k=1
= T1Y223 — T1Y3Z2 + ToYsz1 — T2Y123 + T3Y122 — T3Y221 - (2.30)

Anschaulich beschreibt das Spatprodukt das Volumen eines Parallelepipeds, das von den drei Vektoren
Z, 9, Z aufgespannt wird. Das Spatprodukt ist zyklisch [cyclic]:
T (Gx2)=¢g-Zx@) =7 (Zx7). (2.31)
Insbesondere ist das Volumen 0, wenn die drei Vektoren linear abhingig sind, also gar kein
Volumen aufspannen. Das Spatprodukt bietet somit einen Test, ob drei Vektoren linear unabhéngig
sind.

Schreibt man die drei Vektoren Z,7/, 2 als Spaltenvektoren nebeneinander, erhédlt man eine
Matrix V. Das Spatprodukt dieser Vektoren ist gleich der Determinante [determinant] dieser Matrix:

1 Y1 2 1 Y1 2z
V= T2 Y2 Z2 detV = T2 Yo Z2 | = z- (g X E) . (232)
r3 Yz 23 T3 Ys z3

Die Determinante von V' verschwindet also, wenn die drei Vektoren Z, ¢/, 2 linear abhéingig sind.

2Es gibt Verallgemeinerungen fiir hoher dimensionale Vektorriume, die hier nicht behandelt werden. Siehe auch
Abschnitt 2.7.2 und Kapitel 16.2.
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2.3 Adjungierte, normale und selbst-adjungierte Abbildun-

gen

Im Folgenden betrachten wir Vektorrdume iiber einem algebraisch abgeschlossenen kommutativen
Kérper, hier konkret C. Die meisten Uberlegungen gelten aber auch fiir Vektorrdume iiber R. Wann
die Einschrankungen auf reelle Zahlen sinnvoll sind, sollte aus dem Zusammenhang offensichtlich
werden.

Definition: Es seien V und W Vektorriume jeweils mit den Skalarprodukten gy bzw. gw, und A :
V = W sei eine lineare Abbildung von V' nach W. Dann ist durch die Bedingung

av(ATz,y) = gy (x, Ay) VyeV, Ve eW (2.33)

eine lineare Abbildung AT : W — V definiert, die man als die zu A adjungierte Abbildung bezeichnet.

Sei insbesondere V. =W und g, = gw = g, dann erfillt die adjungierte At zu einer linearen
Abbildung A : V — V die Bedingung

9g(A'z,y) =g(z, Ay) Vz,yeV. (2.34)

Beziiglich einer Orthonormalbasis (also g(e;,e;) = J;;) erhdlt man die Matrixdarstellung der adjun-
gierten Matrix aus der Matrixdarstellung von A durch die Transposition (Vertauschung von Zeilen
und Spalten) und fiir den Korper C zusitzlich die komplexe Konjugation:

(AN = Aji. (2.35)

Dies folgt unmittelbar aus Gl. 2.34. Daher spricht man in diesem Fall auch schon mal von der
hermitesch-konjugierten Abbildung.

Definition: Sei A : V. — V eine lineare Abbildung. Man bezeichnet A als selbst-adjungiert, wenn
AT = A. Etwas allgemeiner bezeichnet man A als normal, wenn AAY = AYA. Man sagt in diesem
Fall auch, dass A mit seiner adjungierten Abbildung kommutiert.

Satz 1: Sei A eine normale lineare Abbildung auf einem Vektorraum V. Dann gelten folgende Aus-
sagen:

1. A und A" besitzen dieselben Eigenriume. Sei A ein Eigenwert von A, dann ist A der Eigen-
wert zum selben Eigenraum von A'. Insbesondere sind die Eigenwerte von selbst-adjungierten
Abbildungen reell.

2. Die Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

3. Es gibt eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von A besteht.

Beweis: Wir zeigen zunichst zwei Identititen fiir normale Abbildungen:
g(Az, Ay) = g(ATz, ATy) Vz,yeV. (2.36)
Hier wird entscheidend benutzt, dass A und At vertauschen:
9(Az, Ay) = g(z, AT Ay) = g(z, AATy) = g(ATz, Aly). (2.37)

Es gilt auch die umgekehrte Aussage: Falls Gl. 2.36 fiir eine lineare Abbildung A fiir alle Vektoren z
und y erfiillt ist, ist die Abbildung A normal.
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Die zweite Identitét ist:
(A=) =A"T —X1. (2.38)
Dies folgt unmittelbar aus der Definition der adjungierten Abbildung und den Eigenschaften des
Skalarprodukts. Wir kénnen nun die drei Teile beweisen.

1. Aus den beiden obigen Identitéten folgt:
g((A =M1, (A= A1)v) = g((AT = A1)v, (AT — X1 )v). (2.39)

Falls v Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist, gilt (A — A\1)v = 0. Also verschwindet die linke
Seite der Gleichung und damit auch die rechte. Da das Skalarprodukt nicht entartet sein soll,
folgt (AT — X1)v = 0, also ist v ein Eigenvektor von A’ zum Eigenwert .

Dieses Ergebnis impliziert, dass selbst-adjungierte Abbildungen immer reelle Eigenwerte haben.

2. Es seien v1 und v Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A; bzw. Ay. Da nach Teil 1 A
und A" dieselben Eigenvektoren zu den jeweils komplex-konjugierten Eigenwerten haben, folgt:

g(’U1, A’UQ) = )\gg('vl,'ug) und g(AT’Ul,’UQ) = g(/\il'vl,'ug) = )\19(1]1,'02) . (240)

Die beiden linken Seiten sind aber gleich, also miissen auch die rechten Seiten gleich sein. Da aber
nach Voraussetzung A1 # A, ist das nur moglich wenn g(v1,v2) = 0. Die beiden Eigenvektoren
sind also orthogonal. Da dies fiir alle Paare von Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
gilt, gilt es auch fiir die zugehorigen Eigenrdume.

3. Dieser Satz wird als Induktionsbeweis iiber die Dimension n des Vektorraums gefiihrt. Fiirn =1
ist die Aussage trivialerweise richtig: In einer Dimension ist jeder Vektor Eigenvektor zu einer
linearen Abbildung. Die Aussage sei fiir alle Dimensionen kleiner oder gleich n — 1 richtig. Wir
betrachten nun einen n-dimensionalen Vektorraum. Es gibt immer mindestens einen Eigenvektor
v mit Av = M. (Hier wird ausgenutzt, dass der Vektorraum iiber C ist, also einem algebraisch
abgeschlossenen Korper. Bei selbst-adjungierten Abbildungen gilt der Satz natiirlich auch in
reellen Vektorrdumen.) Es sei U C V' das orthogonale Komplement von v. Behauptung: A[U]
(das Bild von U unter der Abbildung A) ist ein Teilraum von U. Sei ¢ € U, also g(v,z) = 0,
dann gilt

g(v, Az) = g(ATv,z) = A\g(v,2) = 0. (2.41)

Also ist auch Az € U und somit definiert A|y (A eingeschrénkt auf U) eine normale Abbildung
auf U. Da U die Dimension n — 1 hat, ist die Behauptung damit bewiesen.

Nach der letzten Eigenschaft gibt es somit eine Basis von V, in der die Matrixdarstellung von A
diagonal ist. Da selbst-adjungierte Abbildungen immer reelle Eigenwerte haben, gilt insbesondere
die letzte Aussage auch fiir selbst-adjungierte Abbildungen (d.h. symmetrische Matrizen) in reellen
Vektorrdumen.

Beispiel: Aus der Mechanik kennen wir den Tréigheitstensor. Fiir eine Massenverteilung p(z) gilt:

Dies ist eine symmetrische Matrix und gehort damit beziiglich des Standardskalarprodukts zu einer
selbst-adjungierten Abbildung. Die obigen Siitze besagen, dass die Eigenwerte von T reell sind (die
sogenannten Haupttriigheitsmomente) und die zugehérigen Eigenriume - die Hauptachsen - senkrecht
aufeinander stehen.

Satz 2: Es seien A und B zwei normale lineare Abbildungen auf einem Vektorraum V. Dann sind
die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
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1. AB=BA

2. V besitzt eine Basis, deren Elemente sowohl Eigenvektoren zu A als auch Eigenvektoren zu B
sind. Mit anderen Worten: A und B lassen sich gleichzeitig diagonalisieren.

Beweis:

1. Die Richtung 2 — 1 ist trivial: Wenn beide Matrizen in einer Basis Diagonalform haben, kom-
mutieren sie auch in dieser Basis. Wenn Sie aber in einer Basis kommutieren, kommutieren sie
auch auf allen Vektoren und damit im gesamten Vektorraum.

2. Sei {e;} eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu A (eine solche Basis gibt es nach obigem
Satz immer). Es seien {\;} die zugehérigen Eigenwerte. Aus AB = BA folgt:

0 = g(e;,(BA— AB)(e;)) = g(e;, BA(e:)) — g(e;, AB(e:)) (2.43)
= gle;, BAe;) — g(Ale;, Be;) = (A — \;)g(e;, Be) . (2.44)

Fir A\; # A; folgt daraus, dass g(e;, Be;) = 0. Die Matrix von B hat also beziiglich des Or-
thonormalsystems von Figenvektoren von A Blockdiagonalgestalt: Sind die Eigenwerte von A
verschieden, verschwinden die zugehorigen Matrixelemente von B. In den einzelnen Blocken von
B ist die Matrix zu A proportional zur Einheitsmatrix, da hier alle Eigenwerte von A gleich
sind. Daher kann B in diesem Teilraum diagonalisiert werden (B eingeschrinkt auf diesen Teil-
raum ist eine normale Abbildung). Die neuen Basisvektoren (die nun auch Eigenvektoren von

B sind) sind immer noch Eigenvektoren von A.

Insbesondere gilt dieser Satz auch fiir selbst-adjungierte Abbildungen in reellen Vek-
torraumen. Fiir allgemeine normale Abbildungen kann es in einem reellen Vektorraum allerdings
vorkommen, dass es keine Eigenvektoren und Eigenwerte gibt (wohl aber in der komplexen Erweite-
rung).

Beispiel: Die Drehmatrix R(f) in 2 Dimensionen,
S0 _sind
RO =( A (2.45)
sinf  cosf

ist eine normale Matrix (die adjungierte Matrix beschreibt die inverse Drehung, siche Abschnitt 2.5).
Das charakteristische Polynom ist

det (R(6) — A1) = A\? — 2\ cosf + 1 (2.46)
mit den Losungen

A2 = cosf £ \/cos20 — 1 = cos £ V/—sin® § = cos§ L isinf = exp(£if). (2.47)

Die Eigenvektoren und die Diagonalform dieser Matrix sind somit:

B 1 (1 [ exp(if) 0
v = ( i > y Vo = ( . > s D(A) = ( 0 exp(_ig) ) . (248)

Eine wichtige Anwendung dieses Satzes besteht darin, dass man mit seiner Hilfe auch grolere
Matrizen h#ufig diagonalisieren kann. Sei beispielsweise A eine Matrix, die man diagonalisieren
mochte, und es sei B eine Matrix, die mit A kommutiert. Falls man B diagonalisieren kann, hat
A in der Basis, in der B diagonal ist, zumindest Blockdiagonalgestalt: A muss nur noch auf den
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Unterrdumen diagonalisiert werden, auf denen die Eigenwerte von B noch entartet sind. Oftmals
beschreibt B eine Symmetrie der Matrix A.

Beispiel: Gegeben seien die beiden Matrizen

a b ¢ d 0 0 0 1
b 0 01 0
A= free und B= (2.49)
c e f b 01 0 0
d ¢ b a 10 0 0

B beschreibt eine ,,Spiegelung“ der Koordinaten eines Vektors: die erste Koordinate wird mit der
vierten vertauscht und die zweite mit der dritten. Dies ist eine Symmetrie der Matrix A, wenn man
sie sowohl auf die Zeilen als auch Spalten anwendet. Da sich die Matrix A unter dieser Spiegelung
von Zeilen und Spalten nicht dndert, kommutiert sie mit B, d.h. es gilt AB = BA bzw. A = BAB™!.

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass B die Eigenwerte +1 und —1 hat mit den zugehorigen

Eigenvektoren:
1 0
1 0 1 1
e, = — und e = — Zu Ao =+1 2.50
' V2| o T2 . (2:50)
1 0
0 1
1 1 d 1 0 \ 1
es = — un ey =— zZu =-1.
3 Vol 4 NG 3,4
0 -1

Diese Vektoren haben die Eigenschaft, dass sie unter der genannten Spiegelung - Vertauschung von

1. und 4. sowie 2. und 3. Komponente eines Vektors - bis auf die Multiplikation mit dem Eigenwert

in sich selbst iibergehen, wie es fiir die Eigenvektoren einer solchen Spiegelung auch sein sollte: Sie

sind symmetrisch (Eigenwert 1) oder antisymmetrisch (Eigenwert —1) unter der Spiegelung.
Ausgedriickt in dieser neuen Basis hat A die Form:

(a+d) (b+o) 0 0
Ao (b+c) (f+e) 0 0 (2.51)
0 0 (f—e) b—rc)
0 0 (b—c¢) (a—d)

Das Problem wurde somit auf die Diagonalisierung von (2 x 2)-Matrizen zuriickgefiihrt, die ver-
gleichsweise einfach ist. Es wurde bis zu diesem Punkt auch nicht ausgenutzt, dass A normal bzw.
selbst-adjungiert ist, die Elemente a, b, ¢, d, e, f also reell sind. Der ,, Trick“ ldsst sich auch allgemeiner
anwenden. Eine Orthonormalbasis, in der A diagonal wird, findet man jedoch in diesem Fall nur fiir
reelle Matrixelemente.

2.4 Projektionen und Spektralzerlegung

Definition: Eine lineare Abbildung P heifst Projektion (oder auch Projektor), wenn P? = P. Ist P
zusitzlich selbst-adjungiert (also PY = P), spricht man von einer orthogonalen Projektion.

Wir betrachten im Folgenden nur orthogonale Projektionen ohne dies immer explizit zu erwéhnen.
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2.4.1 Eigenschaften von Projektoren

Aus P? = P folgt, dass auch alle Eigenwerte von P diese Relation erfiillen. Somit hat eine Projektion
immer nur die Eigenwerte A = 0 oder A = 1. Der Eigenraum zum Eigenwert A = 1 ist der Unter-
vektorraum, auf den P projiziert. Dies folgt unmittelbar aus P(P(z)) = P(z) (fiir alle z € V). Mit
anderen Worten, entweder ist P(z) = 0, dann ist  offenbar ein Eigenvektor zum Eigenwert A\ = 0,
oder P(z) ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A = 1. Auf dem Raum dieser Vektoren ist die Wirkung
von P die der Einheitsabbildung (veréndert diese Vektoren also nicht mehr).

Zu einer gegebenen Projektion P sei Uy C V der Unterraum von V zum Eigenwert A = 0
und U; C V der Unterraum von V zum Eigenwert A = 1. Da P als selbst-adjungiert angenommen
wurde, ist Uy orthogonal zu U; und V' = Uy @ U;. Jeder Vektor x ldsst sich somit eindeutig in zwei
orthogonale Vektoren zerlegen: £ = v +w mit v € U; und w € Uy und es gilt P(x) = v. Auflerdem
projiziert P+ = 1 — P auf den Unterraum Uy, d.h. (1 — P)(x) = w. Die Spur einer Projektionsmatrix
(d.h. die Spur der Matrixdarstellung zu einer Projektion in einer Basis) ist gleich der Dimension des
Unterraums, auf den die Projektion projiziert.

Sei {e;} ein Satz von orthonormalen Vektoren (nicht unbedingt eine vollstéindige Basis), dann
ist die Projektion auf den von {e;} aufgespannten Vektorraum durch

P() =D glei e (2.52)

gegeben, d.h., es ist
P(x) = Zg(ei,z) e, VxeV (2.53)

Seien U und W orthogonale Unterrdume von V und Py und Py = 1 — Py die Projektoren auf diese
Unterrdume. Dann ist Py Py = Pw Py = 0.

1
Beispiel: Der Einheitsvektor = % <1> spannt einen 1-dimensionalen Unterraum des R? auf (die

Diagonale unter +45°). Die Projektionsmatrix auf diesen Unterraum ist

1 (1) 1 111
P+ﬂ<1>~\/§(1 1)2<1 1) (2.54)

Die Projektionsmatrix auf den orthogonalen Unterraum (die Diagonale unter —45°) ist

1 1 -1

In Gl 2.54 wurde das sogenannte dyadische Produkt verwendet, bei dem ein Spaltenvek-
tor (links) mit einem Zeilenvektor (rechts) so multipliziert wird, dass das Ergebnis eine Matrix ist.
Allgemeiner gilt

X1 r1Yy1 T1Y2 ... T1lYn
X2 T2Y1 T2Y2 ... T2Yn

(v y2 o Yn) = . o . ~ z9(y,") (2.56)
Tn TnYlr TplY2 ... TnYn

Der hintere Ausdruck « g(y, -) entspricht der koordinatenfreien Notation. Sofern # und y normierte
Vektoren sind, handelt es sich bei P, = £ g(y,-) um einen Projektor auf den von z aufgespannten
Unterraum, allerdings ist es keine orthogonale Projektion. Nur fiir y = z ist P symmetrisch und
beschreibt somit eine orthogonale Projektion auf den von z aufgespannten Unterraum.
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2.4.2 Die Spektralzerlegung

Satz: Sei A eine selbst-adjungierte (oder normale) Abbildung, {e;} ein Orthonormalsystem wvon
Eigenvektoren von A mit den zugehorigen Eigenwerten \; (diese kénnen durchaus entartet sein).
Seien weiterhin P; die Projektionen auf die Eigenrdume zum FEigenwert \;. Dann besitzt A die
Spektralzerlegung:

A=Y NP (2.57)
Beweis: Fiir jeden Basisvektor ey gilt

Aey, = Z NiP;(ey) = Z Aidiker = Aper (2.58)

also das richtige Ergebnis. Damit gilt dies auch fiir eine beliebige Linearkombination der Basisvekto-
ren, also auf ganz V.

2.4.3 Funktionen linearer Abbildungen

Sei f eine Funktion, die durch eine Reihenentwicklung definiert ist, also

fl@)=> anz", (2.59)

n=0

und deren Konvergenzradius gréfier ist als der maximale Eigenwert einer linearen Abbildung A (nicht
notwendigerweise normal), dann ist die Funktion f(A) der linearen Abbildung gegeben durch:

FA) =) an A", (2.60)
n=0

wobei A™ die n-fache Hintereinanderschaltung der linearen Abbildung ist (bzw. das n-fache Matrix-
produkt).

Sei f eine Funktion, die auf den Eigenwerten einer normalen Abbildung A wohldefiniert ist.
Dann definieren wir:

f(A) = Zf(Ai)Pi- (2.61)

Fiir normale Abbildungen und konvergente Reihenentwicklungen stimmen die beiden Definitionen
iiberein. Allerdings kann die zweite Definition auch angewandt werden, wenn die Eigenwerte von A
auflerhalb des Konvergenzradius der Reihenentwicklung liegen.

0 1
I= < o > . (2.62)

R(a) = exp(al). (2.63)

Beispiel: Gegeben sei die Matrix

Bestimmt werden soll die Matrix

Die Matrix I hat die Eigenwerte \; =i und Ao = —i. Die zugehorigen normierten Figenvektoren sind:

1 1 1 1
vl:ﬂ( : ) und ’112:\/§<_i> (264)

und die zugehoérigen Projektionsmatrizen sind:
1 i
. 2.65
( -1 1 ) ( )

1(1 —i 1
P1—2<1 1) und P2—§
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Damit erhélt man die Spektraldarstellung:

I=MP + P =iP, —iP;. (2.66)
Somit folgt fiir exp(al):
exp(al) = exp(ia)P; + exp(—ia)P; (2.67)
exp(ia)) + exp(—ia)  exp(ia) — exp(—ia)
2 2i
= 2.
_exp(ia) —exp(—ia) exp(ia) + exp(—ia) (2.68)
2i 2
cosa  sina
_ ( . ) 2.69)
—sina  cosa

2.5 Unitire Abbildungen und orthonormale Basistransforma-

tionen

Definition: Eine lineare Abbildung U : V — V (V endlich dimensional) mit der Eigenschaft
gUz,Uy) =g(x,y) Vz,yecV (2.70)
heift unitér.3

Eine unitdre Abbildung erhilt somit das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren. Aus der obigen
Bedingung folgt:
g(x, UtUy) = g(x,y) Vx,yecV (2.71)

und damit
Ul =1 oder UT=U"1, (2.72)

Hierbei handelt es sich zunéchst nur um ein Linksinverses. Da U jedoch bijektiv ist und das Links-
inverse und das Rechtsinverse einer linearen Abbildung damit gleich sind, handelt es sich bei Ut
auch um ein Rechtsinverses. Bei unendlich dimensionalen Vektorrdumen folgt dies nicht allein aus
der Erhaltung des Skalarprodukts. In Kap. 12.9.6 werden wir ein Gegenbeispiel sehen.

Die Eigenschaft einer unitiren Abbildung, das Skalarprodukt invariant zu lassen, bedeutet,
dass U eine Orthonormalbasis wieder in eine Orthonormalbasis tiberfiihrt. Es gilt auch das Umgekehr-
te: Seien {e;} und {f;} zwei Orthonormalbasen eines Vektorraums V', dann gibt es eine (eindeutige,
sofern auch die Reihenfolge iibereinstimmt) unitire Abbildung, die diese beiden Basen ineinander
iiberfiihrt; fiir die also gilt: f; = U(e;) fiir alle 4.

Die unitdren Abbildungen bilden eine Gruppe, d.h., die Hintereinanderschaltung zweier
unitéiren Abbildungen ist wieder eine unitéire Abbildung, wie man der Definition direkt entnehmen
kann. Im Vektorraum C¥ bezeichnet man die Gruppe aller unitirer Abbildungen als U(N) (die
unitidre Gruppe in N Dimensionen). Beschrinkt man sich auf die Untergruppe der Abbildungen mit
Determinante 1, so erhiilt man die spezielle unitére Gruppe SU(N).

Fiir reelle Vektorrdume bezeichnet man die unitidren Abbildungen auch als orthogonale Ab-
bildungen und die Gruppe aller solchen Abbildungen als O(N), die orthogonale Gruppe in N Di-
mensionen. Die Untergruppe der Abbildungen mit Determinante 1 bezeichnet man als SO(V), die
spezielle orthogonale Gruppe.

3Fiir unendlich dimensionale Vektorrdume muss noch die Bijektivitéit von U gefordert werden; bei endlich dimensio-
nalen Vektorrdumen folgt diese aus der Definition. Streng genommen muss man zwischen isometrischen und unitéren
Abbildungen unterscheiden.
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2.6 Das Tensorprodukt von Vektorrdumen

Gegeben seien zwei Vektorrdume V und W iiber demselben Koérper aber zun#chst ohne weitere
Strukturen (insbesondere wird zunéchst nicht vorausgesetzt, dass ein Skalarprodukt oder eine Norm
definiert ist), dann kann man daraus zwei neue Vektorrdume konstruieren: die direkte Summe der
Vektorrdume und das Tensorprodukt der Vektorrdume.

Die direkte Summe, ausgedriickt als V @ W (oder auch V' x W) besteht aus allen Paaren
(v,w) mit v € V und w € W; als Menge handelt es sich also um das kartesische Produkt der beiden
Vektorrdume. Die Summe von zwei solchen Elementen aus V @ W ist:

(v1,w1) + (v2,w2) = (v1 +v2, w1 +w2), (2.73)
die Multiplikation mit einem Skalar ist:
a(vl,wl) = (oml, awl) . (274)

Beide Verkniipfungen sind also komponentenweise definiert. Die Dimension von V' & W ist gleich der
Summe der Dimensionen von V und W. Eine Basis von V@& W ist die mengentheoretische Vereinigung
der Basiselemente von V und W, also: {e;} U {f;}.

Diese Verkniipfung von zwei Vektorrdumen sollte nicht verwechselt werden mit dem Ten-
sorprodukt der Vektorrdume. Hier bildet man nicht das kartesische Produkt der Elemente der Vek-
torrdume sondern das kartesische Produkt der Basen der Vektorrdume.

Definition: Seien V und W zwei Vektorrdume tber demselben Korper mit jeweiligen Basisvektoren
{e;}icr und {f;};jes (die Indexmengen I fiir i und J fiir j missen nicht gleich sein, d.h. V und
W kinnen verschiedene Dimensionen haben; auch unendlich viele Dimensionen sind mdglich). Das
Tensorprodukt V @ W ist definiert als der Vektorraum, der formal durch die Paare von Basisvektoren
{(es, fj)}ier,jes aufgespannt wird. Ein beliebiger Vektor £ € V. @ W ldsst sich somit immer in der
Form

T = inj(ei7fj) (275)
%,J
darstellen.

Statt (e;, f;) schreibt man oft auch e; ® f;. Selen v =3, vie; € V und w =3, w;f; € W Vektoren
aus den einzelnen Vektorrdumen, dann ist
vOW = (Zviei) & (ijfj) = Z’inj (e; @ f;) (2.76)
i j ij

das Tensorprodukt dieser beiden Vektoren. Man beachte jedoch, dass sich nicht jeder Vektor in V@ W
als Tensorprodukt von zwei Vektoren, einer aus V' und einer aus W, schreiben lisst. Falls das der Fall
ist, bezeichnet man diesen Vektor als separabel (oder auch separierbar). Ist das nicht méglich, gibt es
also zu einem Vektor € V @ W keine Vektoren v € V und w € W, sodass * = v @ w gilt, bezeichnet
man & als verschrdinkt. Dieser Begriff spielt in der Quantentheorie eine wichtige Rolle. Jeder Vektor
in V ® W lasst sich aber als Linearkombination von separablen Produktvektoren schreiben.

Im Folgenden seien immer = 3, x;;(e;® f;) undy = >, yi;(e;® f ;) Elemente von Vo W.
Die Linearkombination von zwei solchen Elementen aus V @ W ist:

ax + By = (azij + Byij) (e ® ;). (2.77)

ij

Haben V und W jeweils die Dimensionen n bzw. m, so hat V ® W die Dimension n - m.
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Beispiel: Ein Beispiel fiir ein Tensorprodukt hatten wir schon bei der dyadischen Multiplikation
kennengelernt: Das dyadische Produkt (Gl. 2.56) beschreibt das Tensorprodukt von einem Vektor
mit einem dualen Vektor, was man manchmal auch in der Form

T

X9 T
(y1 y2 .. y)=TQY (2.78)

Ln

schreibt. Dieser Vektor ist auch separierbar.

Beispiel: Sei V = R2, dann bilden die Tensorprodukte der Standardbasisvektoren eine Basis des

R? @ R? ~ R%:
1 0
1 1 0 1 0 1
epRe = X = e1®ey = ® =
0 0 0 0 1 0
0 0
0 0
0 1 0 0 0 0
e e = X = ey ey = oy = (2.79)
1 0 1 1 1 0
0 1

Alle diese Vektoren sind separierbar. Bildet man jedoch die Summe von je zwei Elementen, so kann
man leicht zeigen, dass die zugehorigen Vektoren verschrankt, also nicht separierbar sind, z.B.:

1
(o)) ()= )|
e1®e; tex@ex = ® + ® = (2.80)
0 0 1 1 0
1

Man sollte sich allerdings dariiber im Klaren sein, dass die Begriffe ,verschrinkt‘ und ,separierbar
nur sinnvoll sind, wenn eine Tensorproduktstruktur gegeben ist. In diesem Sinne sind R? ® R? und
R* nicht dquivalent: Auf R? ® R? ist eine Tensorproduktstruktur definiert und man kann von jedem
Vektor sagen, ob er verschrinkt ist oder nicht, auf R?* ist zun#chst keine solche Struktur gegeben.

Es mag unbefriedigend sein, dass das Tensorprodukt von zwei Vektorrdumen iiber die jewei-
ligen Basen definiert ist. Es erhebt sich damit unwillkiirlich die Frage, ob nicht wesentliche Elemente
dieser Tensorproduktstruktur von der Wahl der Basen abhéngen. Es gibt abstrakte Moglichkeiten, das
Tensorprodukt von zwei Vektorrdumen zu definieren, doch diese eignen sich meist nicht fiir praktische
Rechnungen. Jedenfalls kann man zeigen, dass das Tensorprodukt und wesentliche damit verbundene
Strukturen (z.B. die Unterscheidung zwischen separablen und verschrinkten Vektoren) nicht von der
Wahl der Basisvektoren abhéngt.

Seien A; ein linearer Operator auf V und A, ein linearer Operator auf W, dann ist A; ® Ao
ein linearer Operator auf V ® W, der folgendermaflen auf die Basisvektoren wirkt:

(A1 ® Az)(e; @ f;) = Ai(ei) @ A2(f;) (2.81)

Durch diese Definition ist festgelegt, wie ein solcher Operator auf einen beliebigen Vektor im Ten-
sorproduktraum wirkt. Insbesondere kann man sich leicht {iberzeugen, dass zwei Operatoren, die auf
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verschiedene Vektorrdume wirken, im Tensorprodukt immer kommutieren:
(A1 ®1w)(lv ® 42) = (1y ® A2)(A; ® 1w) (2.82)

Hier bezeichnet 1y die Identitéitsabbildung in Vektorraum V' (entsprechend fiir ). Oft findet man
dafiir vereinfacht die Schreibweise
[A1, A2] =0, (2.83)

wobei aber betont werden muss, dass sich die Indizes auf verschiedene Vektorraume beziehen und mit
Aj eigentlich A7 ® 1w gemeint ist und entsprechend A, fiir 1y ® Ay steht.

Allgemein lésst sich ein Operator B auf V ® W immer als eine Linearkombination solcher
,Produktoperatoren‘ schreiben, d.h.

B=) bi(4®A4,). (2.84)

Ist auf V ein Skalarprodukt g;(-,-) und auf W ein Skalarprodukt go(-,-) definiert, so kann
man auf dem Tensorproduktraum ebenfalls ein Skalarprodukt definieren. Fiir separierbare Zustdnde

gilt einfach
g(v1 @ w1,v2 @ ws) = g1(v1,v2) g2 (w1, w2) , (2.85)

fiir Linearkombinationen wird dann die Bilinearitét (bzw. beim Korper C die Linearitéit im zweiten
und die Antilinearitét im ersten Argument) ausgenutzt. In einer Basis gilt beispielsweise:

9y.x) = Y Twwi; gi(eier) 92(f 5, f1) (2.86)
i,5,k,l

und, sofern es sich um Orthonormalbasen handelt,

9, ) =D Yjiwij - (2.87)
,J

2.7 Vektoren, Tensoren, Skalare etc.

Der Begriff des Tensors wird innerhalb der Physik nicht immer in derselben Bedeutung verwen-
det. Manchmal versteht man darunter einfach die Elemente von Tensorproduktriumen (dies wird
im folgenden Abschnitt erldutert), manchmal auch bestimmte (meist irreduzible) Darstellungen von
Gruppen, wobei es hier meist um die Gruppe SO(3) geht und man dann von sphdirischen Tensoren
spricht (siehe Abschnitt 2.7.5). Hiufig wird der Begriff in der Physik auch als Synonym fiir Ten-
sorfelder verwendet: Beschreibt man den Raum oder die Raumzeit als Mannigfaltigkeit, so lassen
sich jedem Punkt des Raums bzw. der Raumzeit solche Tensoren zuordnen und man spricht dann
von einem Tensorfeld. Eine besondere Bedeutung haben diese Strukturen in der Differentialgeometrie
bzw. in der Mathematik der allgemeinen Relativitdtstheorie. In den Kapiteln 8 und ?? werden einige
Grundbegriffe hierzu eingefiihrt.

2.7.1 Tensoren als Elemente von Tensorprodukten

Ist ein Vektorraum V {iber einem Koérper K gegeben, so kann man mehrere weitere Vektorrdume
definieren: der duale Vektorraum V*, das Tensorprodukt V' ® V', das Tensorprodukt mit dem dualen
Raum V®@V™* oder auch V*®V. Man kann auch mehrere Tensorprodukte bilden, z.B. V@V @V*QV*,
etc. Ganz allgemein sind auch Tensorprodukte zwischen verschiedenen Vektorrdumen mdoglich, hier
beschranke ich mich jedoch auf einen Vektorraum und seinen Dualraum.
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Allgemein kann man eine lineare Abbildung A : V' — V als ein Element des Tensorprodukts
V ® V* auffassen. Betrachten wir beispielsweise die Elementarmatrizen

J
0
0
E(i,j)=e ®e] = (')(') 1 (') i (2.88)
00 ... 0 ...0

Man beachte, dass es sich bei E(, j) um eine Matrix handelt, deren Matrixelemente durch E(i, j)i =
dir0;5; gegeben sind. Die Darstellung dieser Matrix als Tensorprodukt von einem Vektor mit einem
dualen Vektor zeigt, dass es sich um ein Element aus V' ® V* handelt. Jede beliebige Matrix lasst
sich nach diesen Matrizen entwickeln und ist somit selbst Element von V ® V*:

a1 ai2 cee Qi AT

a21 as2 cee Q24 ... Q2p

A=) aiBG.5) = :_ :_ :_ (2.89)

anp1  Ap2 cee Qpy v Apn

Ein Skalarprodukt g : V' x V' — K ist ein Element aus V*® V* (diese Objekte sind auf zwei Vektoren
anzuwenden und das Ergebnis ist ein Element des Korpers, also ein Skalar).

Ganz allgemein bezeichnet man Elemente von solchen Tensorproduktriaumen zu einem Vek-
torraum V (bzw. seinem Dualraum V*) als Tensoren. Um anzudeuten, wie viele ,, Indizes* die Objekte
haben bzw. auf welchen Raum (V' oder seinen Dualraum) sich diese Indizes beziehen spricht man auch
von Tensoren der Stufe (k,l), wobei sich k auf die Anzahl der V's in dem Tensorprodukt und [ auf die
Anzahl der V*s bezieht. Ein normaler Vektor ist somit ein Tensor der Stufe (1,0), ein dualer Vektor
oder auch Kovektor ist ein Tensor der Stufe (0,1). Ein Skalar (also ein Element des Korpers K) ist
ein Tensor der Stufe (0,0) und eine lineare Abbildung von V' in sich selbst ist ein Tensor der Stufe
(1,1).

Das Skalarprodukt ist ein Tensor der Stufe (0,2). Mithilfe des Skalarprodukts (sofern ein
solches definiert ist) kann man die Stufen austauschen: Durch das Skalarprodukt lisst sich ein Vektor
- also Tensor der Stufe (1,0) - in einen dualen Vektor umformen, also einen Tensor der Stufe (0,1).
Daher spricht man in den Féllen, wo ein Skalarprodukt gegeben ist, oft nur von einem Tensor der
k + l-ten Stufe. Es gibt auch Tensoren hoherer Stufen, beispielsweise ist der Kriimmungstensor in
der allgemeinen Relativitédtstheorie ein Tensor 4. Stufe, ob (0,4) oder (1,3) etc. hingt davon ab, auf
welche Objekte genau man ihn anwenden moéchte. Durch das Skalarprodukt kann man zwischen diesen
Stufen hin- und her wechseln, allerdings hingen die zugehorigen Tensorelemente in einer Basis von
diesen Stufen ab, sofern es sich nicht um eine Orthonormalbasis handelt. Wir werden in Kapitel 8
nochmals auf diese Konzepte eingehen.

2.7.2 Pseudovektoren und Pseudoskalare

In der Physik kennen wir viele Vektoren - den Ortsvektor x, den Geschwindigkeitsvektor v, den
Impulsvektor p, das elektrische Feld E. Wie wir sehen werden (Kap. 4.1.2), handelt es sich bei der
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Kraft F bzw. dem Gradienten eines Potenzials VU um Elemente des Dualraums, also Tensoren
der Stufe (0,1). Den Trigheitstensor kann man als Tensor zweiter Stufe bezeichnen, ebenso den
Spannungstensor in Festkorpern. Wir kennen natiirlich auch viele skalare Gréfien (Tensoren 0.ter
Stufe): die Temperatur, der Druck, das Potenzial.

Gelegentlich hort man in der Physik den Begriff Pseudotensor. Beispielsweise bezeichnet man
den Drehimpuls L=7x p als Pseudovektor, oder das vorzeichenbehaftete Volumen eines durch a, l_;, c
aufgespannten Parallelepipeds (also V = a- (5 x @)) als Pseudoskalar. Der Grund ist, dass es sich hier
nur scheinbar um einen Vektor bzw. ein Skalar handelt.

Das Kreuz- bzw. Vektorprodukt

Betrachten wir zunéchst den Drehimpuls L = ' x 5. Strenggenommen handelt es sich hierbei nicht um
einen Vektor sondern um einen Tensor 2. Stufe. Man erkennt das daran, dass bei einer Raumsplegelung
die Vektoren ihre Vorzeichen umkehren - also £ — —& und p’ — —p’ - wohingegen L — L sein
Vorzeichen nicht umdreht. Allgemein ist das Kreuzprodukt eine Abbildung x : V xV — V ® V, die
in beiden Argumenten linear ist, und somit das Ergebnis zunéchst ein Tensor 2. Stufe (es handelt
sich um eine antisymmetrische, tensorwertige, bilineare Abbildung).

Speziell in drei Dimensionen gibt es jedoch eine Moglichkeit, einen Vektor & durch eine an-
tisymmetrische Matrix X darzustellen, und umgekehrt eine antisymmetrische Matrix durch einen
Vektor:

0 T3 —To T
X = —I3 0 1 — To =x. (290)
o —I1 0 Zs3

In der Indexschreibweise kann diese Beziehung durch das e-Symbol ausgedriickt werden:

€Tr; = Zeiijjk bzw. Xij = Z €ijkTl - (291)
jk k

Eine &hnliche Beziehung gilt in zwei Dimensionen zwischen einer antisymmetrischen Matrix und

X:<—Ox i) sz (2.92)

einem Skalar:

Hier ist das 2-dimensionale e-Symbol der Vermittler zwischen den Komponenten:

2
Tr = Z Einij bzw. Xij = €T . (293)

ij=1

In der Elektrodynamik gibt es den 4-dimensionalen Feldstdarketensor, der das elektrische und ma-
gnetische Feld, E und B, in einer antisymmetrischen 4 x 4-Matrix zusammenfasst (hier wurden die
Einheiten fiir F und B gleich gewéhlt, ansonsten sind die Elemente in der ersten Zeile und Spalte
noch durch die Lichtgeschwindigkeit ¢ zu dividieren):

Fuv = (2.94)
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Mithilfe des 4-dimensionalen e-Symbols:

1 (o, B, p,v) gerade Permutation von (1,2, 3,4)
€apur =4 —1 (a, B, u,v) ungerade Permutation von (1,2,3,4) (2.95)

0  sonst

ldsst sich daraus ein dualer Feldstirketensor bestimmen,

Fa,@ = GQIQMVF/W 5 (296)

bei dem im Wesentlichen (bis auf Vorzeichen) die Komponenten des E- und B-Felds ausgetauscht wer-
den. Da die Bilinearform in der Relativitéitstheorie nicht dem kanonischen Skalarprodukt entspricht
(sieche Abschnitt 2.1) muss man in der Relativitétstheorie zwischen oben- und unten stehenden Indizes
unterscheiden. Mehr dazu in Abschnitt 2.7.4 und Kap. 8.

Die Determinante

Eng mit dem letzten Abschnitt verkniipft ist der Grund, weshalb es sich bei dem Volumen eines
Parallelepipeds, ausgedriickt als Spatprodukt von drei linear unabhéngigen Vektoren, um ein Pseu-
doskalar handelt. Wir hatten ja schon gesehen, dass das Spatprodukt gleich der Determinante einer
3 X 3-Matrix ist, deren Spalten den drei Vektoren entsprechen (Abschnitt 2.2). Ganz allgemein ist
die Determinante einer n x n-Matrix eine n-lineare Abbildung vom Vektorraum in seinen Koérper:
det : V®V®...0V — K. Diese Abbildung ist in jedem Argument linear. Das bedeutet, dass die
Determinante zu einer Matrix A eigentlich ein Element des n-fachen Tensorprodukts von V' mit sich
selbst ist: detA € V@V ®...® V. Eine Basiswechsel in V von der Basis {e;} zur Basis {—e;} (jeder
Basisvektor dreht seine Richtung um) &ndert somit in ungeraden Dimensionen das Vorzeichen der
Determinante. Auch wenn es sich um ein Element des Zahlenkorpers K handelt, ist die Determinante
nur scheinbar ein Skalar, daher Pseudoskalar.

In 3-Dimensionen dient das e-Symbol auch als Vermittler zwischen einem total antisymmetri-
schen Tensor 3. Stufe (der Determinante) und einem Skalar. Wir kénnen also mithilfe des e-Tensors
zwischen Skalaren und antisymmetrischen Tensoren 3. Stufe hin und her wechseln, ebenso zwischen
Vektoren und antisymmetrischen Tensoren 2. Stufe. Das gilt ganz allgemein in n-Dimensionen: Der
verallgemeinerte e-Tensor in n Dimensionen stellt eine Beziehung zwischen antisymmetrischen Ten-
soren k-ter Stufe und antisymmetrischen Tensoren (n—k)-ter Stufe her. (In der Mathematik der
Differentialformen bezeichnet man das e-Symbol auch als Hodge-Stern-Operator).

2.7.3 Nochmals Basistransformationen

Lineare Abbildungen von einem Vektorraum in sich selbst sind bisher in einer Doppelrolle aufgetreten:
Als sogenannte aktive Transformation, bei denen die Vektoren des Vektorraums auf neue Vektoren
abgebildet werden, und als passive Transformation, bei denen eine Basis {e;} in eine neue Basis
{é;} tiberfiihrt wird, ohne dass sich die Vektoren d&ndern. Wir untersuchen zunichst, was dies fiir die
Komponenten der Vektoren bedeutet.

Aktive Transformationen

Sei {e;} eine Basis in einem Vektorraum V (zuniichst ohne weitere Strukturen) und

e; =T(e;) = ZTjiei (2.97)
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das Bild dieser Basis unter einer Transformation 7' : V' — V, dann gilt fiir einen Vektor = ). z;e;:

In der neuen Basis sind die Komponenten des neuen Vektors also dieselben, wie die Komponenten
des alten Vektors in der alten Basis. Driickt man die Komponenten des neuen Vektors in der alten
Basis aus, so folgt:

i ij j i
Es gilt also fiir die Komponenten:
B =Y Ty (2.100)

Passive Transformationen

Bei der passiven Transformation bleiben die Vektoren unverdndert, aber die Basis &ndert sich. Die
lineare Abbildung T bildet die Basisvektoren {e;} auf die Basisvektoren {€;} ab, deren Entwicklungs-
koeflizienten beziiglich der alten Basis durch T;; gegeben sind:

éi = T(ez) = Zﬂje]‘ . (2.101)
J

Die Vektoren selbst bleiben unveréndert, lediglich ihre Komponenten #ndern sich bei diesem Basis-

xr = ijej = Z‘ilél = Z.’Eiﬂjej s (2102)
J i ij

wechsel. Da

folgt fiir die Komponenten
Ty = Z i‘iTij . (2103)

Relativ zur aktiven Transformation transformieren sich hier die Komponenten umgekehrt: Die Matrix
zu T transformiert die neuen Komponenten in die alten, wohingegen bei der aktiven Transformation
die Matrix T die alten Komponenten in die neuen transformiert. Da T eine Bijektion sein soll und
somit eine inverse Abbildung T~ existiert, kann man fiir die passive Transformation auch schreiben

B =Y xT;". (2.104)

2.7.4 Indexschreibweise und Einstein’sche Summenkonvention

Im Folgenden betrachte ich ausschlielich passive Transformationen, also das Verhalten von Objekten
unter einer Basistransformation von V', wobei sich alle Uberlegungen auch auf die aktiven Transforma-
tionen umdeuten lassen. Wie wir gerade gesehen haben, transformieren sich die Komponenten eines
Vektors umgekehrt zu den Basisvektoren selbst: Die Basisvektoren transformieren sich mit 7', die
Komponenten eines Vektors mit 7~!. Ganz allgemein bezeichnet man einen Index an einem Tensor
als kovariant, wenn er sich wie die Basis transformiert, und als kontravariant, wenn er sich entgegen
der Basis transformiert.

Dieses unterschiedliche Transformationsverhalten driickt man durch die Tief- bzw. Hochstel-
lung der Indizes aus. Die Finstein’sche Summenkonvention besteht darin, dass iiber doppelt auftre-
tende Indizes auf einer Seite einer Gleichung - einmal oben und einmal unten - automatisch summiert

wird, ohne dass das Summenzeichen extra geschrieben wird. In einer korrekt geschriebenen Gleichung
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sollte dann entweder ein Index zweimal auf einer Seite auftreten, einmal oben und einmal unten, und
iiber diesen Index wird summiert, oder es tritt derselbe Index einmal auf jeder Seite der Gleichung
auf, dann sollte er an derselben Position (beide Male oben oder beide Male unten) stehen. Ist das
nicht der Fall, liegt ein Fehler (oder eine Fehlinterpretation) vor.

Betrachten wir dazu zunéchst die Basis. Hier handelt es sich um Vektoren in V', d.h. sie tragen
per definitionem den Index unten. Fiir sie gilt unter einer Transformation:

e, =T(e;) bzw. é; =T’e; (Summe iiber j impliziert!) . (2.105)

(Die Transformation 7T ist ein Element von V @ V*, daher tréigt sie einen Index oben und einen unten
- mehr dazu gleich.)
Betrachten wir nun die duale Basis {&'} in V*, definiert durch die Bedingung

(e',ej) =45

: (2.106)

6;- bezeichnet wieder das Kronecker-Delta. Damit diese Bedingung unter einer Transformation der
Basis {e;} erhalten bleibt, muss sich auch die duale Basis transformieren, allerdings invers relativ zur
Basis in V. Daher handelt es sich bei der dualen Basis um kontravariante Vektoren, die den Index
oben tragen. Ein beliebiges Element aus V*, d.h. eine Linearform w, ldsst sich nach dieser Basis
entwickeln:

w=we". (2.107)

Die Komponenten von dualen Vektoren tragen die Indizes also unten.
Fiir die Komponenten eines Vektors gilt:

T =2a'e;. (2.108)

Wie wir schon gesehen haben, transformieren sich die Komponenten umgekehrt zu den Basisvektoren,
also kontravariant. Daher tragen die Komponenten von Vektoren (Elementen aus V') den Index immer
oben. Sie lassen sich auch in folgender Form schreiben:

(€' x) = (', 2e;) = ' (" e;) = xjéj- =2t (2.109)

Hier wird deutlich, dass sich die Komponenten wie Elemente des dualen Vektorraums transformieren.
Betrachten wir nun nochmals die Komponenten von T'. Dazu bestimmen wir die Entwick-
lungskoeffizienten der neuen Basisvektoren ausgedriickt in der alten Basis:
(€,&) = (e, T(e;)) =T/ (2.110)
Hier erkennt man die Doppeldeutigkeit von T: Wir konnen T einmal auffassen als eine Abbildung
T :V — V (also als eine Abbildung, die einem Vektor - einem Basiselement - einen Vektor (ein neues
Basiselement) zuordnet, wir konnen 7' aber auch auffassen als eine Abbildung 7' : V ® V* — K|
die einem Vektor und einem Kovektor eine Zahl (ein Element des Korpers) zuordnet. Gewdhnlich
verwenden wir fiir einen dualen Vektor die ,transponierte’ Schreibweise:

T) = (€7, T(e;)) = T(€,e;) (bisher in der Form e] Te; = Tj;) . (2.111)

Man kann T daher auch als ein Objekt mit zwei ,Slots‘ (Leerplitzen fiir Eintrage) auffassen: In den
einen Slot wird ein Kovektor und den anderen ein Vektor eingesetzt, das Ergebnis ist eine Zahl.
Man beachte, dass diese Beziechungen in einem beliebigen Vektorraum mit gewéhlter Basis gelten; die
Definition eines Skalarprodukts ist dafiir nicht notwendig.
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Nun sei auf V' auch ein Skalarprodukt definiert oder allgemeiner eine bilineare Abbildung
g : V xV — K. Hierbei handelt es sich um ein Objekt mit zwei Slots, jeweils fiir Vektoren; das
Ergebnis ist eine Zahl, sollte also keinen Index tragen. Es gilt also:

g(z,y) = g(xiemyjej) = xing(eiaej) = xingij mit g;; = g(ei7ej)~ (2'112)

(Fiir den Koérper der komplexen Zahlen ist beim Skalarprodukt z* durch z? zu ersetzen.) Dieses
Ergebnis deutet an, dass g € V* ® V* ist, da die Komponenten von g beziiglich einer Basis ihre
Indizes unten tragen.

In den folgenden Kapiteln dieses Skripts wird zunéchst weder die konsequente Einhaltung der
Indexnotation noch die Einstein’sche Summenkonvention verwendet. Eine Ausnahme bildet Kapitel
8, das einen elementaren Einstieg in die Differentialgeometrie darstellt.

2.7.5 Tensoren als Darstellung einer Gruppe

Dieser Abschnitt gibt nur eine grobe Idee von der zweiten Definition von Tensoren, die iiber das
Verhalten unter Gruppentransformationen definiert sind. Letztendlich handelt es sich um die Dar-
stellungstheorie von Gruppen, die hier nicht behandelt werden soll. Speziell die Darstellungstheorie
der Drehgruppe fiihrt dann auf die sogenannten sphérischen Tensoren, die in der Quantenmechanik
eine wichtige Rolle spielen.

Ein Vektorraum V (iiber K) ist ein Darstellungsraum der Gruppe GL(V,K), der Gruppe der
invertierbaren linearen Abbildungen von V in sich selbst. Wie wir gesehen haben, induziert eine sol-
che Abbildung auf V' auch eine Abbildung auf V*, die durch die inverse Transformation definiert ist.
Allgemein induziert die Aktion von GL(K) eine Darstellung dieser Gruppe (einen Gruppenhomomor-
phismus) auf beliebigen Tensorprodukten von V und V* und wir kénnen die Tensoren der Stufe (k,1)
nach diesen Darstellungen klassifizieren.

Ist auf V ein Skalarprodukt g : V x V' — R(C) definiert, kénnen wir V' auch als Darstellungs-
raum der Gruppe SO(n) bzw. SU(n) ansehen, wobei n die Dimension von V ist. Durch diese Gruppe
werden Orthonormalbasen in V' wieder in Orthonormalbasen in V' abgebildet. Sie bilden also eine Un-
tergruppe der allgemeinen invertierbaren linearen Abbildungen auf V. Und auch diese Untergruppe
induziert Darstellungen auf beliebigen Tensorprodukten von V.

Wie wir gesehen haben, transformiert sich ein allgemeiner (k,[)-Tensor R mit den Kompo-
nenten

R2™ = R(e",e,... €™ ej,,€j,,....€5) (2.113)

in einer ganz spezifischen Weise, die fiir diesen Tensortyp charakteristisch ist:

Rzt — Rz (T (T2 e (T 1)k (T)5 - (T (2.114)

1201 nin- My mi mo mg J1 7

Die transformierten Komponenten eines solchen Tensors werden bei einer Koordinatentransformation
also ,gemischt‘. Dabei kann es vorkommen, dass bestimmte Komponentengruppen immer nur unter-
einander gemischt werden, nicht aber mit der komplementiren Komponentengruppe. Ein Beispiel
kennen wir fiir die linearen Abbildungen (n x n-Matrizen): Die Spur einer Matrix #ndert sich bei

allgemeinen Koordinatentransformationen nicht:
Spur A = A% ( Summe!). (2.115)

Die Spur ist also ein Skalar. Dies gilt natiirlich auch, wenn wir nur orthonormale Basistransformatio-
nen zulassen.

Es kann aber sein, dass weitere Komponentengruppen invariant sind (sich also nur unter-
einander mischen). In diesen Féllen spricht man davon, dass die zugehorige Darstellung der Gruppe
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reduzibel ist. Komponentengruppen, die sich vollstdndig untereinander mischen (also keine weitere
Unterteilung mehr zulassen), bezeichnet man als irreduzible Darstellung.

Beispiel: Betrachten wir die (3 x 3-Matrizen in einem reellen 3-dimensionalen Vektorraum. Sie trans-
formieren sich in der Form M — TMT~! (bzw., wenn T Element der SO(3) ist, M — TMT"; was
fiir orthogonale Gruppen dasselbe ist), also wie ein Tensor der Stufe (1,1). Es zeigt sich jedoch, dass
neben der Spur (die eine spezielle Linearkombination der Elemente von M ist und ein Skalar, also
einen Tensor der Stufe (0,0), darstellt) auch die Komponentengruppen des symmetrischen Anteils
sowie die des antisymmetrischen Anteils dieser Matrix nur innerhalb ihrer Gruppen gemischt werden.
Wir kénnen eine 3 x 3-Matrix somit zerlegen:

air a2 as
M= ag1 QA22 Q23 = (Spur M) 1+ A + S7 (2116)

asy as2 ass

mit
0 A Az )
A={ An 0 Ay | mit Ay =(ay - az) (2.117)
Az Az 0

und

S S12 Si3 ) )

S=1| So1 Soa Sos mit S;; = 5(041']' +aj;) — §SpurM5ij . (2.118)
S31 S32 Ss3

Die Matrix A ist antisymmetrisch und hat drei unabhingige Komponenten, die Matrix S ist sym-
metrisch und spurfrei und hat fiinf unabhéngige Komponenten. Die 9 unabhéngigen Komponenten
von M werden also in drei Gruppen nach der Gleichung 9=1+3+>5 zerlegt. Diese irreduziblen Anteile
eines Tensors beziiglich der Drehgruppe bezeichnet man auch als sphérische Tensoren.

2.8 Affine Riaume

Sehr oft beschreiben wir den physikalischen Raum durch den Vektorraum R3. Hierbei wurde jedoch
diesem Raum eine mathematische Struktur gegeben, die der physikalische Raum zunéchst nicht be-
sitzt: Ein Nullpunkt wurde ausgezeichnet und es sind eine Addition von Raumpunkten und eine
Multiplikation von Raumpunkten mit reellen Zahlen definiert. Die Definition des Nullpunkts ist phy-
sikalisch eine Konvention, doch was soll die Addition bedeuten (was ist ,,Freiburg plus Frankfurt“?)
oder die Multiplikation mit einer Zahl (was ist ,,5-Freiburg“?). Die Differenz von Raumpunkten ist
jedoch eine sinnvolle Grofle. Sie entspricht eher dem, was man unter einem Vektor versteht, und sie
tritt auch in den meisten physikalischen Formeln (beispielsweise fiir die Durchschnittsgeschwindigkeit
v = As/At) auf. Ahnliche Bemerkungen gelten fiir die Zeit, fiir die ohne die Auszeichnung eines
Nullpunkts ebenfalls eine Summe oder Multiplikation mit einer Zahl zunéchst nicht definiert sind.
Fiir Zeitdifferenzen bzw. Zeitdauern sind diese Konzepte jedoch sinnvoll. Diesen Uberlegungen trigt
die mathematische Struktur des affinen Raums Rechnung.

Die folgenden Definitionen und Sétze habe ich grofitenteils aus [EDM 2000] iibernommen.

Definition: Fin affiner Raum ist eine Menge A zusammen mit einem Vektorraum V und einer
Operation + : A x V — A, sodass folgende Bedingungen erfillt sind:
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1. Fiir jedes a € A und alle Vektoren xz,y € V gilt:

(a+z)+y=a+(x+y). (2.119)

2. Zu je zwei Elementen a,b € A gibt es ein Elementv € V, sodass

a+v=b. (2.120)

Insbesondere folgt aus diesen Bedingungen auch, dass a + 0 = a ist. Auflerdem erlaubt Bedingung 2
die Definition einer Differenz — : A x A — V. Seien a,b € A und sei v der Vektor aus V, fiir den
a +v = b erfiillt ist, dann definieren wir: b — a = v. Dies wird meist in der Form % = v geschrieben.
Wird insbesondere ein Element o € A ausgezeichnet, dann kann man jedes andere Element in A
durch einen Vektor ausdriicken: a = o + od. Ist V n-dimensional, so bezeichnet man auch A als
n-dimensional.

Sei U C V ein k-dimensionaler Unterraum von V und a ein beliebiges Element aus A, dann
spannt die Menge der Elemente b = a+v mit v € U einen Unterraum des affinen Raums auf, der eben-
falls wieder ein (k-dimensionaler) affiner Raum ist. Je nachdem ob U ein-, zwei- oder mehrdimensional
ist, spricht man von Geraden, Ebenen oder Hyperebenen. Zwei affine Unterrdume A; =ay +U; C A
und As = as + Us C A heilen parallel, wenn U; = Uy und A;[) A2 = 0, d.h. wenn es keinen Vektor
v, € U; gibt, sodass a; +v1 = as. Gibt es einen solchen Vektor, so sind die beiden affinen Unterrdume
gleich (auch dann bezeichnet man sie manchmal als parallel).

2.9 Bezugssysteme

Der Begriff des Bezugssystems [reference system oder frame of reference] spielt in der Physik eine
wichtige Rolle und ist abzugrenzen von dem Begriff des Koordinatensystems [coordinate system| und
des Inertialsystems [inertial reference frame].

Ein Koordinatensystem erlaubt die eindeutige Festlegung eines Punktes durch seine Koordi-
naten, d.h., durch einen Satz von Zahlen. Im Allgemeinen ist ein Koordinatensystem eine Karte von
einer Mannigfaltigkeit, d.h. eine lokal bijektive Abbildung von einer offenen Teilmenge eines R" in
die Mannigfaltigkeit. Ein Beispiel sind die Léngen- und Breitengrade der Erdoberfliche oder (etwas
mathematischer) die Winkelkoordinaten auf der Kugeloberfliche (siehe auch Kap. 8).

Im konkreten Fall der klassischen Mechanik beschreibt man den physikalischen Raum meist
durch einen affinen euklidischen Raum. In diesem Fall besteht die Festlegung eines Koordinatensys-
tems in der Wahl eines Ursprungspunkts - dadurch wird der affine Raum zu einem Vektorraum - und
in der Wahl einer Basis fiir diesen Vektorraum.

Ein Bezugssystem besteht aus folgenden Festlegungen:

1. der Festlegung eines Zeitursprungs und eines Zeitmafistabs. Auch die physikalische Zeit wird
durch einen affinen (eindimensionalen) reellen Raum beschrieben und man muss willkiirlich
einen Nullpunkt festlegen. Auflerdem muss man eine Skala festlegen, z.B. die Dauer einer Se-
kunde.

2. die Festlegung eines Ursprungspunktes fiir den Raum (beschrieben zunéchst als dreidimensio-
nalen affinen Raum), wodurch dieser Raum zu jedem Zeitpunkt zu einem Vektorraum wird.
Auflerdem wird zu jedem Zeitpunkt ein Koordinatensystem ausgezeichnet, meist ein Orthonor-
malsystem von Achsen. Weiterhin wird der Vektorraum in der Physik meist mit einem Skalar-
produkt ausgestattet, d.h. wir kénnen Langen und Winkel angeben und es wird eine Einheit,
z.B. das Meter, festgelegt.
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3. SchlieBlich muss noch angegeben werden, wie man Elemente des affinen Raums zu verschiedenen
Zeitpunkten vergleichen kann, d.h., welche Elemente der affinen Rdume zu verschiedenen Zeit-
punkten demselben Raumpunkt entsprechen sollen. Da wir in der Physik keine Moglichkeiten
haben, absolute Raumpunkte bestimmen zu kénnen, sondern immer nur Raumpunkte relativ
zu anderen Bezugspunkten angeben kénnen, bedeutet dies im Wesentlichen die Festlegung von
solchen Bezugspunkten.

Ein Intertialsystem ist ein spezielles Bezugssystem, bei dem der Ursprungspunkt und die
Koordinatenachsen so gewéhlt werden, dass kriftefreie Bewegungen durch eine geradlinige und
gleichformige Bewegungen beschrieben werden.
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Kapitel 3
Grundlagen der Analysis

Fiir diesen Abschnitt setze ich voraus, dass der Begriff der Abbildung bzw. der Funktion sowie die
Begriffe injektiv, surjektiv, bijektiv bekannt sind. Auch dieses Kapitel wiederholt im Wesentlichen in
knapper Form die Begriffe, die in der Analysis I behandelt wurden, allerdings werden die Konzepte
soweit moglich auf mehrdimensionale (Vektor-)Raume erweitert.

3.1 Topologische Riaume und offene Mengen

Definition: Eine Menge M zusammen mit einer Abbildung d : M x M — R heifit metrischer Raum,
wenn d folgende Bedingungen erfillt:

Ve,ye M : d(z,y) >0 und d(z,y)=0x=y (3.1)
Vo,ye M« d(z,y) = d(y, z)
Ve,yze€ M d(z,y) +d(y,z) > d(x, 2) Dreiecksungleichung

Auf einem normierten Vektorraum V' (mit der Norm || - ||) ist durch d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik
definiert.

Definition: Sei ein metrischer Raum (M, d) gegeben, dann bezeichnet man zu einem Element x € M
die Menge
By(z) ={y € Mld(z,y) <r} (34)

als den offenen Ball vom Radius v um das Element x.

Insbesondere gilt fiir einen normierten Vektorraum V: B,.(z) = {y € V|||z — y| < r}.

Es folgen zwei Definitionen von , Topologie“. Die erste Definition ist sehr allgemein, sie erfordert
keinen metrischen Raum und umfasst die zweite Definition als Spezialfall. Die zweite Definition ist
fiir die Physik wichtiger. Alle Eigenschaften, die sich aus der ersten Definition ableiten lassen, gelten
auch beziiglich der zweiten Definition.

Definition (Topologie) 1: Eine Menge = {U;} von Teilmengen U; C M einer Menge M be-
zeichnet man als Topologie auf M, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Die leere Menge und M selbst sind Elemente von :0e€ T ANM € T .

2. Beliebige Vereinigungen von Elementen U; € F sind wieder ein Element von I :\J,U; € 7.

95



56 KAPITEL 3. GRUNDLAGEN DER ANALYSIS

3. Endliche Durchschnitte von Elementen aus & sind wieder in Z: YU,V €  :UNV € 7.
(Wenn der Durchschnitt von zwei Elementen aus  wieder in .7 ist, ist auch der Durchschnitt

von endlich vielen Elementen aus J wieder in . .)

Man bezeichnet die Elemente aus 7 als offene Mengen von M.

Definition: FEine Teilmenge von M heifst geschlossen, wenn sie das Komplement zu einer offenen
Menge ist: V.C M geschlossen = 3U €  : V. =M\ U.

Definition (Topologie) 2: Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C M heifit offen,
wenn jedes Element © € U einen offenen Ball B.(x) C M mit € > 0 besitzt, sodass B.(z) C U. Die
so definierte Menge aller offenen Mengen von M bezeichnet man als (von der Metrik d induzierte)

Topologie auf M.
Anmerkungen:

1. Wie schon erwéhnt, ist die zweite Definition etwas einschridnkender als die erste Definition,
da sie eine Metrik bzw. eine Abstandsfunktion voraussetzt. In vielen Fillen kann man aber
zu einer Topologie (nach Definition 1) eine geeignete Metrik finden, die diese Topologie nach
Definition 2 induziert. Zum Beispiel definiert die Menge aller Teilmengen (die Potenzmenge)
einer Menge M eine Topologie beziiglich der ersten Definition, die man als die diskrete Topologie
oder Punkttopologie bezeichnet: Jedes Element von M bildet eine offene Menge und beliebige
Teilmengen von M sind offen. Damit ist jede Teilmenge von M sowohl offen als auch geschlossen.
Diese Topologie erhilt man aus der diskreten Metrik - d(z,y) = 0 fiir = y und d(z,y) =1
sonst.

2. Man bezeichnet eine Topologie 77 als feiner als eine Topologie 95, wenn jedes Element von
5 auch ein Element von 7 ist. Allerdings enthélt 77 Elemente, die nicht in % sind. Die
diskrete Topologie ist die feinste Topologie, die eine Menge M haben kann. Ist 7] feiner als %,
so bezeichnet man umgekehrt 75 als graber als ;. Die grobste Topologie auf einer Menge M
besteht nur aus M selbst und der leeren Menge (). Man bezeichnet sie als die indiskrete oder
auch triviale Topologie.

3. Die zweite Definition schlieit wegen der echten Ungleichung € > 0 die diskrete Topologie in
vielen Fillen aus (z.B. auf den Vektorrdumen R™ und C", sofern man dort die durch die Stan-
dardnorm induzierten Metriken verwendet).

Um auch Topologien ausschlieflen zu kénnen, die zu grob sind, verlangt man oft zusétzlich sogenannte
Trennungsaxiome von einer Topologie. Das bekannteste Trennungsaxiom ist das Hausdorff-Axiom.
Die zugehorige Topologie bezeichnet man auch als Hausdorff-Topologie und eine Menge mit einer
Hausdorff-Topologie nennt man Hausdorff-Raum:

Definition: Fine Menge M mit einer Topologie  heifst Hausdorff-Raum, wenn es zu je zwei ver-
schiedenen Punkten z,y € M eine offene Umgebung U € F won x (also x € U) und eine offene
Umgebung V € T von y gibt, sodass UNV = 0.

Die durch die Standardnormen || - || definierten Topologien auf R™ bzw. C™ erfiillen die
Hausdorff-Bedingung. Wenn im Folgenden von einem topologischen Raum die Rede ist, wird immer
vorausgesetzt, dass es sich um einen Hausdorff-Raum handelt. Das Gleiche gilt fiir metrische Rdume:
Die Metriken seien immer von der Art, dass die induzierte Topologie eine Hausdorff-Topologie ist.
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3.2 Folgen und ihre Konvergenz

Definition: Fine Abbildung x : N — M heifit eine Folge [sequence] von Elementen aus M. Wir
schreiben fiir eine Folge oft (x;)ien, wobei x; = x(i).

In vielen Fillen - sofern der Zusammenhang eindeutig ist - lasse ich die Bezeichnung der Indexmenge
auch weg und schreibe einfach (z;).

Definition: Sei (M,d) ein metrischer Raum. Ein Element x € M heifit Hiufungspunkt [limit point]
einer Folge (x;), wenn es zu jedem € > 0 und jedem N € N ein x; miti > N gibt, sodass d(z, ;) < €.

Anders ausgedriickt kann man auch sagen: z ist Hiufungspunkt der Folge (z;), wenn sich in jeder
offenen Umgebung von z ein Term der Folge befindet (und damit befinden sich in jeder offenen
Umgebung auch unendlich viele Terme der Folge).

Es folgen zwei Definitionen von Konvergenz:

Definition: Sei (M, d) ein metrischer Raum. Fine Folge (x;) heifit konvergent mit Grenzwert x € M,
wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, sodass fiir alle i > N gilt: d(z,z;) < €.

Definition: Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x;) heifit Cauchy-konvergent, wenn es zu
jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, sodass fir alle i,j > N gilt: d(z;, z;) < €.

Die Definition der Cauchy-Konvergenz hat den Vorteil, dass der Grenzwert x nicht bekannt sein muss
bzw. dieser Grenzwert nicht Element von M sein muss. Ein bekanntes Beispiel sind die rationalen
Zahlen Q: Es gibt Folgen in Q, die Cauchy-konvergent sind, deren Grenzwert aber nicht in den
rationalen Zahlen liegt. Konvergenz impliziert Cauchy-Konvergenz, und wenn der Grenzwert x ein
Element der Menge M ist gilt auch die Umkehrung.

Definition: FEin metrischer Raum (M,d) heifit vollstindig, wenn der Grenzwert jeder Cauchy-
konvergenten Folge in M auch Element von M ist.

Die rationalen Zahlen sind nicht vollstédndig. Die reellen Zahlen sind vollstdndig. Man kann
die reellen Zahlen sogar iiber die rationalen Zahlen definieren, indem man die rationalen Zahlen um
sdmtliche Grenzwerte von Cauchy-konvergenten Folgen in QQ erweitert.

1. Gegeben seien zwei Cauchy-konvergente Folgen (a,) und (b,) eines normierten Vektorraums
(iber K = R oder C). Dann ist auch die Folge (aa, + Sb,) Cauchy-konvergent. Falls
lim,, o a, = @ und lim,, o, b, = b, dann hat die Folge (aa,, + Bb,) den Grenzwert ca + 8b
(fiir «, B € K). Dies bedeutet, dass die Cauchy-konvergenten Folgen einen Vektorraum bilden.

2. Zu zwei Folgen (a,) und (b,) reeller (oder komplexer) Zahlen mit den Grenzwerten a bzw. b
hat die Folge (a,, - b,,) den Grenzwert a - b.

3. Zu zwei Folgen (a,,) und (b,) reeller (oder komplexer) Zahlen mit den Grenzwerten a bzw. b # 0
hat die Folge (a,/by) (fiir alle n > N, sodass b, # 0) den Grenzwert a/b.

3.3 Definitionen und Sitze zu metrischen Raumen

Im Folgenden sei (M, d) ein metrischer Raum bzw. (M, 7) ein topologischer Raum. Allgemein spricht
man bei einer Menge nur dann von einem Raum, wenn auf dieser Menge eine Topologie definiert ist.
Die Elemente von Rdumen bezeichnet man dann auch als Punkte.
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Definition: Eine Menge N C M heifst Umgebung [neighborhood] eines Punkts x € M, wenn es eine
offene Menge U C M gibt, sodass x € U und U C N.

Eine Umgebung N von einem Punkt z muss also nicht unbedingt offen oder abgeschlossen sein,
allerdings muss es eine offene Umgebung von x geben, die ganz in N liegt.

Definition: Es sei E C M eine Teilmenge von M. Ein Punkt x heifst Hiufungspunkt [limit point/

von E, wenn jede offene Umgebung U von x aufler x noch weitere Elemente von E enthdlt.

Zu jeder noch so kleinen Umgebung von z (z.B. zu jedem offenen Ball um z mit beliebig kleinem
r > 0) gibt es somit aufler  noch weitere Elemente in E. Der Punkt = muss dabei selbst nicht Element
von F sein. Das Konzept des Haufungspunkts bei einer Folge ist zwar &hnlich zum H&ufungspunkt
einer Menge, aber nicht gleich: Die Folge a,, = (—1)™ hat sowohl +1 als auch —1 als Hiufungspunkt,
die Menge {+1,—1} (aufgefasst als Teilmenge von R) hat aber keine Hiufungspunkte.

Satz: Eine Menge E C M ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Haufungspunkte enthdlt.

Das impliziert unter anderem, dass eine abgeschlossene Menge alle Grenzwerte von Folgen aus Ele-
menten in ihr enthalt.

Definition: Sei E C M eine Teilmenge von M. Ein Punkt x heif$t innerer Punkt [interior point]
von E, wenn E eine Umngebung von x ist (wenn es also eine offene Umgebung von = gibt, die ganz
in E liegt).

Definition: Die Vereinigung einer Teilmenge E C M mit all ihren Hdaufungspunkten ist eine abge-
schlossene Menge E, die man den Abschluss [closure] von E nennt.

Satz: Fine Menge ist offen, wenn sie Umgebung zu all ihren Elementen ist.

Definition: Ein Randpunkt [boundary point] einer Menge E C M st ein Punkt, bei dem jede offene
Umgebung sowohl Elemente aus E als auch Elemente aus dem Komplement von E in M enthdilt. Der
Rand [boundary] einer Menge E besteht aus der Menge der Randpunkte.

Man kann die Randpunkte einer Menge E auch als alle Hiufungspunkte von FE charakterisieren,
die keine inneren Punkte sind. Eine andere Definition beschreibt den Rand von E als die Menge
EN M\ E, also als die Schnittmenge des Abschlusses von E mit dem Abschluss des Komplements
von E.

Definition: Eine Teilmenge E C M heif$t dicht [dense], wenn sich jedes Element x € M als Grenz-
wert einer Folge aus E darstellen ldsst. Alternativ kann man auch sagen, E ist dicht, wenn jede
Umgebung eines Elements x € M auch Elemente aus E enthdlt.

3.4 Reihen und ihre Konvergenz

Definition: Sei (x;) eine Folge mit Elementen in einem normierten Vektorraum: x; € V. Die (for-
male) Reihe
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heifst konvergent, wenn der Grenzwert der Folge (S,,) der Partialsummen

=1

existiert. Man bezeichnet lim, o S, = S als die Summe der Reihe. Man nennt eine Reihe
absolut konvergent, wenn der Grenzwert der Partialsummen S, der Absolutwerte von x;,

1=1

existiert.

Bei einer absolut konvergenten Reihe kann man die Reihenfolge der Terme in der Summe beliebig
umstellen, das Ergebnis dndert sich dadurch nicht. Ist eine Reihe jedoch nicht absolut konvergent
(Konvergenz alleine reicht nicht!), darf man die Terme nicht umstellen. Nach dem Riemann’schen
Umordnungssatz [Riemann series theorem) kann man bei nicht absolut konvergenten Reihen immer
Permutationen der Terme in der Reihe finden, sodass man als Summe (im Sinne des Grenzwerts der
Partialsummen) jeden beliebigen vorgegebenen Wert erhiilt.

Wir setzen im Folgenden voraus, dass die wichtigsten Konvergenzkriterien von Reihen - Ma-
jorantenkriterium, Wurzelkriterium, Quotientenkriterium, Leibniz-Kriterium - bekannt sind; ebenso
das Minorantenkriterium, wenn man zeigen mochte, dass eine Reihe divergent ist. Fiir absolut kon-
vergente Reihen gilt auch: (1) Die Summe von zwei absolut konvergenten Reihen existiert und ihr
Wert ist gleich der Summe der einzelnen Reihen, (2) das Produkt von zwei absolut konvergenten
Reihen ist konvergent und ihr Wert ist gleich dem Produkt der Einzelwerte. Hierbei ist das Produkt
folgendermaflen definiert:

(Z an> <Z bn> = (Z cn> mit ¢, = Zakbn_k ) (3.8)
n=0 n=0 n=0 k=0

Definition: Gegeben eine Funktion g(x). Eine Folge von Funktionen (fn(z)) konvergiert punktweise

gegen g(x) in einem Gebiet U, wenn es fir jeden Punkt x € U zu jedem € > 0 ein N € N gibt, sodass
I fx(x) — g(x)|| < € fiir alle k > N. Die Folge (f,(x)) konvergiert gleichmifSig gegen g(x) in einem
Gebiet U, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, sodass fiir alle x € U gilt: || fr(x) — g(x)|| < € fiir
alle k > N. Hier kann man auch fordern, dass sup,cyp| fn(x) — g(z)|| < € fir alle k > N .

Bekannte Reihendarstellungen von Funktionen:

oo n

: ) x
Exponentialfunktion exp(z) = 7;) ) (3.9)
o x2n+1
Sinus-Funktion sin(z) = T;)(—l)" @n 1 1)l (3.10)
e 2n
Kosinus-Funktion cos(x) = 7;)(—1)” (zn)' (3.11)
Logarithmus In(l1+42) = Z(fl)”*lx— lz] <1 (3.12)
n
n=1
: o 1 " n
geometrische Reihie T—2= Z x x| < 1. (3.13)
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Der Konvergenzradius solcher Reihen ist der Wert z > 0, sodass die Reihe fiir alle x < z absolut
konvergent ist. Natiirlich gibt es auch Reihen, deren Konvergenzradius 0 ist, d.h., die fiir keine reelle
(oder komplexe) Zahl ungleich Null konvergent sind. Ein Beispiel ist die Reihe ) nlz™.

3.5 Stetigkeit

Die allgemeinste Definition von Stetigkeit einer Abbildung ist Folgende:

Definition (Umgebungsstetigkeit): Fine Abbildung f : My — Ms von einem topologischen Raum
(M, T1) in einen topologischen Raum (Ma,To) heifit stetig [continuous], wenn das Urbild jeder offe-
nen Menge in My wieder eine offene Menge in M ist.

Diese Definition ist so allgemein, dass sie in der Physik nur selten angewandt werden kann oder muss.
Die folgenden zwei Definitionen sind spezifischer.

Definition (Folgenstetigkeit): Eine Funktion f : My — My von einem metrischen Raum (M, d;)
in einen metrischen Raum (Ma,ds) heifit stetig in einem Punkt x € My, wenn fir jede in M
konvergente Folge (x;) mit Grenzwert x die Folge (f(x;)) konvergent in My mit Grenzwert f(x) ist.

Definition (e-0-Stetigkeit): Eine Funktion f : My — Ms von einem metrischen Raum (My,dy) in
einen metrischen Raum (Ma,ds) heifit stetig in einem Punkt x € My, wenn es zu jedem € > 0 ein
0 > 0 gibt, sodass fiir alle y € My mit dy(z,y) < 0 gilt: do(f(x), f(y)) < e.

Eine Funktion f : M7 — My heif3t stetig in einem Gebiet U C M;, wenn sie in allen Punkten x € U
stetig ist. Das setzt natiirlich voraus, dass die Funktion an allen Punkten x € U auch definiert ist.
Beispielsweise ist die Funktion f(x) = 1/2%? am Punkt = 0 nicht stetig, obwohl man argumentierten
konnte, dass fiir jede Folge x; — 0 gilt f(x;) — f(0); allerdings ist die Folge der Funktionswerte
nicht konvergent und daher ist f(x) dort auch nicht stetig. Das e-0-Kriterium ist hier klarer als das
Folgenkriterium.

Da die Definition von Stetigkeit auch in der Physik von grofler Bedeutung ist, wir andererseits
aber auch praktisch nur Funktionen von einem R™ (oder C™) in einen R™ (oder C™) betrachten, wobei
auf diesen Vektorrdumen die iibliche (euklidische) Norm definiert sein soll, folgen hier nochmals die
Definitionen von Stetigkeit speziell fiir solche Funktionen. (In den Kap. 10-12 beschéftigen wir uns
mit unendlich dimensionalen normierten Vektorrdumen, unter anderem sogenanten Banach-Rédumen;
manche der hier erwiihnten Eigenschaften gelten dort nicht.)

Definition: Fine Funktion f : R™ — R™ (C™ — C™) ist stetig im Punkte x € R™ (C™), wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. Fir jede Folge (x;) mit lim; oo ¢; = x gilt lim; o f(z;) = f(2).

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, sodass fir alle y € R™ mit || —y|| < gilt || f(x) = f(y)] <e.

Fiir Funktionen auf komplexen Réumen gelten die entsprechenden Definitionen.

Es seien f,g : U C R™ — R™ stetige Funktionen auf U. Dann gilt: f + g ist stetig, af ist
stetig fiir alle @ € R (das macht die stetigen Funktionen zu einem Vektorraum), ||f|| ist stetig und
f/g ist stetig, sofern g in U keine Nullstelle hat. Das Gleiche gilt fiir Funktionen iiber bzw. in die
komplexen Zahlen.
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Definition: Eine Funktion f : U C R™ — R™ heiffit Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl 0 < L € R
gibt, sodass

1f(z) = fWll < Lllz -yl Ve,yeU. (3.14)

Anschaulich bedeutet dies, dass die Steigung der Verbindungslinie zwischen zwei Punkten im Graphen
von f nirgendwo grofler als L werden kann. Das bedeutet auch, dass die Steigungen von Tangenten
an f niemals grofler als L werden koénnen.

Definition: Eine Funktion f : U C R™ — R™ heifit gleichmdfig stetig [uniformly continuous] auf U,
wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0, sodass fir alle x,y € U mit ||z —y|| < gilt |f(z) — f(y)] <e.

Im Gegensatz zum Epsilon-Delta-Kriterium fiir Stetigkeit, bei dem die e-d-Vorschrift nur fiir ein ge-
gebenes x € U erfiillt sein muss, sollte bei der gleichméfigen Stetigkeit dasselbe e-J-Kriterium fiir
alle x € U gelten. Offenbar ist eine Lipschitz-stetige Funktion auch gleichmiifig stetig, denn wenn
I7(x) — f(v)|| < e gelten soll, ist dies offensichtlich fiir ||z — y|| < & = €/(2L) erfiillt. Allgemein gilt:
Lipschitz-Stetigkeit impliziert gleichméBige Stetigkeit und gleichméflige Stetigkeit impliziert Stetig-
keit.

Es gilt der Satz von Heine: Auf einem kompakten Gebiet impliziert die Stetigkeit in jedem
Punkt die gleichmiilige Stetigkeit. (Zur Erinnerung: Eine Teilmenge des R™ heifit kompakt, wenn
jede Folge mindestens einen Hiufungspunkt besitzt, bzw. wenn sie beschriinkt und abgeschlossen ist.)
Weiterhin gilt: Sei (f,(z)) eine Folge stetiger Funktionen, die gleichméBig gegen eine Funktion f(z)
konvergiert, dann ist auch f(z) stetig. Dies gilt nicht mehr, wenn die Funktionen nicht gleichméfig
gegen f(z) konvergieren. In Kap. 12 werden wir dazu Gegenbeispiele sehen.

3.6 Die O- und o-Notation

Die O- und o-Notation (manchmal spricht man auch von den Landau-Symbolen, benannt nach dem
Zahlentheoretiker Edmund Landau (1877-1938)) dienen h#ufig dazu, das asymptotische Verhalten
von Folgen oder Funktionen qualitativ abzuschétzen oder anzugeben. Wir betrachten zunéchst das
Verhalten von Folgen (an)nen fiir groBe Werte von n, im néchsten Abschnitt beschreibe ich die
Notation dann fiir Funktionen.

3.6.1 O und o fiir Folgen

Mit der O-Notation kann man zum Ausdruck bringen, dass sich eine Folge fiir grole Werte von n
»ahnlich verhélt wie*“ eine andere, meist einfachere Folge. Damit kann man sowohl charakterisieren,
wie eine Folge divergiert (sofern sie keinen Grenzwert hat bzw. nicht beschrinkt ist) als auch, wie
rasch eine Folge gegen ihren Grenzwert konvergiert.

Definition (O-Notation): Definition der O-Notation: Eine Folge (a,) verhdlt sich wie O(f(n)),
wenn es eine natirliche Zahl ng und eine Konstante C' gibt, sodass fiir allen > ng gilt: |a,|/|f(n)| < C
(bzw. dquivalent |an| < C|f(n)]).

Aquivalent kénnen wir auch sagen, dass der Quotient |a,|/|f(n)| eine obere Schranke haben soll.
AuBlerdem dient die Einschrinkung ,es gibt eine natiirliche Zahl ng, sodass fiir alle n > ng“ nur dem
Fall, dass f(n) an manchen Stellen 0 werden kann; das sollte aber ab einem ng nicht mehr passieren.
Falls also f(n) # 0, kann man die Schranke C auch fiir alle n fordern. Handelt es sich bei f(n) um
eine Nullfolge, impliziert diese Definition, dass auch (a,) eine Nullfolge sein muss.
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Beispiele: Die Folge (x,,) mit x,, = (—1)" ist zwar nicht divergent, sie konvergiert aber auch
nicht gegen einen Grenzwert. Von dieser Folge kann man sagen, sie ist O(1). Die Folge (z,) mit
Ty = ﬁ ist eine Nullfolge, um aber anzugeben, wie rasch diese Folge gegen 0 geht, kann man
sagen, die Folge ist O(1/n). Insbesondere kann man diese Notation auch nutzen um anzugeben,
wie schnell eine Folge divergiert. Sei beispielsweise 7(n) die Primzahlfunktion, die angibt, wie viele
Primzahlen es gibt, die kleiner sind als n. Von Gaufl stammte die Vermutung (spéter von Hadamard

und de la Vallée Poussin unabhiingig voneinander bewiesen), dass 7(n) ansteigt wie O(n/Inn).

Definition (o-Notation): Eine Folge (ap)nen verhilt sich wie o(f(n)) (wobei 0.E.d.A. ¥n : f(n) #
0), wenn lim,_ o an/f(n) =0.

Im Gegensatz zur O-Notation, die angibt, dass der Quotient a,,/f(n) beschrinkt ist, besagt die o-
Notation somit, dass dieser Quotient fiir n gegen unendlich eine Nullfolge darstellt. Mit der o-Notation
bringen wir also zum Ausdruck, dass etwas schwdcher als eine andere Funktion ansteigt bzw. stirker
abfallt.

Zusammenfassend kénnen wir also sagen, dass die O-Notation angibt, dass der Quotient aus
der Folge und ihrer Abschétzung beschrinkt ist, wohingegen die o-Notation verlangt, dass dieser
Quotient eine Nullfolge ist.

3.6.2 O und o fiir Funktionen

Funktionen g(z) unterscheiden sich von Folgen lediglich dadurch, dass wir einerseits den Grenzwert
fiir x festlegen miissen, fiir den wir die Abschétzung vornehmen wollen, andererseits verlangen wir
dann, dass die Abschétzung fiir jede Folge von z-Werten gilt, die diesen Grenzwert hat.

Beispielsweise konnen wir sagen, dass sich eine Funktion mit Funktionswerten g(x) fiir grofie
Werte von x wie die Funktion f(z) verhélt. Das driicken wir durch ,,g(z) ist O(f(z))“ aus und meinen
damit, dass fiir jede Folge (x,,) mit z,, — oo die Folge (g(x,)/ f(z,)) beschrinkt ist. (Eventuell miissen
wir fordern, dass es ein ng gibt, ab dem fiir alle n > ng die Folge g(z,,)/f(x,) beschriankt ist, falls
die Funktion f(x) bei einem x; eine Nullstelle hat.)

Sehr oft interessiert uns aber auch das Verhalten einer Funktion fiir x — 0. Die Aussage ,,g(x)
verhilt sich fiir z gegen null wie O(2?)* bedeutet also, dass g(x)/z? fiir geniigend kleine Werte von
x beschrénkt ist (,es gibt ein 29 > 0 und eine Konstante C, sodass fiir alle x mit 0 < |z| < z¢ gilt:
glx)/a? < C¥).

Fiir die o-Notation bei Funktionen gilt das Entsprechende. Wenn g(z) sich fiir  — 0 wie o(x)
verhilt, bedeutet dies, dass g(x) schneller als x gegen Null geht, oder genauer: lim,_,¢ g(x)/xz = 0.

Die O- und o-Notation werden bei Funktionen sehr oft verwendet, um die Giite von
Naherungen an Funktionen anzugeben. Beispielsweise gilt

1
cosx =1-— §m2 + O(z*) (3.15)
oder auch
1
sine =x — gws +o(2). (3.16)

Die O-Notation wird meist verwendet, wenn man den Korrekturterm der néchsten Ordnung kennt,
wohingegen die o-Notation (mit einer schwiicheren Bedingung) meist verwendet wird, wenn die genaue
Bedingung nicht bekannt oder nicht wichtig ist. Wir hétten, da die Potenzreihenentwicklung fiir die
Sinus-Funktion bekannt ist, in der zweiten Gleichung auch O(x%) schreiben kénnen.
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3.7 Die Ableitung einer Funktion

Wir wollen nun den Begriff der Ableitung einer Funktion einfithren. Dazu betrachten wir zunéchst
reellwertige Funktionen tiber der reellen Achse. Dieser Fall sollte aus der Analysis I bekannt sein. Die
Verallgemeinerung auf mehrere Variablen erfolgt im néchsten Kapitel.

Essei f : U C R — R eine reellwertige Funktion auf einem offenen Gebiet U der reellen
Zahlen. Wir nehmen an, die Funktion sei in U stetig (oder zumindest an den Punkten, bei denen wir
die Ableitung definieren mochten).

Wir definieren nun die Ableitung [derivative] f'(x) dieser Funktion an der Stelle z durch

einen Grenzwert:

B0 h (3.17)

Wie immer ist dieser Grenzwert h — 0 im Sinne von , fiir jede beliebige Nullfolge (h,,)“ zu verstehen.
Das setzt voraus, dass dieser Grenzwert {iberhaupt existiert und dass er fiir jede beliebige Nullfolge
auch derselbe ist (wobei hier nur Nullfolgen betrachtet werden, fiir die h; # 0 fir alle ¢ € N). Die
Stetigkeit ist zwar eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Ableitung,
aber keine hinreichende Voraussetzung. Die Funktion f(z) = |z| ist bei x = 0 stetig, doch die
Ableitung ist nicht eindeutig.! Die Funktion

f(x) = sgn(@) /], (3.18)

wobei sgn(x) die Vorzeichenfunktion (+1 fiir 2 > 0, —1 fiir 2 < 0 und 0 fiir x = 0) ist, ist ebenfalls bei
2 = 0 wohl definiert und stetig (allerdings nicht Lipschitz-stetig), doch in diesem Fall gibt es keinen
endlichen Grenzwert fiir die Ableitung.

Manchmal schreibt man statt f’(x) auch
df(z)

—— = Df(z). (3.19)

HOEE

Eine andere (im vorliegenden Fall fiquivalente) Formulierung der Ableitung lautet: f/(z) ist
die Ableitung von f(x) an der Stelle z, wenn

flx+h)= f(z)+ f(x)-h+o(h). (3.20)

3.7.1 Ableitungsregeln

Aus der Definition der Ableitung kénnen wir Ableitungsregeln herleiten. Dabei folgt die Summenregel
[sum rule] (hier zusammengefasst mit der Faktorregel [factor rule]) unmittelbar aus der Definition:

(af +B9) = af + By (3.21)

Die Ableitung einer Linearkombination von Funktionen ist gleich der Linearkombination der Ableitun-
gen. Dies kennzeichnet die Ableitung als eine lineare Abbildung auf dem Vektorraum der (ableitbaren)
Funktionen.
Ist eine Funktion das Produkt von zwei anderen Funktionen, gilt fiir die Ableitung die Pro-
duktregel:
(f-9)=f-9+f4d- (3.22)

st der Grenzwert in Gl. 3.17 fiir jede positive Nullfolge derselbe, spricht man von einer rechtseitigen Ableitung;

entsprechend ist eine linksseitige Ableitung definiert als der Grenzwert fiir jede Folge {hn } die sich von links (also mit
negativen Werten fiir h) der Null n&hert. Dementsprechend hat die Funktion f(z) = |z| bei = 0 keine wohldefinierte
Ableitung, aber die rechtseitige Ableitung ist +1 und die linksseitige —1.
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Handelt es sich bei einer Funktion um die Hintereinanderschaltung von zwei Funktionen,

gilt fiir die Ableitung die Kettenregel:

d
/@) = f9(@) - ¢'(x). (3.23)
Manchmal schreibt man fiir die Kettenregel auch

df(g(z)) _ df dg(z)

dz B di‘g g=g(x) dzx

und bringt damit zum Ausdruck, dass zunéchst die Ableitung von f nach ihrem natiirlichen Argument
zu bilden ist; anschlieend ist in die Funktion, die man so erhilt, das spezielle Argument g = g(z)
einzusetzen.

Fiir den Quotienten von zwei Funktionen gilt die Quotientenregel:

a4 (ﬂﬂﬁ)) _ ['(@)g(@) - f(2)g'(x)
dz \ g(x) g(x)? '

(3.24)

3.7.2 Bahnkurven und ihre Geschwindigkeit

In der Physik méchte man héufig die Bahnkurve eines physikalischen Korpers - meist beschrieben
durch seinen Schwerpunkt oder idealisiert als Punktteilchen - beschreiben. Zur mathematischen Dar-
stellung der Bahnkurve gibt man zu jedem Zeitpunkt ¢ den Ort x(t) des Objekts an. Bei einer
parametrisierten Bahnkurve [parametrized trajectory] v handelt es sich um eine Abbildung

v:ICcR—R? t—xz(t). (3.25)

Das Intervall I C R bezeichnet man allgemein als Parameterintervall und in der Physik, sofern ¢ der
Zeit entspricht, als Zeitintervall.

Die Geschwindigkeit [velocity] des Teilchens zu einem Zeitpunkt ¢ ergibt sich aus der Ableitung
dieser Bahnkurve nach der Zeit:

dz(t)
At

Diese Gleichung darf man komponentenweise verstehen, d.h., die :-te Kompontente der Geschwindig-

v(t) = (3.26)

keit ergibt sich aus der Ableitung der i-ten Komponente der Bahnkurve nach der Zeit:

Codt

v (t) (3.27)

v(t) bezeichnet man auch als die Momentangeschwindigkeit [momentary velocity] des Teil-
chens zum Zeitpunkt ¢. Demgegeniiber ist die Durchschnittsgeschwindigkeit [average velocity] zwi-
schen zwei Zeitpunkten ¢; und to durch

x(te2) —x(t
) = 22— o) (3.28)
to — 11
gegeben. Wenn wir physikalisch die Geschwindigkeit eines Objekts messen, bestimmen wir meist
die Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen zwei sehr nahe beieinanderliegenden Zeitpunkten. Man
beachte, dass dies auch der mathematischen Definition der Ableitung entspricht: Der Grenzwert von

Differenzenquotienten entspricht dem Grenzwert von Durchschnittsgeschwindigkeiten.
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Wir haben hier das Konzept der Ableitung auf Funktionen des Typs f : I C R — R" verall-
gemeinert. Die Ableitung einer solchen Funktion ist definiert als:

e—0 €

(3.29)

Durch die Fettschrift wird hier angedeutet, dass es sich bei f(x) um Vektoren in einem R™ handelt und
im Zéahler des Differenzenquotienten die Differenz von Vektoren steht. Die Definition der Ableitung
ist unabhéngig von der Wahl eines Koordinatensystems im R™. Falls jedoch ein Koordinatensystem
(eine Basis) gegeben ist, kann man die Ableitung komponentenweise ausfithren; daher handelt es sich
nicht um ein neues Konzept.

3.8 Integration und Integrationsregeln

Wie schon bei der Ableitung von Funktionen betrachten wir zunéchst Integrale iiber Funktionen von
einem (reellen) Argument.

Gegeben sei eine stetige Funktion f: I C R — R (das Integral ldsst sich auch fiir stiickweise
stetige Funktionen definieren, dann beziehen sich die folgenden Bemerkungen immer auf stetige Ab-
schnitte). Zur Bestimmung der Fliche unter dieser Kurve (definiert durch den Graph dieser Funktion)
zwischen zwei Werten = a und = = b unterteilen wir die Strecke [a,b] in N gleiche Abschnitte der
Breite Ax, sodass (b—a) = N - Az. Die Punkte dieser Unterteilung seien xy = a,2; = a + Ax, ... bis
xx = b. Dann gilt fiir die Flache unter der Kurve ndherungsweise:

WE

F= f(zy) - Ax. (3.30)

n=1

7(b)

f(@)

Ax Ax Ax

Abbildung 3.1: Die Fliche unter einer (stiickweise stetigen) Funktion ist néherungsweise durch die
Summe der N schmalen Rechtecke gegeben. Fiir den Grenzfall N — oo spielt es keine Rolle, ob
man jeweils die linke (Abb. links) oder die rechte (Abb. rechts) Hohe eines Rechtecks betrachtet. Die
Differenz zwischen beiden Flichen (Abb. Mitte) ist gleich AA = Ax(f(b) — f(a)) und verschwindet
fiir Az — 0.

Unter den genannten Voraussetzungen kann man die Grenzwerte N — oo und gleichzeitig
Ax — 0 betrachten, wobei N - Az = (b— a) konstant bleiben soll. Man erhélt in diesem Grenzfall die
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Flache unter der Kurve. Dalfiir schreibt man:

N—o00

b N
A:/ fl@ydz = lim Y f(z,)- Az (3.31)

(N-Az=b—a fest),

und bezeichnet A als das Integral [integral] iiber die Funktion f auf dem Intervall [a,b]. Konkret
spricht man auch von einem Riemann-Integral. In Kap. 7 werde ich im Zusammenhang mit der
MafBtheorie eine verallgemeinerte Definition fiir Integrale einfiihren.

Aus der Interpretation (und Definition) des Integrals als Fliche ergibt sich unmittelbar fol-
gende Identitét:

A= /:f(a:) dz = /abf(a:) dm+/bcf(x) dz (3.32)

fir allea < b < c.

Die folgenden beiden Beziehungen folgen ebenfalls aus der Definition des Integrals:

b b b
/ (f(x)+g(z))dz = / f(z)dz + / g(z)dx (3.33)
/ a-flz)de = a/ f(z)dx  (a € R konstant) . (3.34)

Diese beiden Bedingungen kennzeichnen die Bildung des Integrals als sogenannte ,,lineare Abbildung®.
Dabei ist der Vektorraum, fiir den diese Linearitét gilt, der Vektorraum der stetigen (bzw. stiickweise
stetigen) Funktionen. Da das Bild dieser Abbildung eine reelle Zahl ist, handelt es sich bei dem
bestimmten Integral um ein Element des Dualraums dieses Vektorraums.

Ist f(x) negativ, wird auch der Beitrag zur Flidche negativ. Ist man an dem Betrag einer Fliche
unter einer Kurve interessiert, muss man entweder iiber |f(x)| integrieren, oder (was zu demselben
Ergebnis fiihrt) zunéchst die Nullstellen von f(2) bestimmen sowie die Bereiche, in denen f(z) positiv
bzw. negativ ist, und dann die Beitriage dieser Bereiche entsprechend addieren oder subtrahieren.

Auflerdem wird definiert, dass der Wert des bestimmten Integrals sein Vorzeichen umkehrt,
wenn man die Integrationsgrenzen vertauscht:

/abf(x)dx:—/baf(;v)da:. (3.35)

Es gilt der Hauptsatz der Integralrechnung:

b
/ f(x)de = F(b) — f(a). (3.36)

Fiir die Stammfunktion einer Funktion f(x) schreibt man manchmal auch ein unbestimmtes Integral

[indefinite integral] (ein Integral ohne Grenzen):

/f(:c) dz = F(x) + c. (3.37)

Die freie Konstante ¢ fallt bei der Ableitung wieder heraus. Die Stammfunktion ist daher nur bis auf
diese Konstante c eindeutig.
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Die folgenden Stammfunktionen sollten bekannt sein:

1
v q _ y+1 1 .
/x ro= e Ao (3.38)
1
/ - dz = In|z|+c¢ (3.39)
1
/e)‘x dz = XEM +c (3.40)
1.
/cos wrdr = —sihwzr+c (3.41)
w
. 1
/sm wrdr = ——coswz+c. (3.42)
w

Die folgende Identitéit bezeichnet man als partielle Integration:

b b
/f@%d@ﬂw=—/fh%dmmwf@mw—ﬂwﬂw- (3.43)

Die Substitutionsregel kann hiufig angewendet werden, wenn sich eine Funktion g(x) als Hintereinan-
derschaltung von zwei Funktionen schreiben ldsst: g(x) = g(y(x)), wobei y(z) im Integrationsbereich
umkehrbar sein soll. Dann gilt:

b y=xz(b) T
[ atwenas= [T g E gy, (3.44)

y=z(a)

Hierbei ist z(y) als die Umkehrfunktion von y(x) zu verstehen. Man beachte, dass die Ableitung
di—(yy) im Integrationsbereich ihr Vorzeichen nicht #ndert (wegen der Umkehrbarkeit von y(z)). Falls
diese Ableitung negativ ist, gilt x(b) < z(a) (sofern b > a). Manchmal (das ist insbesondere bei
mehrdimensionalen Integralen der Fall) schreibt man daher den Absolutbetrag dieser Ableitung in
obiger Gleichung, allerdings werden dann die Grenzen in ihrer natiirlichen Folge (kleinere Grenze am
unteren Ende des Integrationsbereichs) genommen.

Die folgenden Formeln folgen aus der Substitutionsregel und finden in der Physik haufig

Anwendung:
b 1 "
[ e tas = 2w (3.45)
b 1 b
speziell / f(x®zdr = 5 fly)dy (3.46)
B cos 3
/ f(cosf) sinfdd = 7/ f(y)dy (3.47)
R | e
/ fAr+co)de = 7-/ f(y)dy (3.48)
a A Aa-+tc
b Ab+c
1 1 1 1 Ab+c
speziell —_— = = —dy =<1 . A4
spezie /a ()\ac—l—c)dx )‘/)\a+c ydy 3 n()\a—i—c) (3.49)
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Kapitel 4

Ableitungen und Taylor-
Entwicklung in mehreren Variablen

4.1 Richtungsableitung und totale Ableitung

Wir betrachten nun reellwertige Funktionen in mehreren reellen Variablen, also f(z1,...,z,) bzw.
f:U CR"™ = R. Aulerdem nehmen wir an, dass die Funktionen an den Stellen, wo die Ableitungen
bestimmt werden sollen, immer stetig sind.

4.1.1 Partielle Ableitung und Richtungsableitung

Wir kénnen zunéchst die partielle Ableitung [partial derivative] definieren, indem wir die Definition
der Ableitung einer Funktion von einer Variablen einfach auf ein bestimmtes Argument anwenden
(bei partiellen Ableitungen verwendet man statt des Symbols ,d* das Symbol ,0*):

Of (1, ey )

f('rlv ey T 1 €, 7xn) - f(xly ceey Ly 71'n)

Aquivalent gilt
g sy T,
f([IIl, e Ty T € ,xn) = f(ﬁl, ey Ly 71'»,1) + %E + 0(6) . (42)
i

Eine Verallgemeinerung der partiellen Ableitung ist die Richtungsableitung [directional deri-
vative]; sie ist unabhéngig von einer Koordinatenwahl in R™:

Definition: Seih = (hq, ..., hy,) # 0 ein beliebiger n-komponentiger Vektor (ungleich dem Nullvektor).
Wir definieren die Richtungsableitung Dy, f(x) durch:

f(x+eh) — f(=)

Dp f(z) = lim . (4.3)
bzw.
fx+eh)= f(x)+ Dnf(x)e+o(e). (4.4)

Wahlt man fiir eine gegebene Basis des R™ den Vektor h speziell als Einheitsvektor zu einem
Basisvektor, h =e; = (0, ..., 1, ...,0), so wird die Richtungsableitung zur partiellen Ableitung:
_ 0f(=)

Deif(m)_ 656 . (45)

69
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Oft fordert man, dass es sich bei b um einen normierten Vektor handeln soll (also [|h| = 1).
Das hat den Vorteil, dass die Richtungsableitung wirklich nur von der Richtung und nicht auch vom
Betrag von h abhéingt.

4.1.2 Die totale Ableitung und der Gradient

Definition: Wenn es eine lineare Abbildung Df (z) : R™ — R gibt, sodass fiir jede beliebige Nullfolge
h — 0 n-komponentiger Vektoren h die folgende Gleichung erfiillt ist,

f@+h) = fx)+ (Df(@),h) +o([|hl]), (4.6)

bezeichnet man Df (x) als die totale Ableitung [total derivative] (manchmal auch das totale Differen-
tial, wobei dieser Begriff mehrdeutig ist) der Funktion f an der Stelle . Aquivalent kann man auch
sagen: Wenn die Richtungsableitung Dy, f(x) eine lineare Abbildung fiir das Argument h ist, sich also
in der Form Dy f(x) = (Df(z),h) schreiben lisst, wobei (Df (x), 1 +h2) = (Df(z),h1) + (Df(z), hs)
gelten soll (Vhy,hs), bezeichnet man Df(x) als die totale Ableitung von f an der Stelle x.

Anmerkungen:

1. Df(x) ist eine lineare Abbildung, die auf einen Vektor h anzuwenden ist, und das Ergebnis ist
eine reelle Zahl. Das kennzeichnet Df (x) als einen dualen Vektor. Man beachte, dass Gl. 4.6
nicht von einer Basis im R™ abhéngt.

2. Manchmal schreibt man fiir Gl. 4.6 auch

[l +dz) = f(z) + df () + o(||A]]) (4.7)
mit 5
df (x) = Z a—jdxi (4.8)

und bezeichnet df als totales Differential.

3. Wie schon erwihnt, gilt: Wenn die lineare Abbildung Df (z) existiert, ist die Richtungsableitung
zu einem nicht-verschwindenden Vektor h durch

Dnf(x) = (Df (z),h). (4.9)

gegeben. Es gibt jedoch Fille, in denen die Richtungsableitungen zwar fiir alle Vektoren h
existieren, jedoch keine lineare Abbildung fiir h definieren und somit keine totale Ableitung.
Nur wenn die Richtungsableitungen in einer offenen Umgebung des Punkts x stetig sind, gibt
es auch die totale Ableitung.

Zu dem letzten Punkt gibt es bekannte Gegenbeispiele: Sei beispielsweise

+Var2+y? y>0
fle,y)=1q z y=0 . (4.10)
—Vai+y? y<o0
Diese Funktion ist im Punkt (z,y) = (0,0) stetig. Die Richtungsableitung existiert fiir jeden Vektor

h = (h1, ha), aber sie definiert keine lineare Abbildung. Sofern nicht anders erwihnt soll im Folgenden
die totale Ableitung immer existieren.
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4.1.3 Der Gradient und seine geometrische Bedeutung

Ist auf dem R™ ein Skalarprodukt g(-,-) gegeben, so verstehen man unter dem Gradienten [gradient]
V f(z) den dualen Vektor zu Df(z), d.h. den Vektor, firr den gilt: g(V f(z),h) = (Df (), h). Bezieht
man die Komponenten eines Vektors & auf eine Orthonormalbasis (ein kartesisches Koordinatensy-
stem), dann sind die Komponenten des Gradienten durch df(x)/dx; gegeben. Kapitel 8 beschreibt
etwas ausfiihrlicher, wie die Komponenten des Gradienten in allgemeinen Koordinatensystemen aus-
gedriickt werden koénnen.

Zur Veranschaulichung des Gradienten betrachten wir einen Spezialfall in Gl. 4.6: v sei ein
Einheitsvektor (also /v? +v3 + ... + v2 = 1) und die Nullfolge sei durch h = ev (¢ — 0) gegeben. Wir
stellen uns nun die Frage, fiir welchen Vektor v (zu geniigend kleinem aber festem ¢) der Ausdruck

(Df (z),v) = g(V f(2),v) (4.11)

maximal wird. Das ist dann der Fall, wenn v parallel zu V f steht. Andererseits wird die linke Seite
von Gl. 4.6 maximal, wenn v in die Richtung zeigt, in die die Funktion f am stérksten zunimmt. Der
Gradient zeigt also in die Richtung, in die f am stérksten zunimmt. Insbesondere steht V f senkrecht
auf allen Aquipotenziallinien bzw. -flichen von f, also auf den Richtungen am Punkt z, in die sich
die Funktion f nicht &ndert.

4.1.4 Das V-(Nabla-)Symbol

In der Physik wird manchmal auch die Notation gradf(z) = V f(z) verwendet. Das Symbol V
— genannt ,Nabla“ — wird wie ein Vektor behandelt, dessen Komponenten in der Standardbasis
Vi = 0/0x; die Operationen der partiellen Ableitungen sind. (Trotzdem soll nochmals betont wer-
den, dass die Definition des Gradienten unabhéngig vom Koordinatensystem ist - der Gradient ist
ein geometrisches Konzept. Wie der Gradient in anderen Koordinatensystemen zu berechnen ist,
werden wir noch untersuchen; vgl. Abschnitt 8.7.1.) Das Nabla-Symbol wird auch in entsprechender
Bedeutung fiir andere Ableitungen verwendet, die wir spéter noch kennenlernen werden.

Besonders wichtige Beispiele in der Physik sind Gradienten von Funktionen, die nur vom
Betrag des Ortsvektors abhéingen, also z.B. U(|z|). In diesem Fall erhdlt man fiir die Komponenten
des Gradienten nach der Kettenregel:'

oU (|z|) _ dU(r) or

— 4.12
ox; dr Oz;’ (4.12)
und da
or  Oy/ai+ax3+ai X5 (4.13)
ox; Ox; Vi + a3+ a3 .
folgt

VU = U'(r) ; . (4.14)

Der Gradient zeigt also in radialer Richtung und hat die ,,Lange* U’(r).

4.1.5 Die Richtungsableitung als Ableitung entlang eines Weges

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : U C R™ — R. Auflerdem betrachten wir einen stetigen
Weg v : I € R — R", den wir in der parametrisierten Form «(¢) darstellen. Wenn das Bild des

IWir haben die Kettenregel zwar nur fiir den Fall f : U C R — R bewiesen, doch sie gilt ganz allgemein fiir
Abbildungen zwischen reellen und komplexen Vektorrdumen beliebiger Dimensionen (sofern der Definitionsbereich der
zweiten Abbildung im Bildraum der ersten Abbildung enthalten ist). Der Beweis ist ganz analog.
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Weges in U liegt, kénnen wir die kombinierte Abbildung: fo~ : R — R betrachten, also die Funktion
f(z(t)). Bei dieser Funktion handelt es sich um eine gewthnliche Funktion von einem Parameter ¢.
Diese Funktion kénnen wir nach der Kettenregel ableiten und erhalten:

df(z(t)) _ <~ 9f(=)
dt _Z 835,»

dxét(t) = (Df(x(t),v(t)) = g(V f(=(t)),v(t)). (4.15)

i=1 z=x(t)

Ganz rechts steht das Skalarprodukt des Gradienten von f an der Stelle (¢) mit dem ,, Geschwindig-
keitsvektor® v(t) = &(t) = 9&.

Dieser Ausdruck entspricht in seiner Bedeutung Gleichung 4.6, allerdings wurde der Vektor h
hier mit v(t) bezeichnet. Die ,,Geschwindigkeit“ v(¢) kennzeichnet somit die Richtung, in welche die

Ableitung von f vorgenommen wird.

4.2 Allgemeine Ableitung

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall f : U C R® — R™. Es handelt sich also um eine m-
komponentige Funktion von n Variablen. Dieser Fall bringt nichts Neues, da wir jede Komponente
von | als eine reellwertige Funktion im Sinne des letzten Abschnitts betrachten kénnen. (In diesem
Abschnitt verwende ich keine Fettschreibweise fiir Vektoren z € R™ oder f(z) € R™ mehr; speziell
fiir Vektoren im R3 schreibe ich meist 7.)

Auch hier bietet sich jedoch die koordinaten- bzw. basisunabhéngige Definition der Ableitung
als ,,beste lineare Ndherung“ an. Fiir eine beliebige Nullfolge von n-komponentigen Vektoren h sei

f@+h) = f(x)+ Df (x)(h) + of[|A]]) - (4.16)

Nun ist Df(z) eine lineare Abbildung, Df(x) : R™ — R™, die einen Vektor h € R™ auf einen Vektor
Df(z)(h) € R™ abbildet. In der Standardbasis ist Df(z) eine m x n-Matrix mit den Komponenten
0fj(x)/0z;. Man bezeichnet diese Matrix auch als Jacobi-Matriz der Abbildung f (benannt nach
Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)).

Typische Beispiele in der Physik sind vektorwertige Felder, beispielsweise das elektrische Feld
E(Z) oder das Magnetfeld B(Z).

Im Prinzip lédsst sich jede Feldkomponente nach jeder Ortskomponente ableiten, man erhélt
so die Matrizen

OF, O0E, OE; 0By 0By 0B
83?1 8332 8$3 8331 6.’172 8.’173
OFy 0E, OE 0By 0By 0Bj

4.1
(‘)xl 81‘2 8I3 und 63:1 8$2 8%‘3 ( 7)
O0Fs 0FE3; O0Fs 0Bs 0Bs 0B;s
81‘1 81‘2 61‘3 6.2?1 8$2 81‘3

4.2.1 Divergenz und Rotation

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, lassen sich die ersten Ableitungen eines Vektorfeldes nach
den Komponenten im Urbildraum in Form einer Matrix schreiben. Einige spezielle Kombinationen
dieser Ableitungen spielen jedoch eine besondere Rolle, dazu zéhlen insbesondere die Divergenz und
die Rotation.

Ich definiere in diesem Abschnitt die Divergenz und die Rotation durch die Komponten der
Ableitungen in einem kartesischen Koordinatensystem. Spéter werde ich eine allgemeinere Definition
angeben, die eine koordinatenunabhéngige Definition von Divergenz und Rotation ermdoglicht.
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Die Divergenz [divergence] eines Vektorfeldes E:R3 > R3 (ich spezifiziere im Folgenden
nicht immer, ob die Urbildmenge der ganze R?® oder nur eine offene Teilmenge davon ist) ist:

divE=V -E=

OF, | 0B,  OE; 23:

8I1.+ axg 8%3 (418)

81‘1

Man beachte, dass das Ergebnis eine skalare Funktion ist, d.h., jedem Punkt im R? wird eine Zahl
zugewiesen. Oftmals vereinfacht man in der Physik noch die Notation der partiellen Ableitung und
schreibt einfacher:

_0E;
OE; 4.19
= 90, (4.19)
Damit lasst sich die Divergenz auch schreiben als
divE =Y " 0;E; . (4.20)

Entsprechend definieren wir die Rotation [rotation] eines Vektorfeldes E : R® — R? als den
Vektor:

OB; _ 0B,
8x2 6.%'3
5 == 0E, O0Es
FE = FE= —_— - . 4.21
rot V x 92 o (4.21)
0B, 0B
8$1 8372

Mit dem in Abschnitt 2.2 definierten Levi-Civita-Symbol kénnen wir auch schreiben:

—

(V x E); Z €iji 0, B . (4.22)

7,k=1

Die hier definierte Rotation lésst sich nur fiir Vektorfelder angeben und das Ergebnis ist wieder ein
Vektorfeld.

4.3 Hohere Ableitungen

Wenn die erste Ableitung einer Funktion selbst wieder stetig ist, konnen wir die zweite Ableitung als
die Ableitung der ersten Ableitung definieren:
[zt h) - f(x)
1 — 1 f (JZ' .
f (Z‘) hlir%) h
d2
Dafiir schreibt man auch f”(z) = @ .
Ist die physikalische Interpretation des Arguments der Funktion f die Zeit ¢, so schreibt man
fiir die Ableitung oft:

(4.23)

fin =0

Entsprechend ist die zweite Ableitung f(t). Aus der Geschwindigkeit eines Teilchens #(t) = Z(t) erhiilt
man durch eine erneute Ableitung nach der Zeit die Beschleunigung [acceleration)]:
. do(t)  d%E(t)
t) = = .
alt) = =g a2

(4.24)

(4.25)

Auch hier verwendet man oft die Notation a(t) = Z(t).
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Fiir die dritte Ableitung dzj; @) einer Funktion schreibt man manchmal auch f” (z). Die

hoheren Ableitungen schreibt man gelegentlich durch einen in Klammern gesetzten Hochindex n:

F™(z) = " f(z) (4.26)

dxn

Bei Funktionen von mehreren Argumenten, f : R®™ — R, kann man die hoheren Ableitungen
nach verschiedenen Argumenten bilden. Fiir die zweiten Ableitungen erhélt man auf diese Weise eine
Matrix von Ableitungen, die man auch als Hesse-Matriz [hessian] bezeichnet:

0? ey T,
() = Tt (1.27)
bzw.
Pflx)  f(x) 9 f(x)
31‘1 8LE1 8.1’1 6$2 o 6I1 895”
Pflx)  f(x) O f(x)
H(f) _ 81’2 8951 (3'£E2 61‘2 o 8:02 &rn . (428)
Pflx)  Pfl(x) & f(x)
0xn 01 Oxn0xs Oz, 0z,

Sofern die zweiten Ableitungen existieren und stetig sind, spielt die Reihenfolge der Ableitung keine
Rolle, die Hesse-Matrix ist also symmetrisch:

*f(x) _ 0*f(z)
al'ialﬂj o 8%89@ ' (429)

Dies bezeichnet man manchmal auch als den Satz von Schwarz. Damit diese Eigenschaft erfiillt ist,
darf die Reihenfolge, in der die Grenzwerte gebildet werden, keine Rolle spielen:

2 i ) . . ) _ . ) .
9% f(x) — tm | lim flozi+hiyoxy+hy, o) — flo, 2 + by oy, )
3xiaxj h;—0 _hj~>0 hihj
— lim (f(...,aci,...,acj-i-hj,...)—f(...,xi,...,xj,...)>} (430)
h;—0 hihj
_ lim lim f(...,xz-—l—hi,...,:cj—|—hj,...)—f(...,xi,...,xj+hj7...)
hj—0 [ hi—0 hih;
. f(,l‘l + hi, cey Ly ) — f(...,J?i, cey Ly )

Genau das ist aber der Fall, wenn die zweiten Ableitungen existieren und stetig sind.

Dieses Ergebnis iibertridgt sich entsprechend auch auf die hoheren Ableitungen: Sind alle
Ableitungen einer Funktion f mindestens k-mal stetig differenzierbar, spielt die Reihenfolge, in der
die k& Ableitungen ausgefiihrt werden, keine Rolle.

4.3.1 Extrempunkte und stationire Punkte

Sei f : U C R® — R eine Funktion. Ein Punkt x¢ heifit: lokales Mazimum von f, wenn es eine
Umgebung V' von z( gibt, sodass f(xzg) — f(z) > 0 fur alle z € V. Ein Punkt z¢ heifit globales
Mazimum in U, wenn fiir alle x € U gilt: f(z) — f(x) > 0. Entsprechend heifit ein Punkt z( lokales
Minimum von f, wenn es eine Umgebung V' von g gibt, sodass f(xz) — f(z) < 0 fiir alle x € V. Und
ein Punkt o heiit globales Minimum in U, wenn fiir alle z € U gilt: f(xo) — f(z) < 0.
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1. lokales  Minimum  [local ~minimum /(@)
(point)]: Es gibt eine (offene) Umgebung /’
X von xg, sodass fiir alle z € X gilt
f(xo) < f(2).
2. globales Minimum [global minimum
(point)]: Es gilt fiir alle x € U: f(xg) < %\ a b ¢
(@), = S 3
3. lokales Mazimum  [local —mazimum
(point)]: Es gibt eine Umgebung X
von xzg, sodass fir alle x € X gilt
f(xo) = f(=).
4. globales Mazimum [global mazimum
(point)]: Es gilt fiir alle x € U: f(xo) > Abbildung 4.1: Bei = a,c liegen lokale Mi-
f(x). nima vor, ein globales Minimum ist nur bei

x = a. Bei x = b befindet sich ein lokales Ma-
ximum. Ein globales Maximum gibt es nicht.

Zusammenfassend bezeichnet man Punkte, bei denen eine Funktion ein (lokales oder globales)
Minimum oder Maximum hat, als (lokale bzw. globale) Extrempunkte [extremal points].

Zur Existenz von Extrempunkten auf kompakten Mengen sollte der Satz von Weierstrafs
bekannt sein: Eine stetige Funktion f : M — R ist auf einem kompakten Gebiet K C M immer be-
schréinkt und nimmt dort immer ihr Maximum und ihr Minimum an. Zur Erinnerung: Eine Teilmenge
des R™ heifit kompakt, wenn jede Folge in dieser Menge mindestens einen Hiufungspunkt besitzt,
bzw. wenn sie abgeschlossen (d.h. die Grenzwerte aller Folgen liegen in dieser Menge) und beschrénkt
ist (d.h., es gibt eine Kugel mit endlichem Radius, die diese Menge enthiilt).

Der Satz von Fermat besagt, dass fiir eine differenzierbare Funktion an einem lokalen Ex-
trempunkt immer gilt Df(z¢) = 0, d.h., die erste Ableitung verschwindet. Bei einer Funktion iiber
den reellen Zahlen bedeutet dies einfach f/(xg) = 0, bei einer Funktion iiber dem R™ heifit das
Vf(xg) = 0, also in Koordinaten %ﬂ(j) = 0 Vi. Dieses Kriterium fiir einen Extrempunkt ist
allerdings nur ein notwendiges Kriterium.m_zo

Bei Funktionen f : I C R — R (also Funktionen iiber den reellen Zahlen) kann man auch
die hinreichenden Bedingungen leicht charakterisieren, sofern die hoheren Ableitungen der Funktion

existieren:

1. Verschwinden die ersten n Ableitungen einer Funktion f and der Stelle xy und ist n ungerade
und gilt fiir die n 4 1-te Ableitung ("1 (xq) < 0, so liegt bei 2 ein lokales Maximum vor. Ist
fFY(z0) > 0, hat f bei z ein lokales Minimum.

2. Verschwinden die ersten n Ableitungen einer Funktion f an der Stelle xg und ist n gerade und
gilt fiir die n + 1-te Ableitung f("+1)(zo) # 0, dann hat f an der Stelle zq einen Wendepunkt
[inflection point].

Verschwindet der Gradient einer Funktion iiber dem R™, so spricht man allgemein von einem
stationdren Punkt [stationary point]. Hier kann ein Maximum (oder Hochpunkt) oder auch ein Mini-
mum ( Tiefpunkt) vorliegen, es kann sich aber auch um einen (verallgemeinerten) Sattelpunkt [saddle
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point] handeln.? Zur Charakterisierung eines solchen Punktes benétigt man die Matrix der zweiten
Ableitungen, also die Hesse-Matrix.

Fiir zweimal stetig ableitbare Funktionen ist die Hesse-Matrix symmetrisch. Wir benétigen
nun einen Satz, der in Abschnitt 2.3 bewiesen wurde: Eine selbst-adjungierte n x n-Matrix H (beim
kanonischen Skalarprodukt in reellen Vektorrdumen sind dies genau die symmetrischen Matrizen)
erlaubt die Definition von n orthonormalen Vektoren f; (i = 1,...,n), sodass Hf; = \;f; ist. Die
Vektoren f; bilden einen Satz von orthogonalen Eigenvektoren und charakterisieren die sogenannten
Hauptachsen. Die Zahlen A; sind reell und heiflen die Eigenwerte von H.

Diesen Satz konnen wir auf die Hesse-Matrix einer zweimal stetig ableitbaren Funktion an-
wenden. Falls alle Eigenwerte der Hesse-Matrix einer Funktion f, fiir die V f(z¢) = 0 ist, an einer
Stelle xy positiv sind, handelt es sich um ein lokales Minimum von f. Sind alle Eigenwerte an die-
ser Stelle negativ, handelt es sich um ein lokales Maximum von f. Andernfalls spricht man von
einem Sattelpunkt (d.h., in manche Richtungen nimmt die Funktion zu, in andere Richtungen ab).
Verschwinden Eigenwerte der Hesse-Matrix, so muss man entlang der zugehorigen Hauptachsen die
hoheren Ableitungen untersuchen.

4.3.2 Laplace- und d’Alembert-Operator

Ein besonderer Ableitungsoperator, der die zweiten Ableitungen einer Funktion von mehreren Argu-
menten enthélt, ist der Laplace-Operator [laplacian]:
N Pfla) _9%f(z) | Pf(x)

0*f(z)
Afle) = ~ Jx?  Ox? - 0x3 et or2

(4.32)

Besonders wichtig ist der Laplace-Operator fiir die drei Raumkoordinaten, wenn wir Felder iiber dem
dreidimensionalen Raum betrachten:
_Pf@)

Af@) = 5

0%f(%)

2
Oxs

(@)

2
Oxs

n (4.33)

Hat das Feld mehrere Komponten (beispielsweise das elektrische oder magnetische Feld E(f) bzw
B(&)), wirken die Ableitungen auf jede Komponente des Feldes getrennt, das Ergebnis ist also wieder
ein entsprechend mehrkomponentiges Feld.

Man beachte, dass diese Definition zunichst nur fiir orthonormale (kartesische) Koordinaten
Z = (a1, x2,23) gilt. Wir werden spiter sehen, wie diese Ableitungsoperatoren in anderen Koordinaten
aussehen.

Ebenfalls ein wichtiger Ableitungsoperator in der Physik ist der Wellenoperator [wave opera-
tor] oder d’Alembert-Operator [d’Alembertian, d’Alembert operator], der beispielsweise in der Theorie
des Elektromagnetismus oder auch der Einstein’schen Allgemeinen Relativitéitstheorie auftritt. Bei
ihm tritt noch die zweite Ableitung nach der Zeit auf, allerdings sind die Vorzeichen zu den raumlichen
Ableitungen entgegengesetzt:

S 1 92 L
Of(&,t) = (CQW—A> F(Z,1) (4.34)
_ L f@E ) Pf@Et)  0Pf(Et)  9Pf(Et)
T a2 axr 92 x

2In der Schule versteht man unter einem Sattelpunkt meist einen Wendepunkt mit waagerechter Tangente. All-
gemeiner ist ein Sattelpunkt ein stationédrer Punkt - der Gradient verschwindet -, bei dem eine Funktion in manche
Richtungen zunimmt und in andere Richtungen abnimmt.
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4.3.3 Ableitungsidentititen

Die Rotation ldsst sich nur auf Vektorfelder anwenden. Da der Gradient eines skalaren Feldes ®(Z)
jedoch ein Vektorfeld ist, konnen wir die Rotation eines Gradientenfeldes bestimmen. Wir erhalten:

V x VO(Z) = 0. (4.35)
Beweis: Wir berechnen die i-te Komponente der Rotation des Gradientenfeldes

(Vx VO(D)); = Y €x0;002(F) = 0. (4.36)

Der Grund fiir das Verschwinden der rechten Seite liegt darin, dass 0;0, symmetrisch in den Indizes j
und k ist (dieses Argument setzt voraus, dass die Funktion ®(#) mindestens zweimal stetig nach ihren
Argumenten differenzierbar ist), wohingegen der e-Tensor total antisymmetrisch ist. Die einzelnen
Terme heben sich also paarweise weg.

Aus demselben Grund verschwindet auch die Divergenz einer Rotation:

V- (VxAZ)=0. (4.37)
Beweis:
Vo (Vx A@) = > dieijrd; Ar(T) = 0. (4.38)
ijk

Fiir die Rotation einer Rotation erhalten wir:

V x (Vx A(%)) = V(V - Ad)) — AA. (4.39)
Fiir den Beweis benétigen wir die folgende Identitét fiir das Produkt zweier e-Tensoren:?
> €ijkerim = Sidjm — dimdji - (4.40)
k

Zum Beweis von Gl. 4.39 berechnen wir wieder die i-te Komponente der Rotation der Rotation (das
Argument Z lasse ich der Einfachheit halber weg):

(V X (V X A))z = Zeijkaj(ﬁ X ff)k
jk

E €ijk€kimOj Ol Am
Jjklm

Z (5il§jm - 5im6jl)ajalAm

jlm

> (05045 - 050;4;)

J

Der erste Term entspricht dem Gradienten der Divergenz und der zweite Term dem Laplace-Operator
angewandt auf die i-te Komponente von A.

4.4 Die Taylor-Entwicklung

Die folgenden Uberlegungen beziehen sich auf reellwertige Funktionen iiber R. Sie gelten aber mit
entsprechenden Verallgemeinerungen auch fiir mehrkomponentige Funktionen iiber dem R™.

3Diese Identitét folgt aus der sogenannten GraBmann-Identitit fiir beliebige drei Vektoren &, 5, ¢ ax (l; X ¢) =
b(@- &) — &a - b) (siche Anhang A1.1).
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Ist eine Funktion f : I C R — R in ihrem Definitionsbereich k-mal stetig ableitbar, kénnen
wir die Funktion in einer Umgebung eines Punktes = durch ein Polynom approximieren:

Fla+h) = (@) + F @b+ 3 @R 4 O @R+ o) (4.41)

(der Restterm verschwindet fiir h — 0 also schneller als die Funktion h*). Diese Reihe bezeichnet
man auch als Taylor-Reihe [Taylor series] oder Taylor-Entwicklung [Taylor expansion] (nach dem
englischen Mathematiker Brook Taylor (1685-1731)).

Zum Beweis benotigt man ein Zwischenergebnis: Wenn zwei Funktionen f(z) und g(x) an

einer Stelle x¢ zusammen mit ihren ersten k Ableitungen iibereinstimmen, also
F™(x0) = g™ (20) YO<n<k. (4.42)

gilt:
f(zo+h) — glzg + h) = o(h¥). (4.43)

Im néchsten Schritt zeigt man, dass das Polynom auf der rechten Seite von Gl. 4.41 bis zur Ordnung
k dieselben Ableitungen nach h hat, wie die Funktion f(z + h) (aufgefasst als eine Funktion von h
bei festgehaltenem Wert ).

In vielen Féllen sind Funktionen in der Physik unendlich oft stetig differenzierbar, dann gilt:

1 d"f()

k! dak
k=0

f(z+h)= h* + R(h), (4.44)

wobei der Restterm R(h) schneller als jede Potenz von h verschwindet, also

_ R(h)
Jim =

=0 firalleneN. (4.45)

Die Potenzreihe auf der rechten Seite von Gl. 4.44 bezeichnet man manchmal auch als die Maclaurin-
Reihe [Maclaurin series] der Funktion f(z), benannt nach dem schottischen Mathematiker Colin
Maclaurin (1698-1746).

Dass die genannten Restterme manchmal notwendig sind, zeigt folgendes Beispiel: Die Funk-
tion

B exp(—x%) x#0
f() —{ 0 e (4.46)

hat die Eigenschaft, dass sdmtliche Ableitungen an der Stelle x = 0 verschwinden. Die Taylor- bzw.
Maclaurin-Entwicklung dieser Funktion um den Punkt x = 0 ist also das Polynom P(z) = 0; sie
verschwindet also identisch. Trotzdem ist die Funktion aufler bei x = 0 von null verschieden. Die
Korrekturterme sind jedoch im Grenzfall x — 0 kleiner als jede Potenz in x und tragen daher zu
einer Potenzreihenentwicklung nicht bei.

Ist eine Funktion in ihrem Definitionsbereich gleich ihrer Taylor-Entwicklung, verschwindet
also der Restterm, bezeichnet man sie als reell-analytisch [real analytic]. Die meisten Funktionen, die
in der Physik von Bedeutung sind, haben diese Eigenschaft.

4.4.1 Der Satz von L’Hospital

Betrachtet man den Quotienten von zwei Funktionen, ¢(x) = f(z)/g(x), an einer Stelle xo, an der
sowohl die Funktion im Nenner wie auch die Funktion im Zéhler eine Nullstelle haben, also f(zg) =
g(xo) = 0, so ist dieser Quotient dort zunichst nicht definiert. Man kann aber untersuchen, ob sich
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die Funktion g(z) an dieser Stelle stetig fortsetzen lisst, d.h., ob es einen Wert g(x() gibt, sodass die

Funktion
TACH R
alx) = 9) (447)
q(xg) =0

(hier wurde angenommen, dass g(z) aufler zg keine weiteren Nullstellen hat) stetig ist. Wenn sowohl
f(z) als auch g(z) eine Taylor-Entwicklung um den Punkt xg zulassen, kénnen wir diese Taylor-
Entwicklung im Z&hler und Nenner einsetzen und ¢(z) in der Umgebung von zo betrachten:

J(xo) + f'(wo)h + %f”(ﬂfo)h2 + %f’"(xo)h?’m
g(xo) + g’ (wo)h + %SJ”(%O)h2 + 3*1;9’"(930)h3~~

q(xo +h) = (4.48)

Da f(zg) = g(xg) = 0 gelten soll, folgt:

"xo)h + L " (zo)h? + " (xo)h>...
doo+ny = LTSN+ g/ Mt (4.49)
9'(zo)h + 59" (x0)h? + 379" (z0) h3...

h(f'(x0) + 5" (o) + 51" (wo) h?...)
1

_ 4.50
h(g'(zo) + 59" (z0)h + %g”’(xo)h?..) ( )
o)+ S ok + o .

9'(x0) + %g”(xo)h + %g”’(xo)h?.. ’

Sofern ¢'(zg) # 0, existiert diese Funktion bei 2y und hat den Wert
!/
x

q(xo) = f{wo) (4.52)

g'(x0)

Es kann vorkommen, dass auch die beiden ersten Ableitungen der Funktionen f und g an der Stelle
xo verschwinden, dann kann man das Verfahren einen Schritt weiter fiithren:

L7 (@o)h® + & [ (wo)P...

al@o+h) = L (wo)h® + Lg" (z0)h3... (4.53)
- o) 430
g
Falls also g(z0) = f(z0) = 0 und g/(w) = f(x0) = 0, folgt
q(xo) = g,l,/gz; . (4.56)

Dies fithrt uns zu dem Satz von L’Hopital (benannt nach dem Mathematiker Guillaume Francois
Antoine, Marquis de L’Hospital (1661-1704)): Der Grenzwert fiir den Quotient zweier Funktionen,
die beide an einer Stelle zy verschwinden und deren ersten n—1 Ableitungen ebenfalls an dieser Stelle

verschwinden, ist durch

) (5
alag) = L) (4.57)

9™ (z0)
gegeben, wobei f(™ bzw. g™ die n-te Ableitung von f bzw. g bezeichnen.
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Ein Beispiel, das in der Physik gelegentlich auftritt, ist die Funktion

sin kx

ale) =" (@ 20) (4.58)
mit ik
a(0) = lim Smx T k. (4.59)

4.4.2 Einige spezielle Funktionen

Als abschlielende Anwendung der Inhalte dieses Kapitels betrachten wir nochmals die Exponential-
funktion sowie die Sinus- und Kosinus-Funktionen.
Wir hatten fiir die Exponentialfunktion die Reihenentwicklung

exp(x) = Z %7: (4.60)
n=0

angegeben. Bilden wir die Ableitung dieser Reihe, so erhalten wir sofort:

dexp(x)

o - exp(x) . (4.61)

Die Ableitung der Exponentialfunktion ist also wieder gleich der Exponentialfunktion. Verlangt man
umgekehrt, dass die Ableitung der Exponentialfunktion wieder die Exponentialfunktion ergeben soll
und dass exp(0) = 1 ist, ergibt sich die Reihe 4.60 als die Taylor-Entwicklung dieser Funktion.

Aus den Ableitungsregeln fiir den Sinus und Kosinus,

d . d .
e sin(z) = cos(z) 1 cos(x) = —sin(z), (4.62)

sowie den speziellen Werten cos 0 = 1 und sin 0 = 0 folgen die Taylor-Entwicklungen dieser Funktionen
um den Punkt z = 0:

sin(z) = i(_il)n.x?"'“ (4.63)

cos(xz) = Z(_l)nx%. (4.64)

n=0

Dass die Taylor-Entwicklungen dieser Funktionen keinen Restterm haben, muss allerdings erst be-
wiesen werden. Der einfachere Weg, die Aquivalenz von trigonometrischer Definition und Reihen-
entwicklung zu zeigen, erfolgt {iber die Ableitungen. Sowohl aus der Trigonometrie als auch aus der
Reihenentwicklung folgen némlich die Beziehungen

d? sin(x) ) d? cos(z)
oz sin(z)  und a2 cos(x) . (4.65)
Die geometrische Reihe
L:1+ac+:c2+ :wx” (4.66)
- nEZO .

ldsst sich ebenfalls iiber die Taylor-Entwicklung ableiten (wenn man einen komplizierten Beweis
méchte). Sehr hilfreich sind auch oft die folgenden Entwicklungen:

1 1
Vidr=1+ 5%~ §x2 +O(z?) (4.67)
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und
2 3

2 (—1)nt
In(1 - =Y
n(l+z)==z 2+3 —

Fiir x = 1 erhalten wir die alternierende harmonische Reihe und damit die Identitéat

= (=1t 11
~t  =1—-—-+4-—..=In2.
2 273 .

n=1
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(4.68)

(4.69)
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Kapitel 5

GewoOhnliche

Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung [differential equation] ist eine Gleichung zwischen einer Funktion und ih-
ren Ableitungen, die an jedem Punkt des Definitionsbereichs erfiillt sein soll. Bei einer gewdhnlichen
Differentialgleichung [ordinary differential equation] hingt die Funktion nur von einem Argument
t € R ab (in der Physik handelt es sich dabei oft um die Zeit). Bei einer partiellen Differentialglei-
chung [partial differential equation] kann die gesuchte Funktion von mehreren Argumenten abhéngen
und dementsprechend handelt es sich um eine Beziehung zwischen der Funktion und ihren parti-
ellen Ableitungen. In diesem Kapitel geht es nur um gewohnliche Differentialgleichungen; partielle
Differentialgleichungen werden in der Physik meist im Rahmen der Elektrodynamik sowie der Quan-
tenmechanik behandelt. Den Grad der hochsten Ableitung, die in der Gleichung auftritt, bezeichnet
man als die Ordnung [order] der Gleichung.
Die Newton’schen [Newton’s equations of motion] Bewegungsgleichungen (fiir ein einzelnes
Teilchen der Masse m) haben die Form
d2Z(t)

e = F(Z(t),5(t),t), (5.1)

m
wobei ﬁ(f, ¥,t) die Kraft bezeichnet, die zum Zeitpunkt ¢ auf ein Teilchen mit der Geschwindigkeit
7 = Z(t) am Ort & wirkt. Diese Kraft bezeichnet im Allgemeinen ein Feld fiir alle Orte und Ge-
schwindigkeiten, in vielen Fillen hingt sie jedoch nur vom Ort ab (die Lorentz-Kraft ist ein Beispiel
fiir eine geschwindigkeitsabhiingige Kraft). Die gesuchte Bahnkurve Z(t) sollte dann die obige Diffe-
rentialgleichung zu jedem Zeitpunkt ¢ erfiillen. Bei der Newton’schen Bewegungsgleichung handelt es
sich somit um eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Da es sich bei der Bahnkur-
ve Z(t) eigentlich um drei Funktionen handelt (die drei Komponenten z;(t)) und die Kraft fiir jede
dieser Komponenten von den anderen Komponenten abhidngen kann, spricht man auch von einem
gekoppelten System gewdohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Man beachte, dass sich bei Differentialgleichungen die Beziehungen zwischen der Funktion
und ihren Ableitungen immer auf denselben Ort bzw. denselben Zeitpunkt beziehen und an jedem
Ort bzw. Zeitpunkt gelten miissen. Dies driickt fiir physikalische Systeme eine lokale Kausalitit [local
causality] aus: Ereignisse an einem Ort zu einem bestimmten Zeitpunkt beeinflussen nur Ereignisse
in unmittelbarer Umgebung und in unmittelbarer Zeitndhe weitere Ereignisse. In der Physik gibt es
(vermutlich) keine nachweisbaren Fernwirkungen [action at a distance], weder rdumlich noch zeit-
lich. Modelle, welche solche Beziehungen beschreiben, sind meist phinomenologischer Natur und
vernachlissigen die Mechanismen der Wirkungsiibertragung.

83
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5.1 Zwei Beispiele

Ich beginne dieses Kapitel mit zwei Beispielen fiir Differentialgleichungen, bei denen die Losungen
schon bekannt sind bzw. leicht ,,erraten“ werden kénnen. Die an den Beispielen gewonnenen Erkennt-

nisse kénnen wir spéter entsprechend verallgemeinern.

5.1.1 Die Zerfalls- bzw. Wachstumsgleichung

Wir betrachten die folgende Differentialgleichung;:
z(t) = Ax(t). (5.2)

Die Ableitung der Funktion (zum Zeitpunkt ¢) ist also proportional zu der Funktion selbst (zum
selben Zeitpunkt).

Fiir A > 0 hat die Ableitung dasselbe Vorzeichen wie die Funktion, d.h., ist die Funktion
positiv, ist auch die Ableitung positiv und die Funktion wird noch gréfier. Ist die Funktion negativ,
gilt dies auch fiir die Ableitung; die Funktion bleibt negativ, ihr Betrag nimmt aber zu. Fiir positive
Werte von A beschreibt die Differentialgleichung exponentielles Wachstum. Entsprechend beschreibt
die Gleichung fiir A < 0 den exponentiellen Zerfall.

Die Losung dieser Differentialgleichung ist schon bekannt:

x(t) = Aexp(At). (5.3)

A ist eine Konstante, die durch die Differentialgleichung nicht festgelegt ist. Man bezeichnet eine
solche Konstante als Integrationskonstante [integration constant]. Sie wird erst durch eine Bedingung
an die Losung festgelegt, beispielsweise die Anfangsbedingung [initial condition] x(0). Im vorliegenden
Fall gilt

z(t) = 2(0) exp(At) . (5.4)

Im Hinblick auf die spétere Diskussion zur Existenz und Eindeutigkeit von Differentialglei-
chungen soll hier ein konstruktives Verfahren zur Losung der Gleichung gezeigt werden. Dieses Ver-
fahren bezeichnet man allgemein als Verfahren von Picard und Lindeldf. Dazu integrieren wir beide
Seiten der Differentialgleichung:

/Otfg(T)dT ~ ) /Otx(T)dT (5.5)

— ) —2(0) = A /0 2(r)dr, (5.6)

oder
z(t) = z(0) + )\/0 z(r)dr. (5.7)

Die offene Integrationskonstante wurde hier durch die Anfangsbedingung festgelegt, denn zum Zeit-
punkt ¢ = 0 verschwindet das Integral auf der rechten Seite. Allgemeiner hitte man auch

2(t) = (te) + A /t 2(r)dr (5.8)

schreiben koénnen.

Gleichung 5.7 bezeichnet man als Integralgleichung [integral equation]. Allgemein driickt eine
Integralgleichung eine Beziehung zwischen dem Wert einer Funktion und einem Integral iiber diese
Funktion (sowie eventuell Ableitungen dieser Funktion) aus. Hier ist sie dquivalent zur Differential-
gleichung, enthiilt aber zusétzlich noch die Information zu der gewéhlten Anfangsbedingung.
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Wir ersetzen nun die Integralgleichung durch eine iterative Gleichung [iterative equation]:

Tnt1(t) = x(0) + )\/0 ZTp(T)dT. (5.9)

Die Idee ist, mit dieser iterativen Gleichung eine Folge von Funktionen x,(t) zu konstruieren, die
gegen die gesuchte Losung der Integralgleichung konvergiert.

Als Startfunktion setzen wir zo(t) = x(0). (Wir hiitten auch mit der Funktion z(¢t) = 0
beginnen konnen, dann wire x1(t) = x(0); die Folge wire somit dieselbe, nur der Index wire um 1
verschoben.) Es folgt

z1(t) = z(0) + )\/Otx(O) dr = z(0) + Az(0)¢, (5.10)

und
xo(t) = z(0) + )\/ x1(7)dr = 2(0) + Az (0)t + %)\21’(0)152 . (5.11)
0

Man kann nun leicht zeigen (beispielsweise durch vollstéindige Induktion), dass

~ (At)*
2n(t) = 2(0) > et (5.12)
k=0
Offenbar ist

ILm Zn(t) = z(t) = 2(0) exp(At) . (5.13)

5.1.2 Der harmonische Oszillator

Wir betrachten nun die Differentialgleichung

#(t) = —w?z(t). (5.14)

Es handelt sich um die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators.
Spezielle Losungen dieser Gleichung sind die Sinusfunktion sin(wt) und die Kosinusfunktion
cos(wt). Die allgemeine Losung ist eine beliebige Linearkombination dieser beiden speziellen Losungen:

x(t) = acoswt + bsinwt . (5.15)

Wir konnen dies als Uberlagerung von zwei Schwingungen (mit Phasenunterschied 7/2) mit den
Amplituden a und b deuten. Wir kénnen die allgemeine Losung aber auch in der Form

z(t) = Acos(wt + o) (5.16)

schreiben, wobei A nun die Interpretation der Amplitude hat und ¢g die Phase zum Zeitpunkt
t = 0 ist. Den Bezug zwischen beiden Losungen sieht man, wenn man das Additionstheorem fiir die
Kosinus-Funktion ausnutzt:

x(t) = A(coswt - cos pg — sinwt - sin ¢yg) . (5.17)

Es gilt also a = A cos g und b = — A sin gg.

Wir kénnen die Integrationskonstanten auch durch Anfangsbedingungen ersetzen, beispiels-
weise indem wir zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Anfangslage x(0) und die Anfangsgeschwindigkeit v(0)
festlegen. Offenbar folgt aus GIl. 5.15:

2(0)=a und z(0)=v(0) =wbd (5.18)
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und damit

0
x(t) = z(0) coswt + 0 sinwt . (5.19)
w
(Diese Gleichung hat unter anderem auch den Vorteil, dass wir in sinnvoller Weise den Grenzwert
w — 0 untersuchen kénnen und zur Losung der freien Bewegung x(t) = x(0) 4+ v(0)t gelangen.)
Es erhebt sich die Frage, ob wir &hnlich wie im letzten Abschnitt eine Losung explizit iiber eine
Integralgleichung konstruieren kénnen. Dazu formen wir die Differentialgleichung zweiter Ordnung

zunéchst in zwei Differentialgleichungen erster Ordnung um:
i(t) = v(t) o(t) = —w?a(t). (5.20)

Die linke Gleichung ist einfach die Definition der Geschwindigkeit und die rechte Gleichung beinhaltet
die eigentliche Differentialgleichung, ndmlich dass die Ableitung der Geschwindigkeit (die Beschleu-
nigung) gleich —w?x ist.

Wir integrieren beide Gleichungen und erhalten:

z(t) = z(0) Jr/o o(T)dr v(t) = v(0) — wz/o x(r)dr. (5.21)

Nun ersetzen wir diese beiden gekoppelten Integralgleichungen wieder durch iterative Gleichungen:

t t
ZTpy1(t) = z(0) —|—/ v (T)dT Un41(t) = v(0) — wz/ T (T)dT. (5.22)
0 0
mit
2o(t) =x(0) und wv(t) = v(0). (5.23)
Die ersten beiden Iterationen liefern:

z1(t) = z(0) 4+ v(0)¢ v1(t) = v(0) — w2z (0)t (5.24)

ro(t) = 2(0) +v(0)t — —w?x(0)t? va(t) = v(0) — w2z (0)t — %wQU(O)t2

und allgemein erhélt man (hier sind nur die Losungen fiir gerade Schritte angegeben, entsprechende
Losungen erhélt man auch fiir ungerade Schritte):

A 0 S (= 1)k UO S 2k+1 5.25
wanlt) = @(0) Y e ; %H (5.25)
)

_ —~ (-1 ~ (=D* 2kt1
von(t) = v(O)Z k) (wt)?k wx(O)Z (2k+ ol 7 (wi) . (5.26)
k=0 =0

Im Grenzfall n — oo konvergieren diese Folgen gleichméflig gegen die schon bekannten Losungen:

z(t) = x(0) coswt + %0) sinwt (5.27)
v(t) = v(0) coswt — wz(0) sinwt . (5.28)

Abschlieflend mochte ich noch anmerken, dass man die Losung fiir z(¢) auch dadurch erhélt,
dass man die Differentialgleichung 5.14 zweimal integriert,

i) = v(O)—wQ/O 2(t) dt’ (5.29)

2(0) + v(0)¢ — o2 /O ( /O 2(7) dT) at', (5.30)

8
—~

o~
~



5.2. DAS VERFAHREN VON PICARD UND LINDELOF 87

und nun zu einer Iterationsgleichung iibergeht:

i1 () = 2(0) +U(O)t—w2/0 </0 2n(7) dr> ar' (5.31)

Auch hier kann man mit xo(¢) = 0 beginnen und erhilt im ersten Schritt x(¢) = x(0) + v(0)¢t. Fiir
x2(t) folgt nun:

z2(t) = z(0) +v(0)t — w2/0 (/0 (x(0) + v(O)rdr) dt’ (5.32)
= 2(0) + 0(0)t — w? / t (:z:(O)t’ + ;v(ow) a (5.33)
0

= 2(0) +v(0)t — w? (;x 3l

(0)t* + 1u(on?’) (5.34)
= z(0) (1 — ;wzﬁ) + v(0) (t - ?}!wzt?’) (5.35)
= 2(0) <1 - ;w2t2> + ? (wt - 31!w3t3> (5.36)

Man erkennt nun an den beiden Ausdriicken in Klammern die ersten Terme der Reihenentwicklung
der Kosinus- und der Sinus-Funktion. In n-ter Ordnung findet man (Beweis z.B. durch vollstindige
Induktion)

ralt) = (0 (Z o <wt>2n> +20 (Z o fz)lwt)?”“) (5.37)

n=0 n=0
und damit im Grenzfall n — co das bekannte Ergebnis

x(t) = 2(0) coswt + @ sinwt . (5.38)

Das Verfahren fithrt sogar schneller zum Ziel.

5.2 Das Verfahren von Picard und Lindelof

Typischerweise hat eine gewohnliche Differentialgleichung die Form

F(toa(t), @(t), @(t),...) = 0. (5.39)

Es handelt sich also um eine Beziehung zwischen einer Funktion x(t) und ihren Ableitungen
&(t), &(t), ... zu einem gegebenen Zeitpunkt t. Diese Beziehung soll fiir alle Zeitpunkte ¢ (in einem
vorgegebenen Definitionsbereich) erfiillt sein. Letztendlich handelt es sich also um unendlich viele
Bedingungen (fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine) an eine Funktion x(¢). Gesucht ist die Funktion x(t), die
diese Bedingungen erfiillt.

Damit die Losungen zu vorgegebenen Anfangsbedingungen existieren und eindeutig sind,
verlangen wir fiir f meist Lipschitz-Stetigkeit (siche Ende dieses Abschnitts). In der Physik setzen
wir die notwendigen Stetigkeits- und Ableitbarkeitsbedingungen im Allgemeinen voraus, sodass ich
diese im Folgenden nicht immer explizit erwdhne. Wie ersichtlich, kann die Funktion f auch explizit
von t abhéngen (ausgedriickt durch das erste Argument). Falls f nicht explizit von ¢ abhéingt (sondern
nur implizit {iber z(¢) und seine Ableitungen), bezeichnet man die Differentialgleichung als autonom
[autonomous].
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In vielen Fallen kann man die Gleichung nach dem Term mit der héchsten Ableitung (im
folgenden Beispiel die zweite Ableitung) auflésen:

#(t) = F(t, (), i(t) . (5.40)

Wie schon erwéhnt, sind Differentialgleichungen dieser Form typisch fiir Newton’sche Bewegungsglei-
chungen, die nach dem zweiten Netwon’schen Gesetz zum Ausdruck bringen, dass die Beschleunigung
eines Teilchens proportional zur Kraft auf dieses Teilchen ist. Fiir die folgenden Uberlegungen muss
F(t,z,v) ebenfalls Lipschitz-stetig in seinen Argumenten sein. Ich beschrinke mich im Folgenden
im Wesentlichen auf die Behandlung von Differentialgleichungen (maximal) zweiter Ordnung, aber
es sollte offensichtlich sein, wie sich die Uberlegungen auf Differentialgleichungen hoherer Ordnung
verallgemeinern lassen.

In Gl 5.40 kann x(t) beispielsweise auch fiir die drei Koordinaten eines Teilchens stehen
oder auch fiir die Koordinaten von mehreren Teilchen, wobei die ,Kraft“ F' nun entsprechend viele
Komponenten hat:

Z;(t) = Fi(t,x1(t), 22(t), ..., 21(t), Z2(t), ...) . (5.41)

Ich verwende in diesem Kapitel weiterhin die ,, Vektornotation® z(t) = (x1(¢), z2(t), ...), d h. () kann
fiir (endlich viele) Komponenten stehen.

Zunéchst kann man jede Differentialgleichung hoherer Ordnung durch einen Satz von Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung ersetzen, indem man mehr Variable einfiihrt. Beispielsweise ist Gl.
5.40 dquivalent zu folgenden zwei gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung;:

it = o(t) (5.42)
o(t) = F(t,z(t),v(t). (5.43)

Da wir ohnehin mehrkomponentige Variable zulassen, reicht es somit, sich fiir die folgende Diskussion
auf Gleichungen von dem Typ
z(t) = F(t,z(t)) (5.44)

zu beschrianken. In obigem Fall (Gl. 5.42) steht x(t) eigentlich fiir (z(t),v(t)) und die zugehorigen
Komponenten der ,Kraft“ sind Fj(t,z,v) = v und F,(t,x,v) = F(t,z,v). (Man beachte, dass sowohl
x(t) als auch v(t) selbst nochmals mehrere Komponenten haben kénnen.)

Bei dem Verfahren von Picard-Lindel6f, das wir bei den Beispielen angewandt haben, wird
dieser Satz von Differentialgleichungen in einen Satz von Integralgleichungen tiberfiihrt, indem beide
Seiten der Gleichungen integriert werden:

t
x(t) = z(to) + / F(r,z(r))dr. (5.45)
to
Die Werte x(tg) bezeichnen die Anfangsbedingungen der Losung. Da es sich im Allgemeinen um
mehrere gekoppelte Gleichungen handelt (x(¢) kann mehrere Komponenten haben!), erhélt man auch
entsprechend viele Anfangsbedingungen. Ganz allgemein bezeichnet man den Raum der moglichen

Anfangsbedingungen einer Differentialgleichung als Phasenraum [phase space].
Im néchsten Schritt des Picard-Lindel6f-Verfahrens werden diese Integralgleichungen durch
iterative Gleichungen ersetzt:

T (t) = z(to) + /t F(r,n(r)) dr . (5.46)

Als Startfunktion kann man wieder xo(t) = x(to) (eine von ¢t unabhéngige Konstante) wiihlen. (Dieses
Verfahren, eine Differentialgleichung durch eine dquivalente Integralgleichung zu ersetzen und diese
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dann interativ zu l6sen, wird in der Physik sehr oft verwendet, wenn Gleichungen nicht exakt l6sbar
sind und eine sogenannte Stirungsreihe oder Stérungsentwicklung [perturbation expansion] konstru-
iert wird.)

In der Mathematik interessiert nun die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen solcher
Differentialgleichungen. Der Satz von Picard und Lindelof besagt, dass die angegebene Folge von
stetigen Funktionen x,,(¢) zumindest in einem ausreichend kleinen Intervall um t, gleichférmig gegen
einen Grenzwert konvergiert, und wegen der gleichméfligen Konvergenz ist diese Grenzwertfunktion
wieder stetig. Genauer lautet die Aussage: Es gibt ein 6 > 0, sodass in dem Intervall (¢g — 0,to + 9)
die Folge x,(t) gleichmiBig konvergent ist. Zum Beweis (siehe z.B. [Hildebrandt 2006]) schreibt man

Tn(t) = zo(t) + (21(t) — 2o(t)) + (z2(t) — 21 (t)) + ... + (X (t) — 2p—1(1)) (5.47)

und beweist nun, dass fiir gentigend kleine ¢ gilt: ||z, (to +1) —xn—1(to +1)|| < c[¢t|™ (fiir diesen Schritt
benotigt man die Lipschitz-Stetigkeit von F'). Dann kann man die Reihe durch eine geometrische
Reihe abschétzen und hat die Konvergenz bewiesen. Daraus folgt auch die Existenz einer Losung.

Fiir die Eindeutigkeit der Losung benétigt man ebenfalls wieder die Lipschitz-Stetigkeit (ein
ausfiihrlicher Beweis findet sich in [Kuwert 2008a]). Man nimmt zunichst an, dass es zwei Losungen
z(t) und y(t) mit denselben Anfangsbedingungen gibt. Dann betrachtet man die Funktion wu(t) =
lz(t) — y(t)]| (fir die u(0) = 0 gilt) und zeigt, dass |u(t)] < C|lu(t)|| (mit einer Konstanten C).
In einem néchsten Schritt zeigt man, dass die einzige Losung zur Anfangsbedingung u(0) = 0 die
Funktion u(t) = 0 ist und damit z(¢) = y(t) gelten muss.

5.3 Lineare Differentialgleichungen

Eine spezielle und fiir die Physik besonders wichtige Klasse von Differentialgleichungen sind die soge-
nannten linearen Differentialgleichungen [linear differential equations]. Bei diesen treten die Funktion
und ihre Ableitungen immer nur in der ersten Potenz (und niemals als Produkte voneinander) auf.

5.3.1 Allgemeine Eigenschaften

Auch wenn ich in dieser Vorlesung nur gewthnliche Differentialgleichungen betrachte, gelten viele der
folgenden Uberlegungen auch fiir partielle Differentialgleichungen.
Eine lineare Differentialgleichung von der Ordnung n hat die Form:

zn: cr®)z® () = F(t), (5.48)
k=0

wobei z(F)(t) die k-te Ableitung von z(t) nach ihrem Argument ¢ bezeichnet und z(9)(t) = z(t) die
Funktion selbst ist. Die Funktion F'(¢) beschreibt in der Physik meist eine duflere Kraft, , Stérung®
bzw. einen Quellterm des Systems.

Héngen die Koeffizientenfunktionen nicht explizit von ¢ ab — gilt also ¢ (¢) = ¢ — handelt es
sich wieder um eine autonome Differentialgleichung. Fiir F'(t) = 0 bezeichnet man die Differential-
gleichung als homogen [homogeneous], andernfalls als inhomogen [inhomogeneous].

Lineare homogene Differentialgleichungen

Fiir lineare homogene Differentialgleichungen gilt das Superpositionsprinzip: Zu je zwei Losungen 1 (t)
und z5(t) der Differentialgleichung ist auch die Superposition x(t) = ax1(t) + Bxa(t) eine Losung.
Das erkennt man sofort, indem man diese Summe in die homogene Differentialgleichung einsetzt. Die
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Menge der Losungen bildet also einen Vektorraum. Man bezeichnet einen Satz von Funktionen yy ()
(1 <k < n) als linear unabhdingig, wenn die Gleichung

Zakyk(az) =0 (5.49)
k=1

fiir alle z im Definitionsbereich nur die Lésungen ag = 0 (fiir alle k) zulisst.

Fiir eine lineare Differentialgleichung der Ordnung n gibt es genau n linear unabhéngige
Losungen und die allgemeinste Losung ist eine Linearkombination dieser linear unabhéngigen
Losungen. Die Dimension des Vektorraums der Losungen ist somit n. Die Koeffizienten sind die
Integrationskonstanten der allgemeinen Losung und kénnen so bestimmt werden, dass beispielsweise
die Anfangsbedingungen erfiillt werden. Als Anfangsbedingung kann man die Funktion z(t) zusam-
men mit ihren ersten n — 1 Ableitungen zu einem festen Zeitpunkt ¢y vorgeben. Der Raum dieser
moglichen Anfangsbedingungen ist wieder der Phasenraum der Differentialgleichung.

Die beiden Beispiele zu Beginn dieses Kapitels waren von diesem Typ. Fiir die Gleichung des
harmonischen Oszillators sind die Sinus- und die Kosinus-Funktion die beiden linear unabhéngigen
Losungen und die allgemeinste Losung ist die Superposition dieser beiden Funktionen (Gl. 5.15 bzw.
5.19).

Lineare inhomogene Differentialgleichungen

Die Losungen einer inhomogenen Gleichung bilden keinen Vektorraum. Allerdings gilt folgender Satz:

Sei x4(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung und sei xo(t) die allgemei-
ne Lisung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung, dann ist die allgemeinste Lisung der
inhomogenen Differentialgleichung durch x(t) = xs(t) + xo(t) gegeben.

Der Beweis ist offensichtlich: Seien z41(t) und ws2(t) zwei Losungen der inhomogenen Gleichung,
dann ist die Differenz x42(t) — x41(t) offensichtlich eine Losung der homogenen Gleichung. Damit
erhidlt man eine beliebige Losung immer aus der Summe einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung und einer Losung der homogenen Gleichung. Anders ausgedriickt: Fiir die allgemeinste
Losung der inhomogenen Gleichung reicht es somit, die allgemeinste Losung der homogenen Gleichung
und eine beliebige spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu kennen. Die Losungsmenge einer
inhomogenen linearen Differentialgleichung bildet einen affinen Raum und der zugehorige Vektorraum
(vgl. 2.8) besteht aus den Losungen der homogenen Differentialgleichung.

Wir kénnen diese Aussage noch verallgemeinern: Falls sich der inhomogene Term als Summe
oder Integral schreiben lésst,

FO =Y flt)  bow. F(O) = [ £y, (5.50)

ist die allgemeinste Losung eine Summe (bzw. Integral) von speziellen Losungen jeweils zu den Funk-
tionen f,,(t) (bzw. f(y,t)) und der allgemeinen Losungen zu der homogenen Gleichung. Seien also
{z(m,t)} die Losungen von

S e m,t) = fult), (5.51)

k=0

n
dann ist

a(t) =Y a(m,t)+ xo(t) (5.52)

m
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die allgemeine Losung der Differentialgleichung
D a®)z®(t) =D fmlt) = F(t). (5.53)
= m

k=0

Lineare inhomogene Differentialgleichungen 16st man meist mithilfe von sogenannten
Green’schen Funktionen [Green’s functions oder Green functions], auf die in Kap. 11 niher einge-
gangen wird. Auch dabei wird ausgenutzt, dass man jeden Quellterm F'(¢) nach einer geeigneten
»Basis“ entwickeln kann (speziell wéhlt man dafiir die sogenannten J-Distributionen, siehe Kap. 10)
und sucht nach Losungen zu dieser speziellen Basis. Abschnitt 5.3.4 betrachtet ein Beispiel aus der
Mechanik, bei dem ein etwas anderes Verfahren angewandt wird.

5.3.2 Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten

Sowohl die Differentialgleichung zum Wachstums- bzw. Zerfallsgesetz als auch die Differentialglei-
chung zum harmonischen Oszillator hatten konstante Koeffizienten. Das wird in vielen Féllen in der
Physik der Fall sein. Es zeigt sich, dass homogene lineare Gleichungen dieser Art allgemein mit einem
einfachen Ansatz gelost werden konnen.

Beispiel: Der gedampfte Oszillator

Wir betrachten zunéchst als weiteres und etwas komplizierteres Beispiel die Differentialgleichung zum
geddmpften harmonischen Oszillator:

mi(t) = —pi(t) — ka(t) . (5.54)

Hierbei sind m die Masse, p ein Reibungskoeffizient und k die Federkonstante (bzw. allgemeiner die
Konstante der riicktreibenden Kraft). Nach Division durch m folgt:

E(t) 4+ 2y (t) + wiz(t) = 0 (5.55)
mit 2y = p/m und w3 = k/m (wo bezeichnet die Frequenz des ungedédmpften Oszillators — also zu
v =0).

Gleichungen dieser Art 16st man hiufig durch den sogenannten Ezponentialansatz. Man ,ver-
mutet®, dass spezielle Lésungen die Form

z(t) = et (5.56)
haben mit einer zundchst noch unbekannten Grofle . Dieser Ansatz fiihrt auf die Gleichung;:
—a?2(t) +i2yax(t) + wiz(t) = 0. (5.57)

Da die Losung z(t) nicht identisch verschwinden soll, kann man z(¢) ausklammern (lax gesprochen
»durch z(t) dividieren*) und erhilt folgende Bedingung fiir «:

o® —i2ya—wi=0 (5.58)

ay =iy £ /wi —92. (5.59)

Wir konnen nun drei Falle unterscheiden:

oder:
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- w% >72:

Mit w = ++/wi — 72 ist
ar =iy tw. (5.60)
Wir haben also zwei spezielle Losungen gefunden:
Fi(t) =e et und  Fo(t) =e e, (5.61)

Statt dieser beiden komplexen Losungen koénnen wir ebensogut die reellen Real- und
Imaginirteile dieser Funktionen betrachten (beliebige Linearkombinationen sind ja wieder
Losungen, inbesondere auch der Realteil (1 4+ Z2)/2 und der Imaginérteil (2, — Z2)/(2i)):

r1(t) =e " coswt und  xo(t) =e 7 sinwt. (5.62)
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet somit:
z(t) = e "*(acoswt + bsinwt) (5.63)
oder, dquivalent:
z(t) = Ae " cos(wt + ) . (5.64)
Die abfallende Exponentialfunktion beschreibt die Didmpfung der Schwingung und w (etwas
kleiner als die Frequenz wg der ungedédmpften Schwingung) charakterisiert die Frequenz der
Schwingung. Die freien Integrationskonstanten lassen sich wieder mit den Anfangsbedingungen
in Beziehung setzen:
z(0)=a und v(0) = —ay + wb, (5.65)
bzw.

2(t) = e (a:(O) coswt + M Sinwt) : (5.66)

Diesen Fall bezeichnet man auch als gedimpfte Schwingung oder Schwingungsfall.

- wg <’}/2:

Nun ist a (Gl. 5.59) rein imaginér, oy = i(y£4/7? — w?), und wir erhalten eine reine Ddmpfung
(exponentiellen Abfall):

z(t) = ae_('ﬁ'm)t + be_h_m)t . (5.67)

Man beachte, dass im vorliegenden Fall 7 Loyt /42— w? immer positiv ist, sodass beide
Anteile der Losung eine abklingende Bewegung beschreiben. 74 sind Zeitkonstanten, die ange-
ben, nach welcher Zeitspanne die Losung auf 1/e abgeklungen ist. Da 7 = (y — /92 — wg) ™!
die groiere Zeitkonstante ist, beschreibt sie das Abfallverhalten fiir grofie Zeiten.

2 _ 2.
- Wp =7

Diesen Fall bezeichnet man als aperiodischen Grenzfall. Die Losung zu o = iy beschreibt eben-
falls eine reine Dampfung:
z(t) =e . (5.68)

Damit haben wir jedoch nur eine Losung gefunden. Nach den allgemeinen Uberlegungen muss
es aber noch eine zweite, linear unabhéngige Losung geben, die wir offensichtlich durch den
Exponentialansatz nicht gefunden haben. Betrachten wir jedoch in der allgemeinen Losung 5.66
den Grenzfall w — 0 (was dem aperiodischen Grenzfall entspricht), so erhalten wir:

z(t) = e " (2(0) + (z(0)y + v(0))t) . (5.69)
Die beiden speziellen Losungen sind somit:

ri(t)=e 7" und xo(t) =te . (5.70)
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Allgemeiner Fall

Eine Differentialgleichung der Form
> aa®(t) =0 (5.71)
k=0

kann man durch einen Exponentialansatz zumindest teilweise 16sen. Ein solcher Ansatz fithrt (vgl.
den Weg zu Gl. 5.58) auf die Gleichung

n

> ()fare, =0. (5.72)
k=0
Dies ist eine Polynomgleichung fiir «, von der wir nach dem Fundamentalsatz der Algebra wissen,
dass sie n Losungen besitzt.
Sind alle Losungen {c;} dieser Gleichung paarweise verschieden (d.h. Nullstellen erster Ord-
nung von Gl. 5.72), haben wir n linear unabhéngige Losungen gefunden:

z;(t) = it (5.73)
Ist eine Losung «; p-fach entartet, sind folgende Losungen linear unabhéngig:
z,(t) = t1elit (5.74)

wobei g die Werte ¢ = 0, 1, ..., p—1 annehmen kann. Die allgemeinste Losung der homogenen Gleichung

ist eine Linearkombination dieser Lésungen:
z(t) = Zaifﬂi(t)7 (5.75)
i=1

wobei die Integrationskonstanten a; beispielsweise durch die Anfangsbedingungen z(®)(to) (0 < k < n)
festgelegt werden konnen.

5.3.3 Weshalb Exponentialansatz?

Man wird sich vermutlich fragen, was den Exponentialansatz gegeniiber anderen Funktionen aus-
zeichnet, dass dieser (zumindest im allgemeinen Fall) zu den linear unabhiingigen speziellen Losungen
flihrt.

Der unmittelbare Grund ist die Eigenschaft der Exponentialfunktion, unter der Operation
der Ableitung sich selbst zu reproduzieren, also die Gleichung

dexp(at)

g = aexp(at) . (5.76)

(Dabei spielt es keine Rolle, ob « reell oder komplex angenommen wird.) Da dies auch fiir die héheren
Ableitungen gilt, wird in jedem Term der Differentialgleichung dieselbe Funktion reproduziert. Da die
Gleichung fiir alle ¢ (im Definitionsbereich) gelten soll, konnen wir somit diese Funktion herauskiirzen
und erhalten eine algebraische Gleichung fiir den offenen Parameter «. Genau dies haben wir im
letzten Kapitel gemacht.

Es steckt aber noch ein tieferer Grund hinter dem Exponentialansatz fiir homogene lineare
Differentialgleichungen: Eine solche Differentialgleichung ist invariant unter Zeittranslationen. Das
bedeutet, mit jeder Losung x(t) ist auch x(t + o) eine Losung (fiir beliebige Werte von ). Der
mathematische Grund ist, dass die Koeffizienten nicht explizit von ¢t abhéngen. Physikalisch bedeutet
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dies, dass es keine Rolle spielt, zu welchem Zeitpunkt ein Experiment durchgefiihrt wird — die physi-
kalischen Gesetze sind dieselben. Und damit spielt es auch fiir die Losungen der Differentialgleichung
(z.B. die Bahnkurven) keine Rolle, zu welchem Zeitpunkt sie ,,beginnen®. Da sich die allgemeinste
Losung aber als Linearkombination der speziellen Losungen schreiben lédsst, muss sich die Funktion
z(t + to) als Linearkombination der speziellen Losungen z;(t) schreiben lassen:

2(t+t0) = Y cilto)as(t) (5.77)

i

(wobei die Entwicklungskonstanten ¢; von ¢, abhéngen diirfen).
Bei einer Differentialgleichung erster Ordnung ist die Exponentialfunktion dadurch schon
festgelegt, denn wenn

z(t + to) = c(to) (t) (5.78)

gelten muss, bleibt nur noch die Exponentialfunktion {ibrig. Bei einer Differentialgleichung 2. Ordnung

muss zumindest gelten:
l‘(t + to) =C (to)xl(t) + Cg(to)l‘g(t) R (579)

wobei z1(t) und x2(t) die speziellen Losungen sind. Die Exponentialfunktionen (zu verschiedenen
Diampfungs- bzw. Schwingungsfaktoren) erfiillen diese Bedingung ebenfalls, daher ist der Exponen-
tialansatz immer noch gerechtfertigt, aber auch Exponentialfunktionen multipliziert mit cos- und
sin-Funktionen erfiillen diese Bedingung (das war beim geddmpften harmonischen Oszillator der
Fall). Schlielich erfiillen auch die Funktionen exp(at) und texp(at) diese Bedingungen, kommen
daher ebenfalls als Losungen in Betracht. Im Fall von Differentialgleichungen héherer Ordnung gibt
es entsprechend mehr linear unabhéingige Losungen, somit kommen dort auch Funktionen der Form
t?exp(at) in Frage, wobei ¢ immer kleiner als die Ordnung der Differentialgleichung sein muss.

Ganz allgemein muss der Vektorraum der Losungen also unter Zeittranslationen in sich selbst
abgebildet werden. Anders ausgedriickt: Eine Zeittranslation um einen beliebigen Wert ¢y definiert
eine lineare Abbildung des Losungsraums auf sich selbst. Mathematisch sucht man also nach sogenann-
ten linearen Darstellungen der Translationsgruppe auf endlich-dimensionalen Funktionenrdumen. Die
Ausarbeitung dieser Bemerkungen wiirde hier zu weit fithren, aber bei den genannten Darstellungen
spielen eben die Exponentialfunktionen eine besondere Rolle, weil sie selbst schon die geforderten
Transformationseigenschaften erfiillen.

Man kann dieselbe Argumentation auch aus einem anderen Blickwinkel betrachten: Wenn
x(t +1tg) fiir jeden Wert von tg eine Losung einer zeittranslationsinvarianten Differentialgleichung ist,
dann muss in einer Taylor-Entwicklung

1 1
x(t +to) = x(t) + &(t)to + 5ﬁ(t)t% +..+ E:v(k) )tk + ... (5.80)

jeder Term, also jede beliebige Ableitung 2(*)(t), eine Losung der Differentialgleichung sein. Wir er-
halten also unendlich viele Losungen. Da es jedoch nur eine begrenzte Anzahl linear unabhingiger
Losungen gibt, miissen sich hohere Ableitungen als Kombination der niedrigeren Ableitungen schrei-
ben lassen. Genau das bringt die Differentialgleichung aber zum Ausdruck.

5.3.4 Der getriebene gedampfte Oszillator

Als Beispiel fiir eine inhomogene Differentialgleichung betrachten wir

B(t) + 2ya(t) + wia(t) = F cos wet . (5.81)
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Diese Gleichung beschreibt einen geddmpften harmonischen Oszillator, der zusétzlich von einer peri-
odischen dufleren Kraft getrieben wird.

Um wieder mit einem Exponentialansatz Erfolg zu haben, zerlegen wir die Kosinus-Funktion
in ihre Exponentialanteile (dies ist eine Anwendung der allgemeinen Uberlegungen, G1. 5.50 bis 5.53):

1,. .
coswet = 3 (et 4 e7iwet) (5.82)
und 16sen zunéchst die Gleichungen
F ..
B(t) + 2v2(t) + wiz(t) = Eei‘“’et . (5.83)

Die Losung fiir die Kosinusfunktion ist dann gleich der Summe dieser beiden Losungen.
Diesmal ldsst der Exponentialansatz fiir die Losungen,

T4 (t) = Ayetivet (5.84)

nicht die Winkelfrequenz w, offen, diese ist nun extern vorgegeben und nach geniigend langer Zeit
sollte der Oszillator mit derselben Frequenz wie der externe Quellterm schwingen. Wir erwarten
somit keine Gleichung fiir die Frequenz sondern eine fiir die Amplituden Ay (w.). (Diese waren im
homogenen Fall nicht bestimmt sondern die freien Integrationskonstanten.)

Einsetzen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung fiihrt auf die Bedingungen:

F
(—w? + 2viwe + wi) Ay = 5 (5.85)

bzw. o P 1
We) = — —.
= 2 (wg — w2 £ 2viwe)

Bei der Amplitude handelt es sich also um eine komplexe Zahl. Die (spezielle) Lésung von Gl. 5.81

(5.86)

lautet somit:
2(t) = Ap(we)e e’ + A (we)e et . (5.87)

Da Ai(we) = A_(we), ist diese Losung reell. Aus ihr folgen die Resonanzphédnomene, die hier aber
nicht diskutiert werden sollen.

5.4 Gekoppelte lineare Differentialgleichungen

Sehr oft haben wir es in der Physik mit gekoppelten Differentialgleichungen zu tun. Das bedeutet,
das Verhalten von einem Freiheitsgrad (einer Koordinate) hidngt von den anderen Freiheitsgraden
(Koordinaten) ab. Auch hier bilden lineare Differentialgleichungen wieder einen besonderen Fall, da
sie sich in vergleichsweise allgemeiner Form 16sen lassen. Wir betrachten zwei Spezialfélle: lineare Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung und lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung (ohne Didmpfungen)
mit jeweils konstanten Koeffizienten. Der erste Fall dient hauptséichlich dazu zu zeigen, wie sich Kon-
zepte der linearen Algebra hier anwenden lassen. Der zweite Fall ist fiir die Physik der wichtigere.
Die Verallgemeinerung auf nicht-konstante Koeffizienten tritt in der Physik zwar gelegentlich auf,
erfordert aber spezielle Verfahren, die in den entsprechenden Vorlesungen behandelt werden.

5.4.1 Gekoppelte lineare homogene Differentialgleichungen erster Ord-
nung

Wir betrachten folgendes System von Differentialgleichungen:

() = Ax(t) . (5.88)
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z(t) beschreibt eine mehrkomponentige Variable, z(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t))T, und A ist eine kon-
stante n x n Matrix, durch die diese Variablen gekoppelt werden. In Komponenten lautet also obige

Differentialgleichung:
&1 = anz1(t) +apv(t)+... = Zalixi(t)
i=1
Zo = an121(t) + agawa(t) +... = Z ag;w;(t) (5.89)
i=1
Tn = an171(t) + anaza(t) +... = Z anii(t) .
i=1

Wir haben nun zwei Moglichkeiten, dieses Differentialgleichungssystem zu losen. Formal kénnen wir
die Losung wie im eindimensionalen Fall als Exponentialfunktion schreiben:

x(t) = exp(At) 2(0). (5.90)

exp(At) ist nun eine n x n Matrix, die man z. B. durch eine Reihendarstellung definieren kann:
_ 1 2,2 _ = 1 kik
exp(Af) = 1+ At + S A% —s—...—kZ_OHAt . (5.91)

Diese n x n Matrix exp(At) kann man auf den Vektor der Anfangsbedingungen z(0) =
(21(0),22(0),...)T anwenden und erhélt so die Lésung z(¢). Man kann sich leicht davon iiberzeugen,
dass die so erhaltene Losung tatséchlich das Differentialgleichungssystem (5.89) erfiillt. Dazu bildet
man die Ableitung der Reihendarstellung von exp(At):

% exp(At) = A+ A%t + %A?’t2 +...=Aexp(At). (5.92)
Die Matrix exp(At) erfiillt also ebenfalls die obige Differentialgleichung. Somit folgt:
%x(t) = C(llt exp(At)x(0) = Aexp(At)z(0) = Az(t). (5.93)

In Abschnitt 1.5.3 wurde gezeigt, wie man solche Funktionen von Matrizen berechnen kann.

Es gibt noch eine andere Moglichkeit, letztendlich zu derselben Losung zu gelangen, die in der
Praxis oft etwas einfacher ist. Diese besteht darin, die Matrix A durch eine geeignete Koordinaten-
transformation auf Normalgestalt zu bringen. Sei R eine invertierbare n x n Matrix. Dann kann man
Gl. 5.88 von links mit R multiplizieren und zwischen die Matrix A und den Vektor x(t) die Identitét
1 = R~ 'R schieben,

Ri(t) = RAR™'Rx(t), (5.94)
und erhélt fiir die neuen Koordinaten y(t) = Rxz(t):
y(t) = RAR 'y(t). (5.95)

Nun kann R so gewihlt werden, dass RAR™! Normalform hat. Sofern die Eigenwerte von A paarweise
verschieden sind, kann A durch eine solche Koordinatentransformation sogar auf Diagonalgestalt
gebracht werden. Falls die Matrix zu A nur auf eine Jordan’sche Normalform gebracht werden kann,
treten zusétzlich Lésungen vom Typ Gl. 5.74 auf. Hat man die Losungen y(t) gefunden, erhiilt man
durch eine inverse Transformation wieder die gesuchten Losungen x(t) = R~ y(t).

Der letzte Schritt von Gl. 5.94 zu Gl. 5.95 setzt voraus, dass die Transformationsmatrix R nicht
von dem Argument ¢ abhéngt. Falls jedoch die Koeffizienten der Gleichung, also die Elemente von A,
zeitabhingig sind, muss auch R(t) zeitabhiingig gewihlt werden und die Bedingung 4(t) = Rz(t) gilt
nicht mehr.
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5.4.2 Gekoppelte lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung
Sehr oft entwickelt man in der Physik ein System um seine Gleichgewichtslage. Wie wir sehen werden,

beschreibt man dadurch naherungsweise kleine Schwingungen. Da dieser Fall sehr oft auftritt, soll er
etwas ausfiihrlicher behandelt werden.

Entwicklung Newont’scher Bewegungsgleichungen um eine Gleichgewichtslage

Wir betrachten die Newton’schen Bewegungsgleichungen zu konservativen Kriften (d.h., die Kéfte
lassen sich als Gradient einer potenziellen Energie schreiben):
aU(xl(t)v ) xn(t))

#(t) = —VU(@1(t), .., n (L)) baw. i) = — o . (5.96)

(Ich habe hier angenommen, dass alle Teilchen dieselbe Masse m haben, die ich der Einfachheit halber
gleich 1 gesetzt habe. Sollte das nicht der Fall sein, kann man neue Argumente y;(t) = \/m;x;(t)
withlen, sodass die neue Differentialgleichung fiir y;(¢) von der obigen Form ist.)

Nun stellen wir uns vor, dass es fiir dieses System einen Gleichgewichtszustand gibt, bei dem
also alle Teilchen in Ruhe sind. Es soll also einen Vektor & geben, sodass der Gradient von U an der
Stelle & (in allen Komponenten) verschwindet:

U (1, ..., Tp,)

o =0. (5.97)

=T
Befinden sich die Teilchen des Systems an diesem Punkt (bzw. den durch & beschriebenen Punkten),
verschwinden alle Krifte auf die Teilchen und sie sind in Ruhe. Man stelle sich beispielsweise einen
Kristall oder ein Molekiil vor, bei dem es solche Ruhelagen gibt (im Rahmen einer quantenmechani-
schen Beschreibung muss diese Aussage noch prézisiert werden).

Nun betrachtet man eine kleine Stérung um diese Ruhelage, d.h. wir betrachten die Freiheits-
grade:

zi(t) = x(t) — Ty . (5.98)

Dann folgt fiir die Bewegungsgleichungen:

Da GI. 5.98 nur eine zeitunabhéngige Verschiebung der Koordinate x; darstellt, gilt

U) _oU(z+d)

Zi(t) = Zi(t) und oz, o7

(5.100)

Da z ,klein“ sein soll (in welchem Sinne, wird noch geklirt) kénnen wir U nach Potenzen von z
entwickeln:

Uz +2)=U(z) +Z aU | +... (5.101)

2 Z 821 87;]

Der Gradient verschwindet aber nach Voraussetzung an der Stelle &, da Z ein stationédrer Punkt

(Gleichgewichtslage) von U sein soll. Also erhalten wir

zizj + o(||z]|*) (5.102)
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Bilden wir nun von dieser Funktion die partiellen Ableitungen nach z, so folgt fiir die Kréfte (daher
das Minus-Zeichen):

P aUerz Z

==Y Kzt 1
azz azJ . XJ: 2+ (5.103)

Die symmetrische(!) Matrix K;; ist nun zeitlich konstant, d.h. genauer gilt:

82U (i + 2)

K =
J 821 82’]‘

(5.104)

z=0

(man beachte, dass z = 0 gleichbedeutend ist mit z = &). K;; ist also die Hesse-Matrix (vgl. Abschnitt
4.3) der potenziellen Energie um die Gleichgewichtslage Z.

Gekoppelte Oszillatoren

Die Entwicklung fiir kleine Stérungen um eine Gleichgewichtslage fiihrte uns also in fiihrender Ord-
nung auf folgendes Gleichungssystem:

#(t) = —Ka(t) baw. #(t); = — En: Ky(t); (5.105)

(statt der Koordinate z verwende ich nun wieder die Bezeichnung x.)

Da es sich bei der Matrix K um eine symmetrische Matrix handeln soll, gibt es sogar eine
Rotationsmatrix R (d.h., diese Matrix beschreibt eine einfache Drehung des Koordinatensystems; die
Koordinatenachsen bleiben orthogonal), sodass RKRT = D, und D ist eine Diagonalmatrix:

kL 0 -+ 0
0 ky -+ O

p=| . - | (5.106)
0 0 ... ky

Ahnlich wie im letzten Abschnitt bedeutet dies, dass das Gleichungssystem in den gedrehten Koor-
dinaten y(t) = Rx(t) entkoppelt:

§(t) = —Dy(t) bzw. Gi(t) = —kiyi(t) . (5.107)

Hierbei sind k; die Eigenwerte von K bzw. die Diagonalelemente der Matrix D. Ist k; > 0 konnen
wir k; = w? schreiben und die Lésungen der Gleichungen sind harmonische Schwingungen der Form
yi(t) = A;cos(w;t) + B;sin(w;t). In diesem Fall bleiben ,kleine“ Auslenkungen um die Gleichge-
wichtslage y; = 0 auch klein, wobei ,klein*“ bedeutet, dass die Abweichungen von der harmonischen
Schwingung vernachlissigbar sind (diese Schranke wird letztendlich durch die Messgenauigkeit fest-
gelegt, mit der die Schwingung beobachtet wird). Ist jedoch k; < 0, lauten die speziellen Losungen
yi(t) = exp(£+/|ki|t). Entweder fiir sehr grole positive oder negative Zeiten wird diese Auslenkung
sehr grofl und die harmonische Naherung ist nicht fiir alle ¢ giiltig.

Letztendlich bedeutet k; < 0, dass das Potenzial fiir diese Koordinate zwar einen Extrempunkt
annimmt, aber kein Minimum. Insofern handelt es sich bei Z in diesem Fall auch nicht um eine stabile
Gleichgewichtslage. Der Fall k; = 0 bedeutet fiir die zugehérige Bewegungsgleichung ¢;(¢) = 0 und
beschreibt somit eine kréftefreie Bewegung.
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5.5 Spezielle Losungsverfahren

Es gibt nur wenige nicht-lineare Differentialgleichungen, bei denen sich die Losungen zum Anfangs-
wertproblem allgemein finden lassen. Meist handelt es sich dabei um Differentialgleichungen in einer
Variablen. Wir betrachten zwei Klassen solcher Differentialgleichungen, bei denen eine allgemeine
Losung moglich ist. Ich sollte allerdings betonen, dass ,,16sen“ hier allgemeiner zu verstehen ist,
némlich , bis auf ein Integral“, d.h., es kann sein, dass sich die Losung als ein Integral schreiben lasst
oder in einem Integral auftritt, das aber selbst nicht in elementarer Form angebbar ist.

5.5.1 Trennung der Variablen
Die erste Klasse von Differentialgleichungen, die sich geschlossen 16sen lasst, hat die Form:

dz(t)
dt

= f(t)g(z(t)). (5.108)

Die gesuchte Funktion x(¢) ist nun einkomponentig. Die allgemeinen Sétze zur Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losungen verlangen, dass f(t) und, wie wir gleich sehen werden, 1/g(x) Lipschitz-stetig
sind.

Das Integrationsverfahren (man spricht in diesem Zusammenhang auch schon mal von der
»Quadratur“ der Differentialgleichung) trennt die Variablen ¢ und z in folgender Weise:

— = f(t)dt, (5.109)
und nun werden beide Seiten in ihren Variablen integriert:

z(t) dz t
/a:(to> g(z) /to F(r)dr. (5.110)

Man sollte allerdings betonen, dass der Schritt (Gl. 5.109) nur eine ,,Eselsbriicke* darstellt und diese
Gleichung im strengen Sinne nicht definiert ist. Formal teilt man Gleichung 5.108 durch g(z(t)),

= f(t) (5.111)

und integriert beide Seiten dieser Gleichung nach dem Argument ¢:

t : dL(T)T— t T)dT
/m o(e(r) dr ¢ _/to fr)dr. (5.112)

Auf der linken Seite dieser Gleichung kann man nun die Substitutionsregel anwenden und das In-

tegrationsargument 7 durch z(7) substituieren (vgl. Gl. 3.44). Die neuen Integrationsgrenzen sind
damit z(tg) und z(t). Das fithrt auf Gl. 5.110.

Auf der linken Seite von Gl. 5.110 erhiilt man die Stammfunktion G(z) von 1/g(x) und auf
der rechten Seite die Stammfunktion F(t) von f(¢):

G(a(t)) — Gla(ty)) = F(t) — Flto). (5.113)

Diese Gleichung kann man im Prinzip nach z(t) auflésen. Die freie Wahl von ¢ entspricht der freien
Integrationskonstanten einer Differentialgleichung erster Ordnung.
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Beispiel: & = ax?
Als erstes Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung

&= az?. (5.114)

Trennung der Variablen fithrt auf

a:(t) 1 t
/ —dz = a/ =a(t —tp). (5.115)
w(to) z to

= a(t — to) (5.116)

bzw.
1

sty —alt—to)

z(t) = (5.117)
Diese Losung divergiert bei t — to + 1/(ax(tg)), also nach einer endlichen Zeit. Eine Wachstums-
gleichung der Form 5.114 hat also nach endlicher Zeit zu einem unendlich grolen Wachstum gefiihrt.
Solche Modelle sind natiirlich unphysikalisch (oder unbiologisch), sie sind aber ein Beispiel dafiir,
dass auch scheinbar sehr ,harmlose“ Differentialgleichungen Losungen haben koénnen, die nur in ei-
nem begrenzten Zeitintervall existieren.

Beispiel: & = ay/z(t)

Diese Gleichung ist (fiir reelle Losungen) nur sinnvoll, solange z(¢) > 0. Insbesondere sei o > 0 und
x(tp) > 0. Das Verfahren der Trennung der Variablen fiihrt auf die Gleichung

z(t) dz t
o ar (5.118)
»/:v(to) \/5 to

mit der Losung:
2v/x(t) — 2+/x(tg) = a(t — to) (5.119)
bzw.

(1) = % (a(t — o) + 2\/:c(to)>2 . (5.120)

Fiir ¢t > ¢y (und z(tg) > 0) bleibt die rechte Seite positiv, sodass die Losung sinnvoll ist.

Interessant ist der Fall z(¢yp) = 0. In diesem Fall lautet die Losung

o2
z(t) = Z(t—to)Q. (5.121)
Man kann sich leicht durch Ableiten dieser Funktion iiberzeugen, dass sie die Differentialgleichung
erfiillt. Es gibt aber noch eine zweite Losung zu der Anfangsbedingung z(tg) = 0, némlich die Funktion
z(t) = 0, die offenbar ebenfalls die Differentialgleichung erfiillt. Wir haben zu derselben Anfangsbe-
dingung zwei (unabhingige) Losungen gefunden. Der Grund ist offensichtlich: y/z ist bei = 0 nicht
Lipschitz-stetig. Daher gilt der Satz von der Eindeutigkeit der Losung in diesem Fall nicht.
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5.5.2 Beispiel: Die logistische Differentialgleichung

Das letzte Beispiel soll etwas ausfiihrlicher behandelt werden, da man hier auch einige andere Ver-
fahren (Stabilitédtsanalyse und Flusslinien) sehr schon beschreiben kann.

Unter der logistischen Differentialgleichung [logistic differential equation] versteht man die
folgende Gleichung (wiederum nur in einer Komponente):

& = ra(t)(1 - z(t)). (5.122)

Diese Gleichung tritt unter anderem in der Biologie als Beispiel fiir ein begrenztes Wachstum auf:
Fiir sehr kleine Werte von x(¢) verhilt sich die Losung niherungsweise wie ein exponentieller Anstieg,
doch fiir groBe Werte von z(t) (,,gro3* bedeutet hier: nahe bei 1) wird das Wachstum geddmpft. Als
Beispiel wéhlt man gerne eine Population, bei der die Ressourcen zu knapp werden, wenn die Dichte
dieser Population zu grofl wird.

Trennung der Variablen fithrt auf die Gleichung

/I(t) 1 t ( ) )
7dxzr/ dt =r(t —to). (5.123
(to) T(1 =) to

Die linke Seite lésst sich ebenfalls leicht integrieren, wenn man die Partialbruchzerlegung

1 1 1
—_ = 5.124
z(1—2) x+171’ ( )

w0 (20— a(to)
v ! ((1—x<t>>x<to>>' (5.125)

verwendet:

(1) 1
/ ———dz=Inz—-In(l —2)
(te) (1 — 1)

Wir erhalten also die Gleichung

bzw.:

= f;’t exp(r(t — to)), (5.127)

oder aufgeldst nach x(t):

1
2(t) = 1+ cexp(—r(t —tg)) (5.128)
mit
o 1-— l‘(to)
= (5.129)

Die Konstante ¢ lasst sich also durch die Anfangsbedingungen ausdriicken. Je nach gewéhlter An-
fangsbedingung lassen sich verschiedene Félle unterscheiden:

0<x(t0) <1

Im Hinblick auf die Interpretation als Wachstumsgleichung sind nur Werte von 0 < z(ty) < 1 sinnvoll.
In diesem Fall ist ¢ > 0. Fiir z(tg) — 0 gilt ¢ — oo, fiir z(tp) — 1 findet man ¢ — 0. Da die
Exponentialfunktion fiir alle Argumente positiv ist, wird der Nenner nie null und z(¢) ist fiir alle
Werte von t eine wohl-definierte Funktion (siehe Abb. 5.1).

Die Funktion 5.128 spielt (mit vollkommen anderer Interpretation der Konstanten und Va-
riablen) auch in der Festkorperphysik eine grofie Rolle als Fermi-Verteilung.
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to t

Abbildung 5.1: Die Losung der logistischen Differentialgleichung fiir Anfangswerte 0 < z(tg) < 1.

Die ,,physikalischen bzw. biologischen“ Anfangsbedingungen sind 0 < x(ty) < 1. In diesem
Fall fithrt ein sehr kleiner Anfangswert von z(¢) zunéchst zu einem exponentiellen Wachstum. Sobald
x(t) jedoch grofer und die obere Grenze x(t) = 1 spiirbar wird, néhert sich die Losung exponentiell
dem Grenzwert z(t) = 1. In die Vergangenheit extrapoliert wird eine Population immer kleiner. Sie
entstand in der fernen Vergangenheit aus einer exponentiell kleinen Anfangspopulation. Auch das
ist natiirlich eine Idealisierung, denn eine ,sehr kleine“ Population besteht aus einzelnen wenigen
Individuen, sodass diese kontinuierliche Gleichung nicht giiltig ist.

z(to) < 0 und z(tg) > 1

Wir betrachten nun die ,unphysikalischen* Anfangsbedingungen, fiir die sich x(¢) nicht als Dichte
(sei es einer Population, einer chemischen Substanz in einer chemischen Reaktion, etc.) interpretieren
ldsst. Die Losungen zu z(tg) = 0 und z(¢p) = 1 sind die konstanten Funktionen:

x(tg) =0 mit der Lésung  z(t) =0 (5.130)

und
x(tp) =1 mit der Losung x(t) =1. (5.131)

Fiir z(tg) < 0 ist —oo < ¢ < —1; fiir (tp) — 0 folgt ¢ — —oo und fiir z(¢g) — —oo folgt ¢ — —1. Nun
gibt es einen Wert ¢ fiir den der Term im Nenner der Losung verschwindet und somit die Funktion
x(t) dort nicht definiert ist. Das Gleiche gilt fiir den Fall z:(ty) > 1, wobei nun ¢ im Bereich —1 < ¢ < 0
liegt (¢ — 0 fiir zg — 1 und ¢ — —1 fiir x(¢g) — 00).

Die Stelle, bei der die Losung ,,explodiert“, ist durch

1
ts =to + — In|c| (5.132)
r

gegeben. Fiir einen Anfangswert x(fy) > 0 bleibt die Lésung negativ, nihert sich aber z(t) — —oo
nach einer endlichen Zeit ¢ — tg in der Zukunft von ty. In der Vergangenheit war die Losung expo-
nentiell nahe bei z(t) = 0 (sieche Abb. 5.2; Zweig 1).

Fiir z(tg) > 1 liegt die Singularitdt der Losung in der Vergangenheit von tg (|c| < 1, daher
ist der Logarithmus in Gl. 5.132 negativ). Die Losung nihert sich fiir grofle Werte von ¢ von oben
exponentiell dem Wert z(t) = +1 (sieche Abb. 5.2).

5.5.3 Fixpunkte und Flusslinien im Phasendiagramm

In vielen Fillen (insbesondere, wenn es sich um mehrkomponentige gekoppelte Differentialgleichungen
handelt) kann man eine Losung nicht explizit angeben. Oftmals méchte man aber auch nur eine
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Abbildung 5.2: Die Losung der logistischen Differentialgleichung fiir Anfangswerte z(tg) < 0 (Zweig
1) und z(tg) > 1 (Zweig 2).

qualitative Vorstellung vom Verhalten der Losungen in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen
erhalten. Dazu eignet sich folgendes Verfahren:

Man bestimmt zuniichst die sogenannten stationiren Losungen bzw. die (zeitlich) konstanten
Losungen und macht anschliefend eine sogenannte Stabilitdtsuntersuchung in linearer Ndherung um
diese Losung. Das bedeutet, man untersucht das Verhalten einer Losung, deren Anfangswert in der
Nahe der stationédren Losung liegt und untersucht, ob sich diese Funktion von der stationdren Losung
entfernt oder sich ihr nédhert. Dieses Verfahren soll nun anhand der logistischen Differentialgleichung
vorgestellt werden.

Zuvor jedoch ein paar Begriffsklirungen: Ein Fizpunkt [fixed point] einer Abbildung ® : M —
M ist ein Element x € M, fiir das gilt: ®(x) = z. Das Element x wird unter der Abbildung ® also auf
sich selbst abgebildet. Bei einer gewohnlichen Differentialgleichung ist der Phasenraum der Raum der
moglichen Anfangsbedingungen (vgl. S. 88). Unter dem Fluss [flow] ®; versteht man die Abbildung,
die ein Element x des Phasenraums auf das Element ®;(x) = x(¢) abbildet, wobei x(t) der Wert
zum Zeitpunkt ¢ der Losung der Differentialgleichung zur Anfangsbedingung 2(0) = x ist. Der Punkt
x wird also auf den Punkt abgebildet, zu dem er in der Losung der Differentialgleichung nach der
Zeit t ,,geflossen® ist. Wenn man bei einer Differentialgleichung von einem Fixpunkt spricht, ist meist
ein Fixpunkt dieses Flusses ®; gemeint, wobei ¢ beliebig sein kann. Das bedeutet, man sucht nach
Losungen, die konstant sind und damit stationér.

1.) Bestimmung der Fixpunkte

Wir betrachten nun die logistische Differentialgleichung und suchen nach den zeitlich kostanten
Losungen. Fiir diese Losung gilt & = 0 und somit wird aus der Differentialgleichung eine gewthnliche
algebraische Gleichung:

re(l—z)=0 = 20=0 und z; =1. (5.133)



104 KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Losungen zu diesen beiden Anfangsbedingungen sind z(¢) = 0 und z(¢) = 1.

2.) Stabilitétsanalyse

Wir betrachten nun einen Punkt € in der Ndhe von xy bzw. £1 und untersuchen, wie sich die zugehorige
Losung x(t) = x; +€(t) zu dieser Anfangsbedingung (als ,, Anfang“ wihlen wir der Einfachheit halber
to = 0) verhilt. Dabei wird eine sogenannte lineare Niherung [linear approzimation] vorgenommen,
d.h., es werden nur Terme in der Differentialgleichung berticksichtigt, die linear in e(¢) sind. Diese
lineare Niherung ist gerechtfertigt, da die Anfangsbedingung ja sehr nahe an einer Losung (dem Fix-
punkt) liegt und somit e(t) zumindest fiir kurze Zeiten ¢ auch klein bleiben sollte. Dabei interessiert,
ob sich die Losung von dem Fixpunkt entfernt oder ob sie sich dem Fixpunkt néhert.

Betrachten wir zunéchst den Fixpunkt o = 0 und eine Losung z(t) = 0 + €(¢). Setzen wir
dies in die Differentialgleichung ein und beriicksichtigen nur die linearen Terme, folgt:

é(t) = ge(t) —ge(t)? (5.134)

mit der Losung €(t) = eexp(gt). Offensichtlich nimmt der Wert von €(t) mit wachsendem ¢ zu, d.h.,
die Losung entfernt sich von dem Fixpunkt x = 0. Dies ist unabhéingig davon, ob e positiv oder
negativ ist.

Betrachten wir nun den Fixpunkt z; = 1 und eine Losung x(t) = 1+ ¢(¢). Wiederum soll der
Anfangswert €(0) = € sehr klein sein (also die Funktion z(¢) in der N&he des Fixpunkts beginnen),
sodass nicht-lineare Terme vernachliissigt werden kénnen. Da @(t) = é(¢) folgt:

ét) = g(1+e(t)(1— (1 +€t) = —ge(t) + O(e(t)?) (5.135)

mit der Losung €(t) = eexp(—gt). In diesem Fall wird e(¢) also kleiner, d.h., die Lésung néhert sich
dem Fixpunkt.

3.) Das Flussdiagramm im Phasenraum:

Wir erhalten also folgendes Bild (siche Abb. 5.3). In der Nihe des Fixpunktes = 0 werden Losungen
vom Fixpunkt weg getrieben, wohingegen eine Losung in der Néhe des Fixpunkts z = 1 zu diesem
Fixpunkt hin getrieben wird. Man bezeichnet x = 0 auch als instabilen Fixpunkt, weil eine winzige
Abweichung von diesem Fixpunkt die Losung wegtreibt. Der Fixpunkt z = 1 ist ein stabiler Fixpunkt,
da eine winzige Abweichung wieder in den Fixpunkt zuriickgetrieben wird.

Abbildung 5.3: Qualitativer Fluss im Phasenraum

jen)
—®

der logistischen Differentialgleichung.

Diese Informationen reichen schon aus, um ein qualitatives Bild der Losungen zu erhalten,
das auch mit unseren exakten Losungen im letzten Abschnitt {ibereinstimmt: Fiir z(to) < 0 wird die
Losung exponentiell schnell zu negativen Werten getrieben (Zweig 1 in Abb. 5.2). Dass die Losung
nach einer endlichen Zeit divergiert, kann man der linearen Ndherung allerdings nicht ansehen, da
hierfiir der quadratische Term verantwortlich ist. Fiir 0 < z(tg) < 1 wird die Losung in der Nihe
von 0 exponentiell von diesem Wert weggetrieben und néhert sich fiir grofle ¢ exponentiell rasch dem
Wert « = 1. Dies entsprich der reguliren Losung aus Abb. 5.1. Fiir x(tg) > 1 wird die Lésung zu dem
Fixpunkt z = 1 hingetrieben (Zweig 2 in Abb. 5.2). Allerdings kann auch hier die lineare Niherung
das singulédre Verhalten in der Vergangenheit nicht beschreiben.
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5.5.4 Variation der Konstanten
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Eine homogene gewohnliche lineare Differentialgleichung ldsst sich durch Trennung der Variablen

16sen. Fiir die Losung von
a(z)y'(z) + b(z)y(z) =0

o) = Cesp (= [ 25007 = Cfto),

wobei C' = y(z) die Integrationskonstante ist und wir
x b(.’l}l)
f(z) =exp (—/ da:’)
xo a(x/)

Hat man es mit einer inhomogenen Gleichung zu tun, also

findet man so:

gesetzt haben.

a(z)y'(z) + b(z)y(z) = c(x),

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)

konnen wir die homogene Losung als Ansatz wihlen, wobei wir allerdings die Integrationskonstante

nun als Funktion von z auffassen:

o) = Cwye (- [ e ') = Cla) (o).

Fiir diese Funktion gilt
y'(z) = C'(x)f(z) — Ca)——= f(x)

bzw.
a(z)y'(z) + b(z)y(z) = a(z)C'(2) f(z).

Wir haben somit nun die Differentialgleichung

a(z)C'(z) f(z) = c(x) bzw. C'(x) = ——2—

zu losen. Fiir die Funktion C(x) folgt:

Beispiel: Gelost werden soll:
2y (2) +y(w) =1 —a.
Die Losung der homogenen Gleichung ist
C
y(z) = o
Die Differentialgleichung fiir C(x) lautet
C'z)=1-2z
mit der Lésung
1 _
C(m):m—§x2+0.

Somit erhalten wir fiir die Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

y(x)—1<x—x2+C>—1—x+C.
x

T

(5.140)

(5.141)

(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)
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5.5.5 Die Energieerhaltung

Das folgende Beispiel zeigt, wie eine Erhaltungsgrifle, also eine Funktion, die sich fiir eine gegebene
Losungskurve zeitlich nicht dndert sondern konstant bleibt, zur Auffindung der Losungen genutzt
werden kann.

Viele Bewegungsgleichungen in der Physik haben folgende Form

mi(t) = —VU(z(t)). (5.150)

Das gilt fiir alle Newton’schen Systeme, bei denen die Kraft ,konservativ® ist und sich als Gradient
eines Potentials U(z) schreiben ldsst. (Man beachte, dass = hier durchaus mehrkomponentig sein
kann.) Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit der Geschwindigkeit (im Sinne einer
Skalarmultiplikation), folgt

mi(t) - z(t) = =VU(z(t)) - &. (5.151)

Fiir die rechte Seite der Gleichung gilt nach der Kettenregel

_dU(z(1))

—VU(z(t)) - & = et

(5.152)

und fiir die linke Seite gilt

mi(t) - @(t) = % <;m(:ic(t))2> : (5.153)
Insgesamt folgt somit
% (;mj:(t)Q + U(m(t))) _ (5.154)

Die Grofle ]
E= §mx'(t)2 + U(x(t)) (5.155)

dndert sich also nicht als Funktion der Zeit, sofern x(t) eine Losung der Differentialgleichung ist.
Diese Grofle E ist die Gesamtenergie (kinetische plus potentielle Energie) des Systems.
Wir betrachten nun speziell eine einkomponentige Gleichung der Form:

i = f(z), (5.156)

die zweite Ableitung einer Funktion ist also gleich einer (integrablen) Funktion f dieser Funktion.
Die Stammfunktion zu f sei F', sodass wir auch

= F'(z) (5.157)

schreiben kénnen. Die gleiche Argumentation wie vorher fiihrt nun auf die Gleichung

< (;j:(t)z - F(at(t))) ~0 (5.158)
oder
S0~ Fla) =c, (5.159)

wobei ¢ eine beliebige Konstante sein kann (c ist eine Integrationskonstante, da wir es aber mit einer
Differentialgleichung zweiter Ordnung zu tun haben, gibt es noch eine zweite Integrationskonstante).
Man bezeichnet ¢ auch hiufig als erstes Integral [first integral] der Differentialgleichung.

Diese Gleichung kénnen wir nach @(t) auflosen:

#(t) = V2(c + F(z(t)) (5.160)
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und haben auf diese Weise eine Gleichung gewonnen, die sich mit der Methode der Variablentrennung

(s.0.) 16sen lisst:

z(t) 1
/ ————dz = (t —to). (5.161)
a(to) V/2(c+ F(x))
Sofern das Integral auf der linken Seite 19sbar ist und sich das Ergebnis nach z(t) auflosen lisst,
haben wir die Losung zu obiger Differentialgleichung gefunden. Die zweite Integrationskonstante ist
to.
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Kapitel 6
Parametrisierte Raume

Im Folgenden betrachten wir Kurven, Flachen und allgemeiner Teilrdume im R"™. Dazu zédhlen auch
die speziell fiir die Physik und Mathematik wichtigen Kegelschnitte. Aulerdem behandeln wir allge-
meinere Koordinatensysteme, die man als Reparametrisierungen des R™ auffassen kann. Das Kapitel
ist eine Einfithrung in die Methoden der Differentialgeometrie und dient als Vorbereitung fiir das
néchste Kapitel, in dem Integrale iiber Flachen und Volumina behandelt werden. In Kap. 8 werden
einige der Konzepte zur Differentialgeometrie noch weiter vertieft.

Grofle Teile dieses Kapitels sind dem Skript ,,Einfiihrung in die Methoden der Theoretischen
Physik“ [Filk 2012] entlehnt. Zum (hoffentlich) besseren Versténdnis kennzeichne ich in den folgenden
Kapiteln Vektoren wieder durch den Fettdruck.

6.1 Parametrisierte Wege im R"

Das Konzept eines parametrisierten Weges wurde schon kurz in Abschnitt 3.7.2 eingefiihrt. Hier
betrachten wir einige allgemeine Eigenschaften solcher Wege oder Bahnkurven.

6.1.1 Die Parametrisierung von Wegen

Ein parametrisierter Weg (oder, falls die Parametrisierung sich auf die Zeit bezieht, eine parametri-
sierte Bahnkurve) ist eine Abbildung von einem Intervall in den R™:

v:ICR—R" tel—n~(t)=z(t) e R". (6.1)

FEine physikalische oder mathematische Interpretation des Parameters ¢ besteht zunéchst nicht, ob-
wohl dieser Parameter in der Physik hiufig die Rolle der Zeit spielt (d.h., wir geben an, an welchem
Raumpunkt z(¢) sich ein Korper zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ befindet). In diesem Fall bezeich-
net man den parametrisierten Weg auch als Bahnkurve oder Trajektorie. In der Mathematik wihlt
man fiir ¢ oft die sogenannte Bogenlange. Auf diese spezielle Parametrisierung kommen wir noch zu
sprechen.

Bezieht man sich nur auf die Punktmenge, aus denen ein parametrisierter Weg besteht, spricht
man hiufig einfach von einer Kurve. In diesem Sinne bezeichnet ein Kreis eine Kurve, z.B. charakte-
risiert durch die Punktmenge, welche der Bedingung

2 +y? = R? (6.2)
geniigt, wohingegen die Darstellung

z(t) = (Rcos2nt, Rsin 2mt) te0,1) (6.3)
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einer parametrisierten Kreiskurve entspricht.
Eine andere Parametrisierung derselben Kurve entspricht anderen Funktionen z;(¢'). Dabei
sollte sich ¢’ als bijektive Funktion von ¢ ausdriicken lassen.

Beispiel: Die Bahnkurve einer Helix im R? entlang der z-Achse lisst sich durch folgende Abbildung
beschreiben:
t— (21(t),22(t),x3(t)) = (rcoswt, rsinwt, at) . (6.4)

r, w und « sind feste Parameter zur Charakterisierung der Helix. So ist r der Radius der Helix (in
der Projektion auf die zy-Ebene), w legt den Parameterbereich T fest, der einem Umlauf der Helix
entspricht (T' = 27/w), und « charakterisiert (zusammen mit w) die so genannte Ganghdhe h, um
welche die Helix bei einem Umlauf zunimmt (h = o = 2ma/w). Eine solche Bahnkurve ergibt sich
beispielsweise fiir ein geladenes Teilchen in einem konstanten Magnetfeld in 3-Richtung.

Zur Notation: Im Folgenden bezeichne ich mit ¢t meist den Parameter ,,Zeit“ und mit s die
sogenannte Bogenlédnge (siehe Gl. 6.11).

6.1.2 Der Tangentialvektor - Die Geschwindigkeit

Die Ableitung eines Weges (t) nach dem Parameter ¢ liefert einen Tangentialvektor an die Kurve am
Punkte z(t). Handelt es sich bei dem Parameter ¢ um die physikalsiche Zeit und bezeichnet z(t) die
Bahnkurve eines Teilchens, so ist dieser Tangentialvektor der Geschwindigkeitsvektor des Teilchens:
dz(t .

v(t) = % = &(t) (6.5)

bzw.
(W1(8), 02(8), oo, 0 (£)) = (d”“gt(t), d“”j}f” o dng”) = (#1(8), Ea(), o in(®) . (6.6)

Der Geschwindigkeitsvektor ist zu jedem Zeitpunkt tangential zur rdumlichen Trajektorie.

Die Geschwindigkeit ist eine gerichtete Grofie und daher ein Vektor. Es besteht allerdings
ein grundlegender Unterschied in der Interpretation des Vektors & zur Beschreibung des Orts eines
Teilchens und v zur Beschreibung seiner Geschwindigkeit. Es gibt zunéchst keinen Grund, weshalb
der physikalische Raum, in dem sich ein Teilchen bewegt, ein Vektorraum sein sollte. Beispielsweise
konnte sich das Teilchen auch auf der Oberfliche einer Kugel oder einer allgemeinen Mannigfaltigkeit
bewegen (wie es beispielsweise in der allgemeinen Relativitétstheorie der Fall ist). Auf einer solchen
Mannigfaltigkeit muss (zumindest lokal, d.h. in der Umgebung von jedem Punkt) ein Koordinaten-
system definiert sein, das ganz allgemein einem Ausschnitt (einer offenen Menge) des R™ entspricht.
Doch das macht diese Mannigfaltigkeit noch nicht zu einem Vektorraum. So ist meist weder eine
Addition von Raumpunkten noch die Multiplikation eines Raumpunkts mit einer reellen Zahl defi-
niert. Der R™ dient in diesem Fall lediglich als Koordinatensystem zur Beschreibung der Raumpunkte.
Streng genommen sollte man den flachen physikalischen Raum durch einen affinen Raum beschreiben
(siehe Kap. 2.8).

Bei der Geschwindigkeit (bzw. bei einem Tangentialvektor) ist es jedoch anders: Geschwin-
digkeiten kann man addieren und auch mit reellen Zahlen multiplizieren. Geschwindigkeiten sind also
Vektoren im eigentlichen Sinne. Bei einer allgemeinen Mannigfaltigkeit driickt sich das dadurch aus,
dass die Geschwindigkeit nicht ein Element der Mannigfaltigkeit selber ist, sondern zum Tangential-
raum an einem bestimmten Punkt der Mannigfaltigkeit gehort. Dieser Tangentialraum ist immer ein
Vektorraum.

Allgemein ist der Betrag des Tangentialvektors

()] = Vo(t) -v(t). (6.7)
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Fiir das Beispiel der Helix erhalten wir die Geschwindigkeit durch Ableitung von Gl. 6.4 nach der
Zeit:
v(t) = (—rwsinwt, rw coswt, @) . (6.8)

Fiir den Betrag der Geschwindigkeit folgt:

v(t)| = Vr2w? sin® wt + r2w? cos2 wt + a2 = \/r2w2 + a2 . (6.9)

Der Betrag der Geschwindigkeit ist fiir die angegebene Parameterdarstellung der Helix zeitlich kon-
stant. Die Trajektorie wird also mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen, allerdings dndert die
Geschwindigkeit stindig ihre Richtung.

Bei einer Anderung der Parametrisierung oder auch Reparametrisierung

andert sich der Betrag des Tangentialvektors, nicht aber seine Richtung:

de(t)  dE(¢) dz(t) dt
- @ 1
a v dt dt (6.10)

Durch eine geeigente Parametrisierung kann man daher erreichen, dass der Tangentialvektor immer
den Betrag 1 hat. Eine Parametrisierung «(s) einer Kurve, sodass

dz(s)
ds

=1, (6.11)

bezeichnet man als Bogenlingenparametrisierung. Der Parameter s entspricht in diesem Fall der
Bogenlidnge der Kurve, wie wir in Kap. 7.2 zeigen werden.

6.1.3 Die Beschleunigung

Die Beschleunigung eines Teilchens ist gleich der Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit (es
folgen verschiedene Notationen fiir die Beschleunigung):

dv(t) . d2z(t) .
a(t) = T o(t) = w® - Z(t) (6.12)
o dun(t) dus(t)  dva(t)
v1(t vo(t Up (T
t t),... t)) = . 1
(@1(8)02(8), (1) = (S, 2200, Sl (6.13)
Auch die Beschleunigung ist Element eines Vektorraums.
Fiir die Beschleunigung der Helix-Kurve erhalten wir:
a(t) = (—rw? coswt, —rw?sinwt, 0) . (6.14)

Die Beschleunigung hat in diesem Fall keine 3-Komponente, da die Bahnkurve in 3-Richtung einer
konstanten Bewegung entspricht. Der Betrag der Beschleunigung,

la(t)| = V12wt cos? wt + r2wh sin® wt = rw? (6.15)

ist bei der gegebenen Parametrisierung ebenfalls konstant.
Das Skalarprodukt von Geschwindigkeit und Beschleunigung ergibt fiir die Helix:

v(t) - a(t) = r’w? sin wt coswt — r’w? coswt sinwt = 0. (6.16)
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Da weder die Geschwindigkeit noch die Beschleunigung verschwinden, bedeutet dieses Ergebnis, dass
die Beschleunigung zu jedem Zeitpunkt senkrecht zur Geschwindigkeit gerichtet ist. Dies folgt unmit-
telbar aus der Tatsache, dass der Betrag der Geschwindigkeit konstant ist. Generell gilt:

dfw(®)]?
dt

= 2(t) -a(t), (6.17)

und da bei konstantem Geschwindigkeitsbetrag die linke Seite verschwindet, muss auch die rechte
Seite null sein. Falls @ und v selbst nicht null sind, miissen sie senkrecht zueinander orientiert sein.
Bei der Bogenlingenparametrisierung (d.h., |£(s)’| = 1) sind Beschleunigung und Tangenten-
vektor also immer senkrecht zueinander. In diesem Fall bezeichnet man die Beschleunigung auch als
Krimmungsvektor der Kurve im Punkte (s). Der Betrag des Kritmmungsvektors ist die Krimmunyg,

d2z(s)
ds?

K(s) = ‘

, (6.18)

und ihr reziproker Wert
(6.19)

heiBt Krimmungsradius der Kurve im Punkte z(s). Fiir eine allgemeine Parametrisierung (¢) der
Kurve gilt

V@) -v(®)(at) - a(t) — (v(t) -a(t)*

t) = 6.20
) (w(t)- (1) (020
Fiir die Helix erhalten wir als Kriimmungsradius
r2w? + o?

Ohne Ganghohe (o = 0) finden wir das fiir eine Kreisbahn zu erwartende Ergebnis: p = r. Durch die
Ganghohe wird der Kriitmmungsradius der Helix etwas grofier.

6.1.4 Das mitgefiihrte Dreibein

Kurven im R? besitzen im Allgemeinen (die Einschrinkungen werden gleich offensichtlich) in jedem
ihrer Punkte ein durch die Geometrie ausgezeichnetes Koordinatensystem, das man auch als mit-
gefiihrtes Dreibein bezeichnet. Dies kann beispielsweise ein Beobachter, der sich entlang der Kurve
bewegt, als lokales Koordinatensystem verwenden.

Zwei geometrisch ausgezeichnete Vektoren einer Bahnkurve kennen wir bereits: den Geschwin-
digkeitsvektor (allgemeiner Tangentialvektor) v(¢) und den Beschleunigungsvektor a(t). Auch wenn
beide Vektoren von der gewihlten Parametrisierung der Kurve abhéngen, ist die Ebene, die durch
die beiden Vektoren aufgespannt wird, parametrisierungsunabhéngig. Auflerdem ist der Geschwin-
digkeitsvektor immer tangential zu einer Kurve, seine Richtung ist also ebenfalls parametrisierungs-
unabhéngig. Dividieren wir den Geschwindigkeitsvektor v durch seinen Betrag, erhalten wir einen
Einheitsvektor

v(t)

e,(t) = COR (6.22)

der an jedem Punkt tangential zur Kurve ist. Dieser Vektor ist der erste Vektor unseres Drei-
beins. Notwendig (und hinreichend) fiir seine Existenz ist, dass der Geschwindigkeitsvektor nicht
null ist. Dies ldasst sich durch eine geeignete Parametrisierung der Kurve immer erreichen. In der Bo-
genldngenparametrisierung hat der Tangentialvektor bereits den Betrag 1 und entspricht somit dem
ersten Vektor des Dreibeins.
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Fiir den Beschleunigungsvektor a(t) hingen sowohl der Betrag als auch die Richtung von der
Parametrisierung der Kurve ab. Wir kénnen jedoch den Beschleunigungsvektor immer in einen Anteil
parallel zur Tangente, a|, und einen Anteil senkrecht zur Tangente, a, , aufspalten. Die Komponente
parallel zur Tangente erhalten wir durch das Skalarprodukt mit e, und es gilt:

aj= (e, a)e, = <’|’v'g> v. (6.23)

Diese Komponente beschreibt die Anderung des Betrags der Geschwindigkeit. Ist die Geschwindigkeit
konstant, steht a senkrecht auf v und dieser Anteil verschwindet.
Den zur Geschwindigkeit senkrechten Anteil der Beschleunigung erhalten wir, indem wir den
parallelen Anteil von a subtrahieren:
(v-a) 1
aL:a—a”:a—Wv:W((v-v)a—(v-a)v). (6.24)
(Diese Konstruktion wurde auch bei dem Beweis der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und dem
Verfahren von Gram-Schmidt verwendet; vgl. Gl. 2.20.) Dieser Anteil beschreibt das Mafl der Rich-
tungsinderung der Kurve. Als zweiten Vektor unseres Dreibeins wihlen wir den Einheitsvektor, der
in die Richtung von a zeigt:
t
ea(t) — a( )J_ )
la(t) L]

Diesen Vektor bezeichnet man auch als Hauptnormalenvektor. In der Bogenlédngenparametrisierung

(6.25)

ist

ea(s) = ;& . (6.26)

Damit e, (t) eindeutig gegeben ist, muss die Kurve in dem Punkt z(¢) ihre Richtung &ndern. Fiir eine
Gerade (bzw. Ausschnitte einer Geraden) ist dieser Vektor nicht mehr eindeutig definierbar.

Die von den beiden Vektoren e, (t) und e,(t) (bzw. dquivalent v(¢) und a(t)) aufgespannte
Ebene bezeichnet man als Schmiegeebene an die Kurve im Punkte (¢).

Als dritten Vektor des ausgezeichneten Dreibeins wihlen wir einen Einheitsvektor, der senk-
recht auf v(t) und senkrecht auf a(t) steht. Diesen erhalten wir aus dem Kreuzprodukt:

en(t) = ey(t) x eq(t) = ); (6.27)

Man bezeichnet e, (t) auch als Binormalenvektor der Kurve im Punkte z(t).

Die drei Vektoren (e,(t),eq(t),en(t)) (Tangentenvektor, Hauptnormalenvektor, Binormalen-
vektor) bilden zu jedem Zeitpunkt ¢ ein kartesisches Koordinantensystem (es handelt sich um drei Ein-
heitsvektoren, die jeweils senkrecht aufeinander stehen), das durch die Richtung und die Kriimmung
der Kurve ausgezeichnet ist.

6.2 Flachen

Eine Abbildung von einem Ausschnitt des R? (beispielsweise einem Rechteck oder einer Kreisfliche)
in den R™ beschreibt eine Fliche (dhnlich wie eine Kurve einer Abbildung von einem Ausschnitt des
R in den R™ entspricht). Sei U C R? ein Parametergebiet, beschrieben durch Koordinanten (u,v), so
ist eine Flidche im R™ gegeben durch:

(u,v) €U CR? — z(u,v) €R", (6.28)
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bzw. ausgedriickt in Koordinaten:
(u,v) = (21 (u,v), 22(Uy V), ..., Ty (u, v)) . (6.29)

Diese Beschreibung einer Fléche bezeichnet man wiederum als eine Parameterdarstellung der Fléche.

Als Beispiel betrachten wir die Kugeloberfliche im R?. Eine Kugel ldsst sich durch die Be-
dingung

(21)% + (22)? + (23)* = R? (6.30)

charakterisieren. Eine solche Beschreibung einer Fliache bezeichnet man als implizite Beschreibung.

Wir gehen in Abschnitt 6.4 noch genauer auf implizite Beschreibungen ein.
Diese Bedingung kénnen wir nach jeder der Koordinaten auflésen, beispielsweise nach z3:

T3 — i\/RQ — (.’L‘1)2 — ({L‘2)2. (631)
Wir wihlen nun x; und z9 als unabhéngige Parameter, setzen also 1 = u und zs = v, und erhalten:
z1(u,v) =u  wo(u,v) =v  x3(u,v) = £V RZ2—u2— 02, (6.32)

Das positive Vorzeichen beschreibt die ,,nérdliche“ Halbkugel, das negative Vorzeichen die siidliche.
Die Parameter (u,v) sind durch die Bedingung u? + v? < R? eingeschriinkt. Das Parametergebiet
im R? ist also eine (offene) Kreisscheibe. Allerdings werden die Punkte am Aquator durch diese
Darstellung nicht beschrieben.

Wir koénnen eine Kugeloberfliche aber auch durch zwei Winkel charakterisieren. Dazu
iiberzeugen wir uns zunichst, dass sich jeder Vektor = (x1, 72, 73) im R3 durch seinen Abstand
r vom Nullpunkt, dem Winkel 6 zur z-Achse und den Winkel ¢ zwischen der Projektion auf die
zy-Ebene und der z-Achse beschreiben lisst:

(z1,22,23) = (rcospsinf, rsin psind, r cos ). (6.33)

Es handelt sich hierbei um eine andere Beschreibung der Punkte des R3. Solche Koordinatentrans-
formationen werden uns in Abschnitt 6.6 noch beschiftigen. Im vorliegenden Fall geniigt es, dass die
Kugeloberfliche durch konstantes r gekennzeichnet ist. Wir erhalten daher fiir die Beschreibung der
Kugeloberfléche:

(p,0) = (x1(p, 0),z2(0,0),23(,0)) = (rcospsin b, rsin psin b, r cosh) . (6.34)

Fiir die Parameter gilt ¢ € [0,27) und 6 € [0, 7]. Das Parametergebiet ist in diesem Fall ein Rechteck.
Ganz anschaulich entspricht ¢ dem Léngengrad auf der Erdoberfliche (aufgefasst als Kugelfldche)
und 6 dem Breitengrad (allerdings mit dem Wert 7 am Aquator).

Damit es sich allgemein um eine regulédre Fldche handelt, verlangen wir nicht nur, dass die
Funktionen z;(u,v) stetig und hinreichend oft differenzierbar sind, sondern wir verlangen auch, dass
die Parametrisierung der Fldche in folgendem Sinne nicht entartet ist: An jedem beliebigen Punkt
z(up,v9) auf der Fliche sollen sich die Kurven x(u,vo) (aufgefasst als Kurve mit Kurvenparameter
u) und z(ug, v) (Kurvenparameter v) unter einem nicht-verschwindenden Winkel schneiden. Konkret
bedeutet dies: Die beiden Tangentialvektoren

_ Ox(u,vo) 0z (ug, v)

U=ug V=v0

sollen jeweils von null verschieden und linear unabhéngig sein.
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Im R3 sind diese beiden Bedingungen genau dann erfiillt, wenn

Falv) = fu x fo = 3"”((;; v) 3"’591;’”) (6.36)

fiir alle Werte (u,v) € U von null verschieden ist. f,,(u, v) ist ein Vektor, der senkrecht auf der Fliche

am Punkte z(u,v) steht. Diesen Vektor bezeichnet man auch als Normalvektor.

Am Beispiel der Kugeloberfléche in der Parametrisierung von Gl. 6.32 erkennt man, dass diese
Bedingungen fiir alle (u,v) erfiillt sind, fiir die u? 4+ v? < R?. Wenn wir Punkte auf dem Aquator
der Kugeloberfliche beschreiben wollen, sollten wir nicht nach x3 auflésen, sondern eher nach
oder x2. Auch bei der zweiten Parametrisierung der Kugeloberfliiche (Gl. 6.34) gibt es ,singuldre®
Stellen: 8 = 0 und § = 7w. Man spricht in solchen Fillen auch von Koordinatensingularititen: Die
beschriebene Flache selbst ist an diesen Stellen vollkommen regulér, aber das Koordinatensystem ist
an diesen Stellen nicht mehr definiert.

Da die Parametrisierung der Fldache nicht entartet sein soll, kénnen wir den Normalvektor
auch durch seinen Betrag dividieren und erhalten den auf 1 normierten Normalvektor:

<8x(u, v) " 0z (u, v))

ou ov
n(u,v) = oz (u,v) y oz (u,v) (6.37)
ou ov

6.3 Parameterdarstellung d-dimensionaler Rdume im R"

Die Konzepte der vergangenen Abschnitte konnen wir folgendermaflen verallgemeinern: Ein d-
dimensionaler Raum, eingebettet im R"™ (zunichst verlangen wir noch d < n, spiter betrachten
wir auch den Fall d = n), besitzt folgende Parameterdarstellung:

(w1, ug, ...y g) — 2(Ug, Uz, ..., Ug) , (6.38)

wobei jede Komponente z; (i = 1,...,n) eine (stetige und geniigend oft differenzierbare) Funktion
der Parameter {us} (o =1,...,d) ist. Jeder Punkt p auf diesem d-dimensionalen Raum soll eindeutig
durch seine Koordinaten {u,} mit 2(uq,...,uq) ~ p bestimmt sein. Statt von einem d-dimensionalen
Raum spricht man auch manchmal von einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit.!

Zu jeder der Komponenten u,, konnen wir die Kurve 7, ~ #(u,) betrachten, die man erhilt,
wenn man alle anderen Komponenten {ug}, 8 # «, festhilt. Durch jeden Punkt des d-dimensionalen
Raumes (festgelegt durch die Koordinaten {u4}) finden wir daher d ausgezeichnete Kurven, die sich
in diesem Punkt schneiden. Die Abbildung (6.38) bildet diese Kurven im d-dimensionalen Parame-
terraum auf Kurven im R™ auf der Mannigfaltigkeit ab. Zu jeder dieser Kurven koénnen wir den

Tangentialvektor berechnen:
Folur, ..., ug) = W_ (6.39)
Dieser Tangentialvektor ist natiirlich eine Funktion der Koordinaten des Punktes, bei dem der Tan-
gentialvektor berechnet wird. Wenn der Punkt p, der im R™ durch den Vektor &(uy, ..., uq) dargestellt
wird, nicht zu einer Koordinatensingularitit gehort, sind die d Tangentialvektoren f,(p) alle von null
verschieden und linear unabhéngig. Sie spannen somit einen d-dimensionalen Vektorraum auf, den so
genannten Tangentialraum an die Mannigfaltigkeit im Punkte p.
Man sollte an dieser Stelle beachten, dass der Tangentialraum im Allgemeinen kein linea-

rer Teilraum des R™ im tiblichen Sinne ist. Das wére nur der Fall, wenn der Punkt p gerade dem

n der Differentialgeometrie werden Mannigfaltigkeiten auch allgemeiner definiert, ohne dass man auf die Einbettung
der Mannigfaltigkeit in einen R™ Bezug nehmen muss. Das soll hier aber nicht geschehen.
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Nullpunkt des R™ entspricht. Man kann einen Tangentialraum im obigen Sinne als einen affinen Teil-
raum des R™ auffassen, bei dem der Nullpunkt entsprechend verschoben ist. Besser ist es jedoch,
den Tangentialraum iiberhaupt nicht als Teilraum des R™ zu interpretieren, sondern einfach als einen
d-dimensionalen Vektorraum, der sich fiir jeden Punkt p einer Mannigfaltigkeit definieren lésst.

6.4 Charakterisierung durch Bedingungen — Implizite Funk-

tionen

Oftmals ist es nicht leicht, eine geeignete Parameterdarstellung einer Fliche zu finden. Insbesondere
ist es fiir viele Flichen iiberhaupt nicht moglich, sie durch eine Abbildung der im letzten Abschnitt ge-
nannten Art iiberall und frei von Singularitdten oder Entartungen der Parametrisierung zu definieren.
Die Kugeloberfliche ist dafiir ein gutes Beispiel.

Statt einer Parametrisierung ist es manchmal einfacher, eine Flidche durch eine geeignete
Bedingung zu beschreiben. Im R3 lisst sich eine solche Bedingung hiufig in der Form

f(z1,22,23) =0 (6.40)
schreiben. Fiir die Kugeloberfliiche im R? gilt beispielsweise
f(thg,x;;) = ($1)2 + (5172)2 + (5173)3 - R2 s (641)

was auf die Gleichung
(21)% + (w2)* + (23)? = R*. (6.42)

fiihrt.

Es erhebt sich nun die Frage, unter welchen Bedingungen sich eine Gleichung der Form
f(x1,22,23) = 0 beispielsweise nach z3 auflosen ldsst, sodass wir die Fliche auch durch uw; = a4
und up = xo parametrisieren kénnen: (u1,us, zs(u1, ug)). In diesem Fall wird die Fliche also durch
eine ,,Hohenfunktion* x3(u1,us) beschrieben.

Der Satz zu impliziten Funktionen (den wir gleich noch allgemeiner formulieren werden)
besagt, dass dies bei allen Punkten (z1, 22, x3) moglich ist, bei denen aﬂwé’iﬁf’m # 0 ist. Betrachten
wir dazu nochmals das Beispiel der Kugeloberflache: Die Bedingung ‘9“%’7;’2’13) = 0 fithrt auf die
Gleichung z3 = 0. Das sind gerade die Punkte auf dem ,, Aquator® der Kugel. Tatséchlich ist in der
unmittelbaren Umgebung dieser Punkte x5 keine eindeutige Funktion mehr von den Koordinaten x;
und xs5.

Allgemein bedeutet die Bedingung f(z1,z2,23) = 0, dass die Fliche durch eine
Aquipotentialfliche von f beschrieben wird. df/0z3 = 0 bedeutet, dass der Gradient an die ent-
sprechende Aquipotentialfliche (und damit der Normalvektor zur Fliche selbst) senkrecht zur xs-
Koordinate steht. Damit kann aber die Fliche an dieser Stelle nicht mehr durch die z;- und -
Koordinaten beschrieben werden. Anders ausgedriickt: An solchen Stellen hat die Hohenfunktion
z3(z1, z2) die Steigung unendlich.

Ist in einem Gebiet 9f/0x3 # 0, kann man die Bedingung f(z1, z2, z3) = 0 nach der Koordi-
nate z3 aufldsen und die Fliche in der Form (u, v, f(u, v)) beschreiben. In den Bereichen, in denen die
partielle Ableitung verschwindet, bricht diese Darstellung zusammen. Dort lésst sich die Gleichung
aber meist nach einer anderen Koordinate auflésen.

Ganz allgemein beschreiben die Parameter (ob dies bestimmte Koordinaten sind, die man
durch Auflésung der restlichen Koordinaten nach diesen Koordinaten erhalten hat, oder auch andere
Parameter) eine sogenannte Karte. Wenn es fiir jeden Punkt der Fliche eine geeignete Karte gibt,
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sodass die Fliache in der Umgebung dieses Punktes frei von Koordinatensingularititen beschrieben
werden kann, bezeichnet man die Menge dieser Karten auch als einen Atlas. Aus der Beschreibung
der Kugeloberfliche durch Gl. (6.42) lassen sich beispielsweise sechs besondere Karten finden, und
jeder Punkt der Kugeloberfliche liegt in mindestens einer dieser Karten. Diese sechs Karten erhilt
man, indem man Gl. (6.42) nach jeweils einer der Koordinaten z; (i = 1,2, 3) auflést und dann noch
die beiden Vorzeichen der Wurzel beriicksichtigt. Jede der Karten beschreibt eine Halbkugel.

Auch Kurven bzw. Wege lassen sich durch Bedingungen beschreiben. Beispielsweise erhélt
man im Allgemeinen eindimensionale Linien, wenn man zwei Flachen schneidet, also zwei Bedingun-

gen an die Koordinaten stellt:
fl(l'l,ZL'Q,CE:g) :O fg(.’ﬂl,l‘g,l'g) :0 (643)

Zu einer Parameterdarstellung gelangt man in diesem Fall, indem man beide Bedingungen nach einem
Parameter, beispielsweise nach ¢t = x; auflost:

’Y(t) = (t’ xQ(t)’ xS(t)) . (644)

Ganz allgemein beantwortet der Satz zu impliziten Funktionen die Frage, wann sich eine d-
dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™ durch beispielsweise die ersten d Koordinaten beschreiben
l&sst:

Satz (implizite Funktionen): Es seien f; : U C R™ — R (mit i = 1,...,n — d) jeweils einmal
stetig ableitbare Funktionen tiber einem Teilgebiet des R™. Weiterhin sei xg € R™ ein Punkt, der den
Bedingungen f;i(xo) =0 (i =1,...,n —d) geniigt. Falls an der Stelle xy die Determinante

‘Gfi(xl,...,xn)

i =d+1.d+2, ... 6.45
D, J +1,d+2,...,n (6.45)

T=X0

nicht verschwindet, gibt es eine Umgebung Uy von xq, sodass sich die Bedingungen f;(x1,...,2,) =0
2z =x;(x1,...,xq) aufldsen lassen, und

T = (U, e Udy Tap1 (UL, ooy Ug) s ooy (U, oy Ug)) (6.46)

eine lokale Parametrisierung der d-dimensionalen Untermannigfaltigkeit in der Umgebung von xg €
Uy darstellt.

Ein Beispiel bilden auch die im néchsten Abschnitt behandelten Kegelschnitte: Hierbei wird
ein Doppelkegel mit einer Ebene geschnitten (es geht also um die Schnittmenge von zwei Flichen und
somit um spezielle Kurven, die sich alle als Kurven in einer Ebene darstellen lassen).

6.5 Kegelschnitte

Gleichsam als Anwendung einiger der in diesem Kapitel eingefiihrten Konzepte soll nun eine wichtige
Klasse von Kurven betrachtet werden, die man als Kegelschnitte [conal sections] bezeichnet. Diese
Kurven erhilt man als Schnittkurven aus der Mantelfliiche eines Doppelkegels im R? mit einer Ebene.
Neben den Ellipsen und Hyperbeln erhélt man als Grenzfille noch Kreise und Parabeln (sowie streng
genommen noch einzelne Punkte und sich schneidende Geraden). Alle diese Kurven kénnen beispiels-
weise bei der Bewegung eines Korpers im Gravitationsfeld eines anderen Korpers (das so genannte
Kepler-Problem) auftreten.
Ein Doppelkegel (der Einfachheit halber mit Steigung 1) lisst sich durch folgende Bedingung
beschreiben:
w2y =22, (6.47)
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bzw. in der Parameterdarstellung:
z(u,v) =u  ylu,v)=v z(u,v) =EVuZ+02. (6.48)

(Wir verwenden hier die Komponentenschreibweise (z, y, z) statt (z1, 22, x3), da die Indexschreibweise
in konkreten Formeln manchmal verwirrend sein kann.) Eine vollkommen andere aber dquivalente

Parameterdarstellung wire die folgende (r > 0, 0 < ¢ < 27):
x(r,p) =rcosp ylr,p)=rsing z(r,p)=r. (6.49)
Eine Ebene durch den Nullpunkt kénnen wir durch folgende Gleichung beschreiben:
a-z=0 bzw. a1x 4+ asy +azz =0, (6.50)

wobei a ein beliebiger (von Null verschiedener) Vektor ist. Die durch obige Gleichung beschriebene
Ebene besteht aus allen Vektoren, die auf @ senkrecht stehen. Soll die Ebene nicht durch den Nullpunkt
sondern durch den Punkt b = (by, by, b3) verlaufen, folgt:

a-(x—-b)=0 bzw. a-z=a-b. (6.51)
Als allgemeine Darstellung einer Ebene erhalten wir somit:
a1z + agy +asz=">. (6.52)

Anmerkung: Diese Gleichung ist noch iiberbestimmt. Sie enthélt vier freie Parameter, zur Charak-
terisierung einer allgemeinen Ebene sind jedoch nur drei Parameter notwendig. Fiir b # 0 kénnen
wir obige Gleichung noch durch b dividieren und finden, dass eine allgemeine Ebene sogar durch die
Bedingung

ayr+aby +ajz =1 (6.53)

beschrieben wird. Ist b = 0, geht die Ebene also durch den Nullpunkt, kénnen wir durch ein nicht-
verschwindendes a; dividieren, d.h., einen der Koeflizienten vor x,y oder z normieren.

Wir betrachten zunichst den Fall ag # 0 (das bedeutet, die Ebene liegt nicht parallel zur 3-Achse);
dann konnen wir fiir die Ebene auch schreiben

z=a1x+ay+0b. (6.54)
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit setzen wir noch as = 0 und schreiben a; = a:
z=ar+b. (6.55)

Die Ebene ist in diesem Fall parallel zur 2-Achse. Dies bedeutet keine Einschrinkung, da das Problem
ohnehin symmetrisch unter Drehungen um die 3-Achse ist.
Einsetzen in die Kegelgleichung (6.47) liefert:

2 +y? = (ax + b)?, (6.56)

bzw.
(1 —a*)a? — 2abx +y* = b*. (6.57)

Anmerkung: Wir haben immer noch zwei Bestimmungsgleichungen: Gleichung 6.55 erlaubt es uns,
die Koordinate z durch x auszudriicken, und Gleichung 6.57 erlaubt es uns, y durch z auszudriicken.
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Wir erhalten also eine Kurve im R?, wobei wir = als Kurvenparameter verwenden. Die Parameter-
darstellung z(t) dieser Kurve wire somit:

z(t) =t y(t) =+ — (1 —a)t242abt =z(t) =at+b. (6.58)

Im Folgenden betrachten wir nur die Projektionen dieser Kurve auf die 1-2-Ebene. An den qualitativen
FEigenschaften der Losungen éndert sich dadurch nichts.

Allgemein kénnen wir folgende Fille unterscheiden:

1. Kreise:
Der Spezialfall a = 0 (waagerechte Ebene) fithrt auf die Gleichung

22 +y? =07, (6.59)
Dies ist die Kreisgleichung. Fiir b = 0 erhalten wir als Losung nur den Punkt (0,0, 0).

2. FEllipsen:
Die Bedingung a? < 1 fithrt auf eine Gleichung der Form (o > 0):

ale—7)*+y* =62, (6.60)
Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit Zentrum (-, 0).

3. Parabeln:
Fiir a2 = 1 erhalten wir:
y® = b + 2bx. (6.61)

Dies ist die Gleichung einer Parabel.
4. Hyperbeln: Fiir a® > 1 folgt eine Gleichung der Form (a > 0):
—a(z -7 +y* =5 (6.62)
Dies entspricht einer Hyperbelgleichung.

Wir miissen uns nun noch iiberlegen, welche Gleichung wir fiir a3 = as = 0 erhalten. In
diesem Fall lautet die Gleichung fiir die Ebene

ax =b (6.63)

Einsetzen in die Kegelgleichung 6.47 liefert:
b2
po +y? =22 oder 22—y?=~r2. (6.64)

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, die sich asymptotisch den Geraden z = 4y annihert. Fiir b = 0
erhalten wir diese beiden sich schneidenden Geraden als Losung.

6.6 Koordinatensysteme

Wir haben schon mehrfach erwahnt, dass man die Punkte des R? oder R3 nicht nur als Vektoren
auffassen kann, die sich beziiglich einer Basis des Vektorraums in Komponenten zerlegen lassen,
sondern dass man sie auch allgemeiner durch Koordinaten beschreiben kann, die mit der Eigenschaft
des R? bzw. R? als Vektorraum nichts mehr zu tun haben. Beispielsweise lisst sich die Summe



120 KAPITEL 6. PARAMETRISIERTE RAUME

zweier Vektoren im Allgemeinen auch nicht mehr als einfache Summe dieser Koordinaten ausdriicken.
Auflerdem ist der Parameterbereich dieser Koordinaten (der Wertebereich, den diese Koordinaten
zur eindeutigen Beschreibung von Punkten annehmen kénnen) nicht immer gleich dem R? bzw. R3,
sondern nur gleich einer Teilmenge.

Strenggenommen fasst man den R? bzw. R? in diesem Fall nicht mehr als Vektorraum auf,
sondern als einen Spezialfall sogenannter Mannigfaltigkeiten. Wir betrachten zunéchst einige bekannte
Beispiele fiir Koordinaten im R? und R3?

6.6.1 Polarkoordinaten im R?

In zwei Dimensionen kénnen wir einen Punkt durch seinen Abstand r vom Nullpunkt und den Winkel
o zwischen der Verbindungslinie zum Nullpunkt und der z-Achse beschreiben. Das fiihrt auf die
Darstellung eines Punktes in Polarkoordinaten:

(z1,22) =~ (rcosp, rsingp). (6.65)
Die Komponenten {z;} lassen sich somit durch r und ¢ ausdriicken:
T1 =TCOSY To =Tsing. (6.66)

Diese Bedingungen sind - auer im Ursprung - umkehrbar, d.h., » und ¢ lassen sich durch 2! und z?
ausdriicken:

r=1/(21)? + (22)? = arctan % . (6.67)
1

Der Nullpunkt (0,0) ist ein singuldrer Punkt der Polarkoordinaten, da in diesem Punkt ¢ nicht
eindeutig durch z; gegeben ist. Streng genommen gelten die Polarkoordinaten also nur fiir den R?
ohne den Punkt {(0,0)}. Um allerdings eine eindeutige Umkehrfunktion fiir ¢ als Funktion von zq, 21
zu erhalten, muss man den Arkustangens stetig erweitern:

arctan £ x>0,y>0
arctan £ +-2r x>0,y <0
=4 arctanZ 471 <0 (6.68)
3 z=0,y>0
37” r=0,y<0

Auf diese Unterscheidungen gehe ich im Folgenden nicht mehr ein.

Die Koordinaten (r,¢) nehmen folgende Werte an: » > 0 und ¢ € [0,27). Der Parame-
terbereich U € R? der Koordinaten ist also ein Streifen (Breite 27) oberhalb der positiven reellen
Achse.

6.6.2 Zylinderkoordinaten im R3
Erweitern wir die Polarkoordinaten des R? auf den R3, erhalten wir Zylinderkoordinaten:
(z1,m2,23) = (rcosp, rsing, z). (6.69)
Die alten Koordinaten x; lassen sich wieder durch die neuen Koordinaten ausdriicken:
T1=TCOSp To=TSinp x3=2, (6.70)
ebenso lassen sich die neuen Koordinaten durch die alten Koordinaten ausdriicken:

r=4+/(x1)?+ (x2)?> ¢ = arctan 2 =, (6.71)
Eal
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Die Zylinderkoordinaten sind eindeutig sofern r # 0, also aufler auf der z-Achse, wo der Winkel ¢
nicht festliegt.

Der Parameterbereich fiir » und ¢ ist gleich ihrem Bereich fiir Polarkoordinaten, z kann
beliebige reelle Werte annehmen.

6.6.3 Kugelkoordinaten

Wie schon mehrfach erwiithnt, lisst sich ein Punkt im R?® auch durch seinen Abstand r vom Ursprung
sowie zwei Winkel charakterisieren. Der Winkel 6 entspricht dem Winkel zwischen der Verbindungs-
linie des Punkts zum Ursprung und der z-Achse, und der Winkel ¢ entspricht dem Winkel zwischen
der Projektion dieser Verbindungslinie auf die xy-Ebene und der z-Achse. Dann gilt:

(21,22, 23) ~ (rcospsinb, rsinpsinb, rcosh). (6.72)

Auch diese Beziehungen lassen sich umkehren:

2 2
r=/(21)? + (22)? + (z3)> ¢ = arctan L2 g — arctan V(@w)? + (2)* ,
I 3

(6.73)

Beide Winkel sind fiir 7 = 0 nicht definiert. Auflerdem ist ¢ nicht definiert fiir 6 = 0 und 6 = =.
Damit sind Kugelkoordinaten auf der gesammten z-Achse nicht wohl definiert.
Die Definitionsbereiche fiir die Parameter sind: » > 0, ¢ € [0,27) und 6 € [0, 7].

6.6.4 Allgemeine Koordinatentransformationen

Eine Koordinatentransformation auf dem R"™ ist eine Abbildung U C R™ — R™ derart, dass sich jeder
Punkt p ~ z € R™ durch die Koordinaten (uy,us, ..., u,) ausdriicken lisst. Es gilt somit:

T (21, @9, ey Ty ) 2 (21 (U, Uy evey Up )y T2 (UL, ULy ooy U)oy Ty (U, U,y ey Uy)) (6.74)
Jede Komponente z; ist also eine Funktion der Koordinaten {u;}:
i = (U1, Uy oey Up) - (6.75)
Umgekehrt soll sich auch jede Koordinate u; als Funktion der {z;} schreiben lassen:
w; = ui (X1, T2,y ey Tyy) - (6.76)

Eine Koordinatentransformation soll also bijektiv sein und daher eine eindeutige inverse Abbildung
besitzen. Punkte, an denen dies nicht moglich ist, bezeichnet man als singuldre Punkte der Koordina-
tentransformation. In vielen Féllen wird man nur einen bestimmten Ausschnitt des R™ (beispielsweise
den R™ ohne gewisse Punkte, Linien oder Flichen) durch die neuen Koordinaten eindeutig ausdriicken
konnen. Die folgenden Uberlegungen gelten immer nur fiir regulire Punkte p, in deren Umgebung
das Koordinatensystem frei von Singularitéten ist.

In jedem reguldren Punkt p € R™ schneiden sich n Kurven +;, die man erhélt, indem man die
Koordinaten {u;} (j # 4) festhlt und & (u;) nur noch als Funktion des einen Parameters u; auffasst.
Zu jeder dieser Kurven kénnen wir im Punkte p den Tangentialvektor bilden:

é)x(ul, ..,un)

fi(p) = ou, (6.77)

In regulédren Punkten p sind diese n Vektoren von null verschieden und linear unabhéngig. Sie span-
nen also einen n-dimensionalen Vektorraum auf. Nach den Uberlegungen der vorherigen Abschnitte
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handelt es sich bei diesem Vektorraum strenggenommen um den Tangentialraum im Punkte p. Es ist
der ,Raum der Geschwindigkeiten“, mit denen der Punkt p durchlaufen werden kann.

Wir verwenden in der Newton’schen Mechanik gerne den Raum R™ als den Raum der
moglichen Lagen von Punkten. Dabei haben wir willkiirlich einen Ursprung (der dem Nullvektor
entspricht) festgelegt. Einen flachen Raum ohne Auszeichnung eines Nullpunkts bezeichnet man als
affinen euklidischen Raum (vgl. Abschnitt 2.8).

Der R™ als ,,Raum* ist natiirlich verschieden von dem Vektorraum R", der an jedem Punkt p
als Tangentialraum (Raum der Geschwindigkeiten) konstruiert werden kann. Auch wenn eine Identi-
fikation oft vorgenommen wird, sollte man sich der Unterscheidung bewusst sein. Anhand der physi-
kalischen Dimension werden die Konzepte meist unterschieden: Wahrend die Koordinaten von Raum-
punkten meist die Dimension [Lénge] haben, haben Geschwindigkeiten die Dimension [Lénge/Zeit].

6.6.5 Weitere spezielle orthogonale Koordinatensysteme

Die folgende Liste spezieller orthogonaler Koordinatensysteme stammt grofitenteils von
[Wiki-orthogonal]. Neben den Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten treten
in der Physik gelegentlich folgende Koordinatensysteme auf:

2-dimensionale parabolische Koordinaten und parabolische Zylinderkoordinaten

Die 2-dimensionalen parabolischen Koordinaten (u,v) sind definiert durch die Transformation:

1
x = §(u2 —v?) Yy =uv u € (—00,+00),v € [0,00) . (6.78)

Die parabolischen Zylinderkoordinaten sind ein 3-dimensionales Koordinatensystem, bei dem die z, y-
Koordinaten nach obiger Vorschrift in (u, v)-Koordinaten transformiert werden und die z-Koordinate
unverédndert bleibt, also z = z.

3-dimensionale parabolische Koordinaten

Die 3-dimensionalen parabolischen Koordinaten sind ein orthogonales Koordinatensystem, definiert
durch die Transformation:

1
T = UV COS P Yy = uvsin g z:§(u2—v2) u € [0,00),v € [0,00),¢ € [0,27). (6.79)

Elliptische Koordinaten und elliptische Zylinderkoordinaten

Elliptische Koordinanten sind ein 2-dimensionales orthogonales Koordinatensystem, definiert durch
die Transformation

x = acoshucos ¢ y = asinhusin ¢ u € [0,00),¢ € [0,27). (6.80)

Die elliptischen Zylinderkoordinaten sind ein 3-dimensionales orthogonales Koordinatensystem, bei
dem die z, y-Koordinaten nach obiger Vorschrift in (u, ¢)-Koordinaten transformiert werden und die
z-Koordinate unveradndert bleibt, also z = z.

2-dimensionale bipolare Koordinaten und bipolare Zylinderkoordinaten

2-dimensionale bipolare Koordinanten sind ein orthogonales Koordinatensystem, definiert durch die
Transformation
asinhu asin ¢

_ _ 2). 81
v coshu — cos ¢ Y coshu — cos ¢ u € [0,00),¢ €[0,2m) (6:81)
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Die bipolaren Zylinderkoordinaten sind ein 3-dimensionales orthogonales Koordinatensystem, bei
dem die z, y-Koordinaten nach obiger Vorschrift in (u, ¢)-Koordinaten transformiert werden und die
z-Koordinate unveréindert bleibt, also z = z.

Toroidale Koordinaten

Toroidale Koordinaten sind ein 3-dimensionales orthogonales Koordinatensystem, definiert durch die

Transformation
asinh v cos g asinh v sin ¢ asin g
r=——>"> y=——> z=—"— (6.82)
cosh v — cos ¢ cosh v — cos ¢ cosh v — cos ¢
€[0,00), ¢ € (—m, 7], p€[0,27). (6.83)

Bisphérische Koordinaten

Bisphérische Koordinaten sind ein 3-dimensionales orthogonales Koordinatensystem, definiert durch
die Transformation

v asin ¢ cos _ asingsing L asinhv (6.84)
~ coshv — cos ¢ y_coshvfcosd) ~ coshv — cos ¢ '
€[0,00), ¢ € (—m,7|, p€]0,2m). (6.85)

Gestreckte und gestauchte sphirische Koordinaten

Diese beiden 3-dimensionalen orthogonalen Koordinatensysteme entstehen aus den sphérischen Ko-
ordinaten, indem die Kugeln zu r = const entlang der z-Achse zu rotationssymmetrischen Ellipsoiden
gestreckt bzw. gestaucht werden. Die Transformationen zu den gestreckten sphérischen Koordinaten

lauten

x = asinhusin¢cosp y = asinhusin ¢sin ¢ z = a coshucos ¢ (6.86)

u€[0,00), ¢ €[0,7], pel0,2m). (6.87)
Die Transformationen zu den gestrauchten sphérischen Koordinaten sind

z = acoshu cos ¢ cos ¢ y = a coshu cos ¢sin ¢ z = asinh u sin ¢ (6.88)

wel.), e |-7, 2] pelo2m. (6.89)
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Kapitel 7
Mehrftachintegrale

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit Integralen iiber Kurven, Fldchen und allgemeinen Réumen.
Ziel sind die Integralsidtze von Stokes und Gaufl. Streng genommen ist hierzu in der Analysis eine
Einfiihrung in die Mafitheorie notwendig, die ich jedoch auf ein Minimum reduziere. Infinitesimale
Fldachen- und Volumenelemente lassen sich auch aus einer gewissen Anschauung heraus erkléren,
und die teilweise sehr aufwendigen mathematischen Sétze in diesem Zusammenhang kénnen wir hier
ohnehin nicht beweisen. Trotzdem sollen im ersten Abschnitt einige Grundlagen behandelt werden,
insbesondere auch, weil im Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitstheorie solche Konzepte von
Relevanz sind.

7.1 Elementare Einfiihrung in die Mafitheorie

7.1.1 Messbare Mengen — o-Algebren

Bei der Definition des Integrals haben wir einem Intervall [a,b] (b > a) ein Mafl [measure] zugeordnet,
némlich seine Linge: A([a, b]) = b—a. Dieses Konzept soll im Folgenden auf mehrdimensionale Rdume
verallgemeinert werden. Die erste Frage, die sich dabei ergibt, ist, welchen Mengen man iiberhaupt
ein Maf} zuschreiben kann. Viele der Erorterungen aus diesem Abschnitt stammen aus [Lang 1973].

Wir koénnen im Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitstheorie die Problematik verdeut-
lichen: Gegeben sei eine Dartscheibe und wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes
Gebiet auf der Dartscheibe zu treffen. (Wir gehen von einem ungeiibten Dartspieler aus, der zwar die
Scheibe immer trifft, ansonsten aber gleichverteilt wirft). Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten
(mathematischen) Punkt (z,y) zu treffen, muss gleich null sein, denn andernfalls wiire die Wahrschein-
lichkeit, irgendeinen der iiberabzéhlbar vielen Punkte der Dartscheibe zu treffen, unendlich. Aber ist
es sinnvoll, jeder beliebigen Teilmenge der Dartscheibe eine Wahrscheinlichkeit zuzuschreiben, diese
Menge ,,zu treffen*?

Es zeigt sich, dass es Mengen gibt, denen man kein Mafl zuschreiben kann (auch nicht das
Maf null). Ein Beispiel ist die Menge der Aquivalenzklassen von reellen Zahlen modulo rationalen
Zahlen (zwei reelle Zahlen sind in diesem Fall dquivalent, wenn ihre Differenz eine rationale Zahl
ist). Um solche Mengen ausschlieffen zu kénnen, definiert man zunéchst die ,Menge der messbaren
Mengen“.

Zur Definition von Mengen, denen man sinnvollerweise ein Maf§ zuschreiben kann (eventuell
natiirlich auch das Maf} 0 oder auch das Maf} 0o), definieren wir zunéchst eine sogenannte o-Algebra
(gesprochen ,, Sigma-Algebra“).

125
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Definition: Eine o-Algebra einer Menge ) ist eine Menge ¥ von Teilmengen aus Q (also ¥ C P(Q)),
sodass folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Die leere Menge ist Element von X: ) € X.

2. Zu jedem Element A € ¥ ist auch das Komplement von A (als Teilmenge von Q) Element von
Y:Ae¥=(0N-A) ek

3. Sei (An)nen eine abzihlbare (bzw. abzihlbar unendliche) Folge von Elementen aus ¥, dann ist
auch deren Vereinigung in X:

A ey = (UAn)eE. (7.1)
n=1

Aus diesen Axiomen folgt sofort, dass auch die Menge € selbst ein Element von X ist: Q2 € 3.
Von je zwei Elementen A, B € ¥ ist auch deren Durchschnitt in X, da der Durchschnitt gleich dem
Komplement der Vereinigung der Komplemente von A und B ist: AN B =Q — (22— A)U(Q — B).
Dasselbe gilt fiir jede abzéhlbar unendliche Schnittmenge von Elementen aus X: Sei (Bj,)nen eine
abzéhlbar (unendliche) Folge von Elementen aus ¥, dann ist auch (A, )peny mit 4, = (Q — B,,) eine
abzdhlbar (unendliche) Folge von Elementen aus 3, deren Vereinigung ist ebenfalls in ¥, und das
Komplement dieser Vereinigung ist die Schnittmenge der (B,,). Und natiirlich sind auch Komplemente
von zwei Elementen A und B, z.B. A — B, wieder in X.

Dadurch, dass auch Komplemente eines Elements von ¥ wieder in ¥ sind, sind o-Algebren
allgemeiner als Topologien, obwohl die beiden Definitionen (vgl. 3.1) sehr &hnlich sind. Falls 2 auch ein
topologischer Raum ist (beispielsweise R™ oder jeder metrische Raum), bezeichnet man die kleinste
(grobste) o-Algebra, die alle offenen Mengen enthiilt, als Borel-Algebra. Damit enthiilt eine Borel-
Algebra auch alle abgeschlossenen Mengen. Eine Menge 2 mit einer o-Algebra bezeichnet man als
messbaren Raum, die Elemente von 3 nennt man messbare Mengen, und falls € eine Topologie hat
und die o-Algebra die Borel-Algebra ist, bezeichnet man die Teilmengen von {2, die Elemente von X
sind, als Borel-messbar.

Falls (Y,Y’) ein messbarer Raum ist und f : @ — Y eine Abbildung, sodass alle Urbilder
von Elementen aus Y’ ebenfalls messbar sind (also f~1(S) € ¥ fiir alle S € '), dann bezeichnet
man f als messbar. Falls (Q,X) ein messbarer Raum ist und (M,T) ein topologischer Raum (vgl.
3.1), dann bezeichnet man eine Abbildung f :  — M auch als messbar, wenn das Urbild von jeder
offenen Menge messbar ist. Ist Y ein topologischer Raum und ¥’ die Borel-Algebra zu der definierten
Topologie, sind die beiden Definitionen dquivalent.

7.1.2 Malle

Bisher haben wir nur definiert, welche Mengen wir als messbar bezeichnen wollen (nédmlich die Ele-
mente einer o-Algebra). Nun definieren wir ein (positives) Maf fiir solche Mengen. Dabei lassen wir
auch explizit das Mafl oo (beispielsweise fiir die gesamte reelle Achse) zu. Wir bezeichnen mit [0, o]
die Menge aller nicht-negativen reellen Zahlen einschliellich des ,,Elements® oo.

Definition: Sei (€2,%) ein messbarer Raum mit der o-Algebra X, dann bezeichnet eine Abbildung
w:X —[0,00] ein (positives) Mafs auf Q, wenn gilt:

M1: p(@) =0,
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M2: Fiir jede abzihlbare (oder abzihlbar unendliche) Folge (A,) von Elementen aus ¥, die paarweise
disjunkt sind (also A; N A; =0 firi # j), gilt

I (G Ai> = iu(Ai) . (7.2)

(Bei endlichen Folgen erstreckt sich die Vereinigung bzw. die Summe entsprechend nur iber
endlich viele Mengen bzw. Terme.)

Aus dieser Definition folgt unmittelbar: Fiir A C B (beides Elemente aus ¥) gilt pu(A) < u(B).
Beweis: B lésst sich als Vereinigung der beiden disjunkten Mengen A und B — A schreiben und das
Maf einer messbaren Menge kann nicht negativ sein.

Manchmal méchte man Aussagen iiber Q treffen, die , fast iiberall“ [almost everywhere] gelten.
Damit ist gemeint, dass die Punkte z € , bei denen die Aussage falsch ist, eine Menge vom Maf}
null bilden. Beispielsweise kénnen wir sagen, dass eine Funktion iiber Q2 , fast iiberall* verschwindet.

Das bedeutet, die Menge {z € Q|f(z) # 0} hat das Ma$ null, oder p({z € Q|f(z) # 0}) = 0.
7.1.3 Wahrscheinlichkeitsmafie

Definition: Erfillt ein Maf$ zusdtzlich noch die Eigenschaft

M3: p(Q) =1,

so bezeichnet man das Maff als normiert [normalized]. Den Raum (Q,%,p) nennt man einen
Wahrscheinlichkeitsraum [probability space]. Q0 ist der Raum der Elementarereignisse [elementary

events[, ¥ die Menge der mdglichen Ereignisse [events], denen eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet
werden kann, und p ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion [probability function).

Man beachte, dass Ereignisse auch Mengen von Elementarereignissen sein konnen. Beispielsweise
spricht man von einem Ereignis, wenn bei einem Dartwurf ein bestimmtes Feld (das aus iiberabzéhlbar
unendlich vielen Punkten besteht und damit die Vereinigung iiberabzahlbar unendlich vieler Elemen-
tarereignisse ist) getroffen wird, oder wenn bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln die Gesamtaugenzahl 7
erreicht wird. Bei diskreten - und erst recht bei endlichen - Mengen €2 sind Ereignisse meist beliebige
Elemente der Potenzmenge, also ¥ = P(f2).

Definition: Eine Abbildung von X : Q — R, sodass X ~*(U) fiir jede offene Menge U € R messbar ist
(also ein Element von %), bezeichnet man als Zufallsvariable [random variable]. Jede Zufallsvariable
definiert eine Verteilungsfunktion auf den reellen Zahlen:

Px(w) = p(X ' [~00,2]) = p({a € QX (a) < z}). (7.3)

Der reellen Variablen x wird also das Mafl der Menge von Elementen aus €2 zugeordnet, die unter der

Abbildung X auf Werte kleiner oder gleich = abgebildet werden. Py () ist eine monoton steigende

Funktion, die fiir x — —oo gegen den Wert 0 und fiir x — 400 gegen den Wert 1 geht. Die Ableitung

von Px(x) nach x definiert eine Wahrscheinlichkeitsdichte [probability density] zu der Zufallsvariablen
a dPx (z)
X \T

wx(x) = e (7.4)

Es kann vorkommen, dass Px (x) Sprungstellen hat, sodass wx (z) im Sinne einer Funktion an diesen

Stellen nicht definiert ist. Bei wx (x) handelt es sich um eine Dichte, die als Distribution aufzufassen
ist. Mehr dazu in Kap. 10.
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7.1.4 Integrale - Riemann, Lebesgue und Stieltjes

Zur Definition eines Integrals iiber eine Funktion f : Q — R (oder auch C) betrachten wir zunichst
sogenannte Treppenfunktionen [step functions]. Allgemein kann das Bild von f ein beliebiger Banach-
Raum sein (siehe Kap. 12.2), also ein normierter, beziiglich der Norm vollstéindiger Vektorraum, wir
beschrianken uns hier jedoch auf reellwertige bzw. komplexwertige Funktionen.

Definition: Fine Funktion fr:Q — R heifst Treppenfunktion iber einem Mafraum (Q,%, u), wenn
die Bildmenge von fr nur endlich viele Werte x; € R umfasst (bzw. die Urbilder f{l(x) fiir alle
aufer endlich vielen Werten von x die leere Menge bilden), und f{l(mi) = A; eine messbare Menge
in ) ist.

Die (endliche) Menge dieser Urbilder, {A;}, besteht aus disjunkten Elementen (A4; N A; = 0
fir ¢ # j) und |J; A; = Q. Diese Menge bildet somit eine (endliche) Partition von €. Fiir eine solche
Treppenfunktion fr definieren wir

Ah@:Zh%MM. (7.5)

Man beachte, dass fr auf der Menge A; einen konstanten Wert annimmt, insofern ist fr(A;) = z;
wohl definiert. Falls die Funktion fr nur auf einer Teilmenge von €2 definiert sein sollte, kann man
die folgenden Uberlegungen natiirlich auf diese Teilmenge einschrinken.

Zu einer beliebigen stiickweise stetigen Funktion f : 2 — R kann man immer eine Folge aus
Treppenfunktionen f, : Q — R finden, die fast iiberall (d.h., iiberall auler auf einer Menge vom Maf}
null) gleichméBig auf Q gegen f konvergiert. Von zwei solchen Folgen (f,,) und (g,), die fast iiberall
gegen dieselbe Funktion konvergieren, ist |f, — gn| eine Folge, die fast iiberall gegen 0 konvergiert.
Daher bilden die Integrale iiber | f,, — g, | eine Nullfolge und man kann zeigen, dass die Integrale iiber
(fn) und (g,) gegen denselben Wert konvergieren. Diesen Wert bezeichnet man als das Integral iiber

f:
/Qfdu = nli_)néo/ﬂfn dp. (7.6)

Oftmals schreiben wir fiir die linke Seite auch
[ ran= [ 5 duta). (7.7)
Q Q

Die Klasse von Funktionen, auf denen diese Definition des Integrals anwendbar ist, ldsst sich noch auf
die sogenannten Regelfunktionen verallgemeinern. Dabei handelt es sich um Funktionen (iiber Inter-
vallen von R), die an jedem Punkt einen rechtseitigen und einen linksseitigen Grenzwert haben (wobei
diese Grenzwerte verschieden sein kénnen und auch nicht mit dem Wert der Funktion iibereinstimmen
miissen). Solche Funktionen kénnen in endlichen Intervallen abzidhlbar unendlich viele Sprungstellen
haben.

Das Riemann’sche Integral

Die obige Definition einer Treppenfunktion ist sehr allgemein. Von den Urbildmengen f~!(z;) = A;
wird lediglich vorausgesetzt, dass sie messbar sind. Manche Definitionen schlieffen noch mit ein, dass
es sich bei {A;} um eine endliche Menge von Intervallen handeln soll, sodass die Treppenfunktion
stiickweise stetig ist. Dies fithrt auf das Riemann’sche Integral.

Zur Definition des Riemann’schen Integrals (zuniichst als Integral iiber Intervalle von R) wird
ein Intervall [a, b] im Definitionsbereich einer stetigen Funktion f(z) in Teilintervalle aufgeteilt. Man
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schreibt also
[a,b] = [a,a+ Ax)U[a + Az, a + 2Az) U ... [x;, x; + Az) U...[b— Az, b] (7.8)

mit Az = (b—a)/N. Jedem Teilintervall ordnet man das Ma8 p([x;, z; + Az)) = Az zu und definiert
zu einer stetigen Funktion f(x) die beiden Treppenfunktionen

fu(x) = minwe[aci,x¢+Ax]f(x) fiir z € [(Ei, zi + Ax) (79)

und
Jo(T) = MaxXye(p, o400 f(x) fiir 2 € [z, 2, + Ax). (7.10)

Fiir die Definition des Integrals iiber f(z) kann man beide Treppenfunktionen verwenden (oder, wie in
Kapitel 3.8 geschehen, die Hohe der Treppenstufen z.B. durch den Funktionswert an den linken oder
rechten Intervallgrenzen festlegen). In Bereichen, in denen f(x) monoton steigend oder fallend ist, sind
die Integrale iiber die Treppenfunktionen obere bzw. untere Schranken fiir den Grenzwert und ihre
Differenz durch |fmax — fmin|Az abschétzbar, wobei fiax und fimin der Maximal- bzw. Minimalwert
von f(x) in einem solchen Monotoniebereich ist. Der Grenzwert beider Summen konvergiert und
ist fiir (stiickweise) stetige Funktionen gleich. Man spricht in diesem Fall von einem Riemann’schen
Integral.

Eine naheliegende Verallgemeinerung der obigen Definition, die immer noch unter den Begriff
des Riemann’schen Integrals fillt, besteht darin, die Intervalle durch Punkte {z;} mit g = a und
xy =bund z; < 41 zu definieren, also

[a,b] = [a,21) U [z1,22) U [ze, 23) U... U [zi, 2541 U... U [xN_1,D] (7.11)

und als Ma$ fiir ein Intervall p([z;, z;41]) = ®i+1 — x; zu wihlen. Die Intervalle kénnen also un-
terschiedliche Grofle haben. Man muss allerdings fiir den Grenzfall N — oo die Intervallgréfen
gleichmissig gegen 0 gehen lassen.

G> frnax
4 l Ay

/| o

Ax

Y
Y

Abbildung 7.1: Vergleich zwischen Riemann’schem Integral und Lebesgue-Integral. Beim Rie-
mann’schen Integral wird der Definitionsbereich in Intervalle aufgeteilt und eine zugehorige Trep-
penfunktion definiert; beim Lebesgue-Integral wird der Bildbereich in Intervalle unterteilt und dazu
eine Treppenfunktion definiert.

Das Lebesgue-Integral

Beim Lebesgue-Integral sind allgemeinere Treppenfunktionen zugelassen als beim Riemann’schen In-
tegral. Hier wird der Bildbereich einer Funktion in Intervalle aufgeteilt und es werden den Urbildern
zu diesen Intervallen ihre Mafle zugeschrieben.
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Sei fiir eine Funktion iiber dem Intervall [a,b] definiert funax = maxgzepep) f(2) und fuin =
minge(q, f(2). Dieser Bereich wird in IV Teilintervalle unterteilt:

[fmin, fmax] - [fminy fmin + Ay) U [fmin + Ay7 fmin + 2Ay) U ---[frnax - A% fmax] (712)

mit Ay = | fimax — fmin|/N. Jedes dieser Intervalle ist eine messbare Menge aus R, daher ist auch das
Urbild von jedem dieser Intervalle messbar (da f(x) eine messbare Funktion sein soll). Wir definieren
nun zwei Treppenfunktionen iiber die Vorschrift:

fol@) =yi + Ay
fu(x) =Y

Offenbar liegt f(x) zwischen diesen beiden Treppenfunktionen und daher liegt auch der Grenzwert

} fir =€ A mit A; = [y, yi + Ay)) . (7.13)

fiir das Integral zwischen den Integralen zu diesen Funktionen. Das nach dieser Vorschrift gewonnene
Integral (Gl. 7.6) bezeichnet man als das Lebesgue-Integral iiber die Funktion f(x). Fiir stiickweise
stetige Funktionen sind beide Definitionen (Riemann-Integral und Lebesgue-Integral) gleich.

Das Lebesgue-Integral lisst sich jedoch auch fiir Funktionen definieren, fiir die das Riemann-
Integral nicht existiert. Ein Beispiel ist die Dirichlet-Funktion: D(z) = 1 fiir z € Q und D(x) = 0 sonst
(also fiir irrationale Zahlen z). Im Sinne der allgemeinen Definition ist D(z) eine Treppenfunktion,
und da das MaBl der Menge der rationalen Zahlen in einem Intervall [a, b] null ist, verschwindet das
Lebesgue-Integral iiber die Dirichlet-Funktion. Das Riemann’sche Integral iiber diese Funktion ist
nicht definiert.

Das Stieltjes-Integral

Eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals, bei der allgemeinere Mafle fiir die Intervalle zugelassen
sind, ist das Stieltjes-Integral. Hier definiert man einePartition des Intervalls

[a,b] = [a,21) U [x1,22) U .2, ig1)... U [zn—1, ] (7.14)

dhnlich wie beim Riemann-Integral sowie eine (monotone, aber nicht notwendigerweise stetige) Inte-
gratorfunktion P(x). Das einem Intervall zugeordnete Maf ist nun

(@i, zi41)) = P(wig1) — P(x;) . (7.15)

Man erhilt das Riemann-Integral fiir P(x) = x. Allgemein schreibt man in diesem Fall dy = dP(x).

Besonders interessant sind Stufenfunktionen fiir P(z), bei denen einzelne Punkte zum Integral
beitragen. Auf diese Weise erhélt man z.B. auch das sogenannte Dirac-Maf aus P(x) = O(z) (der
Heaviside-Funktion), siehe auch Abschnitt 7.1.6 und Kapitel 10. Mit

1 z>1 . .
P(z) =06(x) = (Heaviside-Funktion) (7.16)
0 sonst
folgt
1 fir0e [l’i7l'i 1)
(@i, wi11)) = P(wi11) — Pla;) = { i (7.17)
0 sonst
und somit

/ (@) dO(x) = (0). (7.18)

Dieses Integral spielt daher in der Wahrscheinlichkeitstheorie bzw. Stochastik eine wichtige Rolle. Es
erlaubt auch Verallgemeinerungen zu Maflen, die nicht reellwertig sind. Beispielsweise kann P(x) den
Projektionsoperator bezeichnen, der auf die Summe der Eigenrdume eines selbst-adjungierten Ope-
rators zu den Eigenwerten A < z projiziert. Das Maf ist in diesem Fall operatorwertig und man kann
die Spektraldarstellung von Matrizen auf eine Spektraldarstellung von Operatoren verallgemeinern.
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7.1.5 Mehrfachintegrale - Der Satz von Fubini

Meist werden wir in hoheren Dimensionen das Quadermafl verwenden (es sei b; > a;):
u([al,bl] X [ag,bg} X ... X [an,bn]) = HAQS, (719)
i=1

mit Az; = b; — a;. Das Maf} verschwindet, wenn eines (oder mehrere) der Intervalle zu einem Punkt
degeneriert (also a; = b;). Daher spielt es auch keine Rolle, ob wir einige (oder alle) der oberen
bzw. unteren Grenzen der Intervalle durch offene Abschliisse ersetzen; die Mafle bleiben dieselben.
Natiirlich kann man aber auch allgemeinere Mafle wie im letzten Abschnitt betrachten.

Das Quadermaf ist ein Beispiel fiir ein sogenanntes Produktmaf [product measure]. Es seien
Q4 und Q5 zwei Rdume mit den jeweiligen o-Algebren ¥; und X5 und es gebe Mafie g : 31 — [0, o0
und po @ X — [0,00]. Dann kénnen wir auf Qges = Q1 x Qs eine o-Algebra definieren, indem wir
Yges = {(A1,A2)} mit A; € E; setzen. Auf ¥yes definieren wir dann das Produktmaf:

,Uges(Al X A2) = M1 (Al) . ,UQ(AQ) VA, € 21, Ay € Xo. (720)

Wir betrachten nun eine Funktion (der Einfachheit halber wihlen wir wieder die reellen Zahlen als
Zielmenge)

f!Ql XQQ—)R. (721)

Es gilt der Satz von Fubini: Falls f beziiglich des ProduktmaBes auf Q; x s integrierbar ist (und
das Integral iiber |f| endlich), dann ist auch f(-,y) : 21 — R fiir fast alle y € Qo beziiglich py
integrierbar,! und ebenso ist f(z,-) : Qo — R fiir fast alle x € §; beziiglich us integrierbar und es
gilt:

/9le2 f(@,y) dpges(z,y) = /91 ( o f(z,y) duz(y)) dpur () (7.22)

/ ( g, () dha <w>) du(y)

Beim Satz von Fubini wird vorausgesetzt, dass f beziiglich des Produktmafles auf €2, x {25 integrierbar

ist, dann spielt die Reihenfolge der Integrationen keine Rolle. Eine Verallgemeinerung ist der Satz von
Tonelli: Falls eines der beiden Integrale auf der rechten Seite von Gl. 7.22 fiir |f| existiert, existiert
auch das andere Integral fiir | f| und fiir f gilt obige Gleichung.

In dem hier betrachteten Fall sind die Integrationen iiber ; und 25 unabhéngig. In vielen
praktischen Beispielen ist das nicht der Fall. Insbesondere gilt dies bei kartesischen Koordinatensys-
temen nur, wenn die Integration insgesamt iiber einen Quader erfolgt. Hingen hingegen die Integra-
tionsgrenzen fiir eine Variable von der anderen Variablen ab, gilt die Vertauschbarkeit der Integrale
natiirlich nicht mehr in dieser einfachen Form. Dies ist ein Grund, weshalb man in solchen Fillen oft-
mals zu anderen Koordinatensystemen iibergeht, beziiglich derer die Integrationsgrenzen unabhéngig

werden.

7.1.6 Beispiele fiir Mafle

In diesem Abschnitt werden einige Beispiele fiir bekannte Mafle angegeben.

1Zur Notation: f(-,y) bezeichnet die Abbildung f bei festgehaltenem Argument y € 2, die somit zu einer Abbildung
auf Q1 wird; entsprechend ist f(z,-) bei festgehaltenem = € Q1 als Abbildung auf Q2 zu verstehen.
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Die Gauf3-Verteilung

Wir hatten in Abschnitt 7.1.3 angegeben, wie man von einer Zufallsvariablen X : © — R iiber
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ¥, 1) zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte wx (z) gelangt. Wahrend
1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf iiber der (abstrakten) Menge € ist, handelt es sich bei wx (z) um eine
Wahrscheinlichkeitsdichte iiber den reellen Zahlen und das zugehorige Maf ist:

dPx(z) = wx(z)dz. (7.23)

Eine bekannte Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Gauf-Verteilung [Gaussian distribution] (auch Nor-
malverteilung [normal distribution]):
_ 22
exp (—M> . (7.24)

202

Es gilt:
+oo
/ w(z)der=1. (7.25)

Die beiden Parameter & (der Mittelwert [mean value] der Verteilung) und o? (die Varianz [variance])
legen die Gauf-Verteilung eindeutig fest. Den Parameter o bezeichnet man auch als die Standardab-
weichung [standard deviation] der Gauf-Verteilung,.

Zum Beweis der Normierungsbedingung berechnet man zunéchst das Quadrat {iber die Gauf3-

o 2 2 e e 2 2
N? = (/ e dx) :/ / e~ @Y dzdy . (7.26)
— 00 — 00 — 0o

Durch einen Wechsel zu Polarkoordinaten erhiilt man (mit der Substitution x = r?):

27 oo R oo 5 e
ve | (/ &TMOdwz%/1€”TW=W/ e~ du = 7. (7.27)
0 0 0 0

Damit folgt:
/ e~ dz = /7 bzw. / e dy = ; : (7.28)

— 00 — 00

Funktion:

Die mehrdimensionale Gauf3-Verteilung hat die Form

det A)1/2 1 < _ _
W(T1, ey T) = ((271_)“)/2 exp D) Z (@i — @) Aij(zj — 25) | (7.29)
i,j=1
und das zugehorige Maf ist
det A)1/2 1 &
dPGauss(xla ey .Ifn) = ((271‘)")/2 exp § Z (l‘l — i‘l)AU (Jﬁj — .fj) dzq dws...dz, . (730)
i,j=1

Hierbei wird vorausgesetzt, dass es sich bei A um eine (nicht-entartete) positiv definite, symmetrische
Bilinearform auf R™ handelt, d.h. (z, Az) > 0 fiir  # 0. Eine solche Bilinearform l&sst sich durch eine
unitire Transformation im R™ immer auf Diagonalform bringen (mit positiven Eigenwerten). Eine
unitére Transformation #ndert das Integrationsmaf nicht, d.h. fir y = Uz (U unitér) gilt d"y = d™a.

Wie bei allen Wahrscheinlichkeitsdichten erhélt man die Erwartungswerte [ezpectation values]
von einer Funktion der Zufallsvariablen f(z) durch

U@»=Af@wwﬂa (7.31)

speziell den Mittelwert und die Varianz:

7= (a) = /Rxw(m) dz o= {((@—5)?) = /R(a: ~ 3)w(z) de. (7.32)
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Die Gleichverteilung iiber einem Intervall

In vielen Computersprachen werden sogenannte Pseudo-Zufallszahlgeneratoren angeboten. Da es sich
in Wirklichkeit um einen vordefinierten Algorithmus handelt, sind die Zahlen nicht in irgendeinem
Sinne , wirklich® zuféllig; dies ist der Grund fiir das Prifix ,,Pseudo®. Oft liefert dieser Zufallszahlge-
nerator gleichverteilte Zahlen im Intervall (0, 1]. Das bedeutet insbesondere, dass jede Zahl in diesem
Intervall (bei den Algorithmen handelt es sich immer um endlich viele Méglichkeiten, da die Rechen-
genauigkeit endlich ist) dieselbe Wahrscheinlichkeit hat.

In unserem obigen Formalismus wiirde man die idealisierte Situation einer Gleichverteilung
durch folgende Wahrscheinlichkeitsdichte beschreiben:

_J 0 zg(0,1]
w(x) = { L ze] (7.33)

Das zugehorige Integrationsmaf ist w(z) dz. Die Verteilungsfunktion P(z) (die manchmal auch ku-
mulative Wahrscheinlichkeit genannt wird), hat die Form:

0 =<0
Px)=<¢ = z¢€(0,1 . (7.34)
1 z>1

Das Dirac-Maf3

Das Dirac-Ma#f spielt in der Physik eine besondere Rolle, wenn man den idealisierten Fall einer Punkt-
ladung oder Punktmasse beschreiben mochte. Ganz allgemein kann man (kontinuierliche) Ladungs-
und Masseverteilungen durch eine Dichtefunktion p,(z) oder p,,(z) darstellen, wobei z beispielsweise
einen Punkt im R? darstellt. Die Gesamtladung @ bzw. Gesamtmasse M ist dann

Q= / po(x) Pz | M= pm(z) 32 (7.35)
R3 R3

Im Idealfall einer Punktladung bzw. Punktmasse wiirde der Triger von p(x) zu einem Punkt (z.B.
xo) schrumpfen, das Integral iiber diesen Punkt sollte aber immer noch die Gesamtladung bzw.
Gesamtmasse ergeben. Das ist mit den iiblichen Maflen (dargestellt durch Verteilungsfunktionen)
nicht moglich. Fiir einen vorgegebenen Punkt zy € R3 ist das Dirac-Maf§ definiert als (fiir alle
messbaren A C R?):

rao (A) ={ bomoed (7.36)

0 sonst

Das Integral iiber eine (stiickweise stetige) Funktion f(z) ist in diesem Fall einfach f(xz(). Satt
g, schreibt man manchmal auch §(x — zg)dz. Man beachte jedoch, dass d(x) keine gewthnliche
Funktion ist, sondern nur durch das Integral definiert werden kann. Eine punktférmige Ladungs-
bzw. Massenverteilung wiirde dann durch Qd(x — x¢) baw. Mé(x — () beschrieben. In der Physik
definiert man solche Verteilungen iiblicherweise als Distributionen (siche Kap. 10) und nicht iiber die
Mafitheorie. Letztendlich sind beide Zugénge aber gleichwertig.

Mafle in Parameterrdumen

Da wir uns in den kommenden Abschnitten ausfiihrlich mit Integralen iiber parametrisierte Raume
beschéftigen werden, soll hier nur ein kurzer Abriss der Idee erfolgen. Oftmals ist es sinnvoll, allgemei-
ne Fléchen oder Rdume durch andere Koordinaten als kartesische Koordinatensysteme zu beschreiben.
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Im Zusammenhang mit Integralen ist dies besonders dann angebracht, wenn durch die neuen Koordi-
naten die Integrationsgrenzen unabhingig voneinander werden (im Parametergebiet also iiber einen
verallgemeinerten Quader integriert wird). Allerdings muss man einem Quader im Parametergebiet
nun das Volumen des Gebietes zuordnen, das durch diesen Quader parametrisiert wird.

Als Beispiel betrachten wir Polarkoordinaten in der Ebene. Mochte man beispielsweise iiber
eine Kreisfliche integrieren, wird das Integral iiber die z- und y-Koordinate (also Integral in der ay-
Ebene) wegen der krummlinigen Integrationsgrenzen recht kompliziert. Beschreibt man jedoch jeden
Punkt in der Ebene durch seinen Abstand r vom Ursprung und seinen Winkel ¢ relativ zur positiven
z-Achse (entgegen dem Uhrzeigersinn), wird die Integration iiber die Kreisfliiche zu einer Integration
iiber den ,,Quader® [0, 7] x [0, 27).

Das Fliachenelement im Parameterraum dr de entspricht jedoch nicht der Fliche des durch
die Parameter r € [r,r+dr] und ¢ € [p, o+ dy] beschriebenen Gebiets. Statt dessen sieht man leicht,
dass die Flache durch

du(r, ) = rdrde (7.37)

beschrieben wird. Dies ist das Integationsmafl in Polarkoordinaten. Die allgemeine Konstruktion
solcher Maf}e in Parameterrdumen wird in den folgenden Abschnitten beschrieben.

7.2 Kurvenintegrale

Kurvenintegrale lassen sich grundsétzlich sowohl iiber skalare Felder als auch Vektorfelder ausfiithren.
Dabei sind (etwas vereinfacht ausgedriickt) Skalarfelder einkomponentige Felder, deren Funktionswert
sich bei einem Koordinatenwechsel des Raums, iiber dem die Felder definiert sind, nicht dndert. Ein
Vektorfeld besitzt mehrere Komponenten, die sich bei einem Koordinatenwechsel ebenso wie die
Komponenten eines Vektors transformieren (siehe auch Abschnitt 2.7).

Beim Kurvenintegral iiber Vektorfelder interessiert besonders der Fall, bei dem die Komponen-
te des Vektorfelds in Tangentialrichtung aufintegriert wird. Dies ist beispielsweise bei der Berechnung
der Arbeit der Fall.

7.2.1 Die Bogenlinge

Als einfachstes Beispiel fiir eine Kurvenintegration iiber ein Skalarfeld betrachten wir zunichst die
Bogenlinge [arc length] einer Kurve. Das Skalarfeld ist in diesem Fall identisch 1.

Gegeben sei eine Kurve 7 ~ «(¢) in ihrer Parameterdarstellung. Wir wollen die Lénge der
Kurve zwischen zwei Punkten 2(¢y) und «(¢1) bestimmen. Fiir zwei infinitesimal benachbarte Punkte
z(t 4+ dt) und z(t) auf der Kurve gilt:

As = (2t + Ab) — z(t)) = %At +O(AR), (7.38)
bzw.
dz
ds = — dt. .
5= (7.39)

Fiir den Betrag dieses Elements folgt:

ds:\/ds~ds:\/dxd7(tt)-dxd7(tt)dt. (7.40)

Die Bogenlédnge ergibt sich aus der Integration iiber die Bogenldngenelemente:

ty
L:/ds:/
Y to

dzdiit) ‘ dt. (7.41)
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Nun handelt es sich um ein gewohnliches Integral {iber das Argument ¢. Das Ma$ fiir eine Integration

dz(t)
o(0) ] g,

Fiir die Bogenlédngenparametrisierung ist der Betrag des Tangentialvektors eins und man

entlang der Kurve x(¢) iiber den Parameter ¢ ist somit du(t) =

erkennt, dass die Lange der Kurve genau der Differenz im Kurvenparameter entspricht. Daher auch
die Bezeichnung Bogenlingenparametrisierung.

Beispiel: Eine Funktion f(x) ldsst sich auch als Graph (d.h., als Kurve) in der zy-Ebene darstellen:
y = f(x). Wéhlen wir x als den Parameter dieser Kurve, so kénnen wir in der Parameterdarstellung
fiir diesen Graph auch schreiben:

z(t) = (L, (1)) (7.42)

Damit folgt fiir das Bogenldngenelement:

ds = 4/ (dzit))Q dt = \/<dx5t(t))2 + <dx§ft)>2 dt = 1+ f/(t)2dt. (7.43)

Die Lange der Kurve ergibt sich somit zu:

L— /tl VI dt. (7.44)

7.2.2 Kurvenintegration iiber skalare Felder

Wir betrachten nun ein skalares Feld ®(z) iiber dem R? und eine Kurve 7 in der Parameterdarstellung
~(t) = z(t). Fiir die Integration folgt:
¢
! dz(t
1:/@(:,;)013:/ B(z(t)) di)’dt. (7.45)
¥

to

Dieses Integral entspricht wiederum einem gewdchnlichen Integral iiber den Kurvenparameter t.

7.2.3 Berechnung der Arbeit

In der Physik wird die Arbeit W oft vereinfacht als ,Kraft mal Wegstrecke* definiert und man
schreibt:
AW = —F - As. (7.46)

Genauer ist die Arbeit gleich dem Skalarprodukt aus der Kraft F' und der Wegstrecke As, um die
ein Korper gegen die Kraft bewegt wird. Das negative Vorzeichen kommt daher, dass Arbeit geleistet
werden muss, wenn die Kraft der Verschiebung entgegenwirkt.

Da sich die Kraft (bzw. die Komponente der Kraft in tangentialer Richtung zur Bewegung)
entlang des Weges dndern kann, miissen wir die Beitrége der Teilstrecken addieren:

W=-Y F(x;)-As. (7.47)

Hierbei ist As eine sehr kurze Wegstrecke am Punkt z;, entlang der die Kraft F'(z;) ndherungsweise
als konstant angesehen werden kann. Im Grenzfall sehr vieler sehr kurzer Wegstrecken erkennt man
in dieser Formel die Definition des Integrals wieder:

g / "F(x)-ds. (7.48)
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Ist der Weg v durch eine allgemeine Kurvenparametrisierung gegeben, kénnen wir wieder

_da(t)
ds = gr dt (7.49)

schreiben und erhalten: ,
g / [F(a:(t)) - d"’ﬁéﬂ at. (7.50)
to
7.2.4 Integration iiber Gradientenfelder

Viele Krifte lassen sich als sogenannte Gradientenfelder schreiben, d.h., es gibt ein Potenzial U(x),
dessen (negativer) Gradient gleich der Kraft F ist.? In diesem Fall erhalten wir fiir die Arbeit:

W= ttl {VU(a:) - d"’;(tt)] dat . (7.51)
Da jedoch U (e(t) ax(®)
X X
—a =VU(z) Erat (7.52)
folgt:
W= /t %dt — Ula(tr)) - Ula(to)). (7.53)

Ist die Kraft also ein Gradientenfeld, hingt die Arbeit, die bei einer Verschiebung gegen diese Kraft
geleistet werden muss, nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab.

Es gilt aber auch der umgekehrte Sachverhalt: Sei F(z) ein Vektorfeld, fiir das jedes Weginte-
gral unabhéngig von der Form des Weges nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéingt; dann ist F' ein
Gradientenfeld. Das zugehorige skalare Feld (das Potenzial) lisst sich explizit iiber ein Wegintegral
konstruieren:

g " dz ()
Ulg) = — / Fz)-ds = — | Fa@) ZWa (7.54)
zo t dt
Hierbei beschreibt z(t) einen beliebigen Weg, der bei &g = z(tg) beginnt und bei z = z(¢1) endet. U
ist bis auf eine Integrationskonstante, die durch die Wahl des Anfangspunktes des Weges festgelegt
werden kann, eindeutig.

Damit erhebt sich die Frage, wie man fiir ein gegebenes Vektorfeld F(z) entscheiden kann,
ob es sich als ein Gradientenfeld F(z) = —VU(z) schreiben ldsst. Zu zeigen wire, dass Weginte-
grale nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngen, also vom Weg selbst unabhéngig sind, oder aber,
dass alle Integrale entlang geschlossener Wege verschwinden. Dieser Beweis ist im Allgemeinen recht
schwierig. Wir hatten jedoch schon gezeigt (Abschnitt 4.3.3), dass die Rotation eines Gradientenfeldes
verschwindet:

VxVP=0. (7.55)

Lésst sich also ein Kraftfeld F(z) als Gradientenfeld schreiben, verschwindet die Rotation dieses
Kraftfelds. In einem einfach wegzusammenhingenden Raumgebiet (siehe Abschnitt 7.3.4) gilt auch
das Umgekehrte: Jedes Vektorfeld, dessen Rotation verschwindet, lasst sich als Gradientenfeld schrei-
ben. Fiir jedes rotationsfreie Kraftfeld in einem einfach wegzusammenhéngenden Raumgebiet ver-
schwindet das Integral iiber geschlossene Wege.

2Ich unterscheide hier nicht zwischen der potenziellen Energie und dem Potenzial. Die potenzielle Energie eines
Korpers kann auch von Eigenschaften dieses Korpers abhingen, z.B. seiner Masse bei gravitativen Kréften oder seiner
Ladung bei elektrischen Feldern. Das Potenzial wird meist so definiert, dass es von den Eigenschaften eines ,,Pro-
bekorpers* nicht abhingt.
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7.3 Flachenintegrale und Stokes’scher Satz

7.3.1 Flichenelement und Flichenintegral im R3

Es soll nun beschrieben werden, wie man ein Skalarfeld bzw. ein Vektorfeld iiber eine Fliche F
integriert. Die Fliiche F sei durch eine Parameterdarstellung definiert: (u,v) € U C R? — R®. Das
Bild dieser Abbildung beschreibt gerade die Fliache. Der Einfachheit halber sei der Wertebereich U
von (u,v) das Quadrat 0 < u,v < 1. Das ist keine wesentliche Einschréinkung (allerdings sollte der
Parameterbereich fiir die Flidche ein Rechteck darstellen).

Als niichsten Schritt bendtigen wir ein MaB auf der Fliche. Ahnlich wie schon beim Tan-
gentialvektor entlang einer Kurve sollte dieses Flidchenelement auch die Orientierung der Fliche an
einem Punkt beschreiben, sodass man beispielsweise den Fluss eines Vektorfeldes durch die Fliche
bestimmen kann. Sein Betrag sollte proportional zum Flicheninhalt sein, und die Orientierung einer
Fliche im dreidimensionalen Raum lédsst sich am einfachsten durch einen Vektor senkrecht zu der
Fldche beschreiben. (Die allgemeine Theorie der Integration von Tensorfeldern iiber d-dimensionale
Teilrdume im R™ ist Gegenstand der Theorie der Differentialformen, die hier nicht behandelt wird.)
Wir definieren:

_ (0z(u,v) _ Ox(u,v)
df = ( 5 < 5o dudv . (7.56)
Anmerkung: Eigentlich hétte ich an dieser Stelle
[ 0xz(u,v)  Ox(u,v)
Af = < 5 < 5y Au Av, (7.57)

schreiben sollen, wobei Au und Av eine Unterteilung der Parameterfliiche in N? Parzellen andeuten
sollen und das Integral ist dann, wie im eindimensionalen Fall, als Grenzfall Au, Av — 0 und N — oo
zu verstehen, sodass NAu = 1 und NAv = 1 bleiben. Dieses Verfahren sei im Folgenden immer
impliziert, wenn ich Differentiale du bzw. dv oder df verwende.

Offensichtlich sind
d, = 2w g de, = 22WY)
ou ov

die Wegstrecken jeweils entlang der Linien z(u,v = const.) bzw. z(u = const.,v). dz, und dz,

dw (7.58)

spannen ein Parallelogramm auf, dessen Fldche durch
[df| = [dzy x dz| (7.59)

gegeben ist. Der Vektor df steht senkrecht auf diesem Parallelogramm und zeigt (bei geeigneter

Wahl der Reihenfolge von u und v) nach aufien. Im Grenzfall du,dv — 0 n#hert sich die Fliche

des Parallelogramms immer mehr dem Flidcheninhalt der Fliche an, die zwischen den Punkten

z(u,v),z(u+ du,v),z(u,v + dv),z(u + du, v + dv) liegt. Daher ist df das gesuchte Flichenelement.
Wir definieren nun das Flidchenintegral iiber ein skalares Feld iiber die Fliche F als

[a@iant = [ [ ofatu, |2 e

ou v
Nun handelt es sich um ein gewohnliches Integral iiber zwei Variable u und v.
Entsprechend definierten wir den Fluss eines Vektorfeldes F' durch eine Fliche F als

/fF(m).df = /01/01 [F(m(u,v)). (3”(81:”) x 8”’(8”“;’”)” dudo . (7.61)

Wir projizieren also an jedem Punkt der Flache den Vektor F' auf das Fliachenelement df und bilden

dudv . (7.60)

anschlieffend das Integral tiber u und v.
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7.3.2 Beispiel: Die Kugeloberfliche

Als Beispiel betrachten wir die Oberfliche einer Kugel vom Radius R. Als Parametrisierung wéihlen
wir die beiden Winkel 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 2] der Kugelkoordinaten. Die Kugeloberfliche wird dann
beschrieben durch:

(0,0) = x(0,p) = R(cosp sinb,sinp sinfb,cosh) . (7.62)

Fiir das Flichenelement an einem Punkt (6, ) erhalten wir:

% = R(cos cosf,sinp cosf, —sinf)
gz = R(—singp sinf, cos e sinb,0)
_— (g‘z X ZZ) = R?(cos ¢sin? 6, sin psin® §, sin A cos 6)

= R%sinfn mit n = — .
|z|

Am Punkt z(0, ¢) ist n ein Einheitsvektor, der radial nach aufien zeigt, und das Flichenelement ist

somit:
df(0,¢) = R*sinfdfdpn . (7.63)
Der Fldcheninhalt der Kugeloberflache ergibt sich damit zu:
s 27 +1
A= / |df| = R2/ sin 6dé dy = 27 R? d(cos @) = 4rR?. (7.64)
o 0 0 -1

7.3.3 Der Stokes’sche Satz

Wir hatten fiir kartesische Koordinaten die Rotation eines Vektorfeldes durch folgende Vorschrift

definiert: X

(VxF); = Z €ijk0i Fr (7.65)
k=1
bzw.
62F3 — (93F2
(V X F) ~ 83F1 — 81F3 5 (766)
O Fy — Oy

mit 9; = 9/0x;. Man bezeichnet die Rotation eines Vektorfeldes auch als seine Wirbeldichte. Zur
Rechtfertigung dieser Bezeichnung beweisen wir zunéchst den Stokes’schen Satz.

Satz von Stokes: Sei F' ein (stetig differenzierbares) Vektorfeld im R® und F eine (differenzierbare)
Fliche im R® mit Rand OF, dann gilt:

/(VxF)-df: F . dx . (7.67)
F oF

Das Flédchenintegral iiber die Rotation eines Vektorfeldes ist also gleich dem Integral des Vektorfeldes
iiber den Rand der Fldche.

Zum Beweis benutzen wir folgende Relation:

or Oz 0 ox 0 ox
(me.(auxa@) 8”<F6> —6<F8u> (7.68)
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die zunéchst bewiesen wird:

or Oz B ox; O,
(V X F) . (au X 81)) = ij%:m 61]]@(6]Fk) €ilm, 87 b
ox; 0x,
= Z (5jl‘5km - 5jm5kl)(aij) ou v
jklm
_ py) 0% 0Tk gy 9Tk 0T
B %;<(6ij) Ou Ov (9F%) Ou 8v>
— Y (2 Ome  OF O
N - ou Ov v Ou
_ 9 (g om0 (pd%
B Zk: <8u (Fk ov ) ov (Fk ou )) )

Beim ersten Schritt haben wir die Identitét (Gl. 4.40) fiir das Produkt von e-Symbolen verwendet.
Beim letzten Schritt wurde um die zweifachen Ableitungen von xj, erweitert; bildet man in der letzten
Zeile die jeweiligen Ableitungen nach der Produktregel, heben sich die zweifachen Ableitungen von
Tk weg.

Mit diesem Satz und der Definition des Flichenintegrals erhalten wir also

rirto ox 0 ox
1 u=1 1 v=1
— / (F . am) d'U — / <F . am) du .
0 6'[} u=0 0 6U =0

Auf der rechten Seite steht nun ein Integral iiber den Rand des Rechtecks, das den Wertebereich von
(u, v) bildet. Dieses Rechteck wird auf den Rand der Fliche (OF) abgebildet (siehe Abb. 7.2). Daher
steht auf der rechten Seite gerade ein Linienintegral iiber die Funktion F' iiber den Rand der Fléche
F. Damit ist der Stokes’sche Satz bewiesen.

FEine spezielle Form des Stokes’schen Satzes sieht man, wenn man die Rotation eines Vektor-
feldes iiber das Rechteck [0, a] x [0,b] in der x122-Ebene integriert. Dann erhélt man

/ % — % d:L'l dIZ’Q = /F2 Il:adl’g 7/F1
6331 8332 z1=0

Auf der rechten Seite steht gerade das Integral iiber den Rand des Rechtecks.
Wir wollen nun die Vorstellung von der Rotation eines Vektorfeldes als eine Wirbeldichte

xro =b
dz; . (7.69)

12:0

konkretisieren. Das Integral eines Vektorfeldes entlang eines geschlossenen Weges v entspricht der
Wirbelstédrke dieses Vektorfeldes entlang dieses Weges. Wir wihlen nun diesen Weg in einer Fliche
senkrecht zu einem Normalenvektor n. Aulerdem sei dieser Weg sehr kurz und umschliele eine Fliche
mit Flacheninhalt A f. Dann gilt nach dem Stokes’schen Satz:

F.dz
(VxF)-n = lim J,

v (7.70)

d.h. die Rotation, projiziert auf den Einheitsvektor n, ist gleich der Wirbelstéirke entlang des Weges ~
dividiert durch die Fliche, die von v umrandet wird, im Grenzfall verschwindender Fliche also gleich
der Wirbeldichte. Man beachte, dass es sich hierbei um eine Fldchendichte handelt, d.h., das Integral
von V x F' iiber eine Fliche ergibt die Wirbelstérke.

Diese Definition der Rotation eines Vektorfelds hat eine geometrische Interpretation und ist
somit unabhéngig von der Wahl der Koordinaten. Damit kénnen wir die Rotation eines Vektorfeldes
auch in verallgemeinerten Koordinatensystemen angeben (siehe Kap. 8).
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[ — z(u,vo+Av)

< z(u,vo)

z(uo+Au,v)
\ z(ug,v) 2
U0 ug+Au Tu /
1

Abbildung 7.2: Der Parameterbereich (links) wird auf eine Fliche im R? abgebildet, der Rand
des Parameterbereichs auf den Rand der Flidche. Beim Stokes’schen Satz wird bewiesen, dass das

vo

Y /
vo+Av /
A

Y

Fléachenintegral iiber die Rotation eines Vektorfelds, ausgedriickt durch ein Integral iiber die Para-
meterfliche, gleich dem Integral iiber das Vektorfeld auf dem Rand der Fliche ist. Dieses Integral
entspricht im Parameterraum einem Integral iiber den Rand des Rechtecks. Die Pfeile im rechten Bild
deuten auf Koordinatenkurven zu jeweils konstanten Werten von u bzw. von v. Diese Kurven sind
die Bilder der eingezeichneten Koordinatenlinien durch die Punkte (ug,vo) und (up + Aug, vg + Avg)
im Parameterraum.

Fiir ein intuitives Verstandnis der Rotation lohnt es sich auch, Gleichung 7.70 unter ei-
nem anderen Blickwinkel zu betrachten, der zum Teil dem umgekehrten Weg des Beweises fiir den
Stokes’sche Satz entspricht. Wir betrachten der Einfachheit halber ein 2-dimensionales Vektorfeld
F = (Fi(x,y), Fa(z,y)) das iiber den geschlossenen Weg in der zy-Ebene entlang der Kanten des
Rechteckes (0,0) — (ea,0) — (ea,eb) — (0,eb) — (0,0) integriert werden soll (sieche Abb. 7.3). Wir
nehmen an, F sei stetig differenzierbar. Letztendlich sind wir an dem Grenzwert ¢ — 0 interessiert.
Da durch in Gl. 7.70 durch die Fliache dividiert wird, interessieren alle Terme bis einschliellich zur

Ordnung €2.
yl
®

(0, eb) > (ea, €b)
Abbildung 7.3: Infinitesimaler Integrationsweg zur Veranschauli- @y e
chung der Rotation. Fiir die Wege 3 und 4 werden die zugehorigen
Integrale jeweils von der unteren zur oberen Grenze ausgefiihrt al- -~
lerdings werden sie mit negativem Vorzeichen gewertet. (0,0) @ (€a,0)

Entlang der vier Wege kénnen wir fiir das Vektorfeld folgende Néherungen machen:

OF; - OF;
or dy

Fi(z,y) = Fi(0,0) + y +o(llzl]) - (7.71)

Da von dem Integral {iber die infinitesimalen Wegstrecken nochmals Terme der Ordnung e hinzukom-
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men, reicht diese Naherung. Wir erhalten fiir die vier Integrale:

) /OsaFl(:c,O)dx /Ow (Fl(0,0)—i-aa};lx—i-o(HxD) dz

10F 4 4 5
= F _——
1(0,0)ea + 555 € & + o(e%)

eb eb
OF: OF.
® [ Ay - [ <F2<o,o>+2ea+2y+o<||x|>>dy
0 0 Ox oy

B oF; , 10Fy 5.4 9
= F5(0,0)eb+ 8m6ab+2 8y€b + o(€*)
@ @ OF, ,  OF,
_ F - _ F 1 1
® /0 (2, eb) da /0 ( 1(0,0) + 5y <t axx—l—o(HasH)) dz
oFy , 10F 45 4 9
= —F _ — —_ - —
1(0,0)ea oy e“ab 5 g € ° + o(€?)

@ —/;bFz(o,y)dy - —/;b <F2(0»0)+%1;2y+0(||$)>dy

= —F5»(0,0)eb — %%6262 + o(€?)

Die Summer aller vier Integrale ergibt:

]{F(z) ~dz = <881;12 - 8;;) e2ab + o(e?) (7.72)

und ist somit in fithrender Ordnung gleich der Rotation von F' in der xy-Ebene multipliziert mit dem
Flécheninhalt der umrandeten Fléche.

7.3.4 Der Satz von Poincaré

Wir hatten gezeigt, dass fiir ein Gradientenfeld F' = V& die Rotation verschwindet und dass Wegin-
tegrale iiber geschlossene Wege immer den Wert null haben:

F=V® = VxF=0 und j{F-df:O. (7.73)

Wir kénnen nun die Frage umkehren:

‘?
VxF=0 = fF.df:o und F=Vo. (7.74)

Unter welchen Bedingungen kénnen wir aus der Tatsache, dass die Rotation eines Vektorfeldes ver-
schwindet, darauf schlieflen, dass es sich um ein Gradientenfeld handelt bzw. dass die Integrale iiber
geschlossene Wege verschwinden (was dann gleichbedeutend ist zu der Aussage, dass Wegintegrale
immer nur vom Anfangs- und Endpunkt abhiingen und nicht vom Weg selbst)?

Diese Frage konnen wir nun mit Hilfe des Stokes’schen Satzes beantworten. Der Stokes’sche
Satz gilt fur Flichen F mit einem Rand 0F. Der Rand einer Fliche bildet immer einen geschlossenen
Weg. Falls die Rotation eines Vektorfeldes verschwindet, verschwindet auch das Integral iiber alle
geschlossenen Wege, die sich als Rand einer Fliche darstellen lassen.

Es gibt jedoch unter bestimmten Bedingungen geschlossene Wege, die nicht der Rand einer
(reguliiren) Fliche sind. Betrachten wir als Beispiel die Ebene ohne den Ursprung: R? \ {(0,0)}.
Ein Weg, der sich einmal um den Ursprung herumwindet, ist kein Rand einer Kreisscheibe, denn der
Ursprung ist nicht Teil des Raumes. In diesem Fall kann die Rotation eines Vektorfeldes verschwinden,
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aber das Integral iiber einen geschlossenen Weg um den Ursprung ist von null verschieden. Ein Beispiel

ist das Vektorfeld (im R?):
Y x
F(z)= |- . 7.75
@ = (-t (.19
Der Definitionsbereich dieses Vektorfelds ist R? \ {(0,0)}, da das Vektorfeld am Ursprung nicht
definiert ist. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Rotation dieses Vektorfeldes (die nun

nur aus der Komponente 01 F5 — 92 F} besteht) verschwindet:

1 222 1 29
OhFy — O F = — — =0. 7.76
1452 251 22 + 2 (22 + 12)2 +x2+y2 (22 4+ 42)2 ( )

Wir berechnen nun das Integral iiber dieses Vektorfeld entlang eines geschlossenen Weges um

den Ursprung (beispielsweise entlang eines Kreises vom Radius R, parametrisiert durch z(p) =

R(cos ¢, sin ) mit dem Tangentialvektor 3—2 = R(—sin g, cos p)). Wir erhalten

2m

1

/F -ds = E(_ sin ¢, + cos @) - R(—sinp, cos ) dp = 2. (7.77)
¥ 0

Obwohl die Rotation des Vektorfeldes verschwindet, ist das Integral iiber dieses Vektorfeld (projiziert
auf die Tangentialrichtung des Weges) entlang eines geschlossenen Weges um den Ursprung nicht
null. (Man beachte aber, dass das Integral unabhéngig von R ist.) Der Stokes’sche Satz ist hier nicht
anwendbar, weil der geschlossene Weg nicht der Rand einer wohl definierten Fléche ist.

Man bezeichnet Gebiete im R"™ als einfach wegzusammenhdingend bzw. einfach zusam-
menhingend), wenn sich jeder geschlossene Weg als Rand einer wohl definierten Fliche interpretieren
ldsst. Anders ausgedriickt, ein Gebiet heifit einfach wegzusammenhéngend, wenn sich jeder geschlosse-
ner Weg stetig zu einem Punkt zusammenziehen lisst. Damit kénnen wir nun den Satz von Poincaré
formulieren: In einem einfach wegzusammenhéngenden Gebiet ist ein rotationsfreies Vektorfeld immer
ein Gradientenfeld.

7.3.5 Das eindimensionale Integral als Flichenintegral

Wir hatten das Integral urspriinglich eingefiihrt als die Fliche F' unter einer Funktion f(x) iiber dem
Intervall [a,b] :

b
Fe / o) dz. (7.78)

Nun haben wir in diesem Kapitel beschrieben, wie man Flidchenintegrale iiber einem zweidimensio-

nalen Parameterraum behandelt. Wie hidngen diese beiden Konzepte zusammen?

y = [f(x)
—
Abbildung 7.4: Das Integral iiber eine Funktion iiber einem In-
tervall ist gleich der Fliache unter dieser Funktion. Dieses Integral
lasst sich auch als 2-dimensionales Integral schreiben, wobei die
zu integrierende Funktion ¢(z,y) = 1 ist, aber die Grenze in s y
y-Richtung jeweils von 0 bis f(x) zu wéhlen ist.

Wenn wir den 2-dimensionalen Raum der Punkte (z,y) als Parameterraum fiir ein
Fléchenintegral auffassen, kénnen wir zunéchst das Flichenelement angeben: df = da dy (das Kreuz-
produkt wird zum normalen Produkt, da die Koordinaten senkrecht zueinander sind und es interes-
siert nur der Betrag, da wir iiber die Funktion ¢(z,y) = 1 integrieren wollen). Wir miissen allerdings



7.4. VOLUMENINTEGRALE UND DER SATZ VON GAUSS 143

beriicksichtigen, dass die Grenzen fiir die y-Integration nun immer von 0 bis zum Wert y = f(x)
laufen. Damit erhalten wir fiir die Flache:

F= /abd;v/of(z) dy:/abdxf(x), (7.79)

also das uns schon bekannte Ergebnis. Man beachte, dass nun in jedem Fall das Integral iiber y zuerst
auszufiihren ist, da die obere Grenze dieses Integrals noch eine Funktion von z ist.

7.4 Volumenintegrale und der Satz von Gauf

7.4.1 Volumenelement und Volumenintegration

Wiéhrend ein Linienelement ds und ein Flichenelement df im R® gerichtete (vektorielle) Grofen
sind, ist ein Volumenelement im R? eine (pseudo-) skalare GrioBe. Daher betrachten wir auch nur
Volumenintegrale {iber Skalarfelder. Bildet man das Volumenintegral {iber ein Vektorfeld, so erhélt
man einen Vektor, d.h., das Integral ist fiir jede Komponente gesondert zu bilden.

Das kartesische Volumenelement im R3 ist d®z = dx; das das. Will man jedoch iiber ein Vo-
lumen V C R? integrieren, so ist es oft schwierig, die Integrationsgrenzen an {z;} zu beriicksichtigen,
da — mit Ausnahme der Integration iiber einen Quader — die Integrationsgrenzen von den Integrati-
onsvariablen abhéngen kénnen.

Daher ist es meist sinnvoll, eine Abbildung R?* — R? zu finden, die einen Quader (uy, us, u3) €
[0,a] x [0,b] x [0,c] auf das Volumen V abbildet, wobei der Rand des Quaders auf den Rand des
Volumens — d.h. die Oberfliche 0V — abgebildet wird.

Das Volumen des von den drei infinitesimalen Vektoren

aa:(ul, ug, ’LL3)

dz,, = du; 7.80
z., S du (7.50)
aufgespannten Parallelepipeds ist
Ox oz Ox
dV =|— | =— X =— || duy dug dus . 7.81
aul <8U/2 x 8U3) ‘ U G2 Gz ( )

Dieses Volumen definiert somit das Maf}, das wir dem Quader [ug, w1 +duq] X [ug, ug + dus] X [us, ug +
dug] im Parameterraum zuschreiben miissen. (Hier gilt dieselbe Anmerkung beziiglich der Verwendung
von Differentialen statt Differenzen wie bei dem Flichenelement.)

Der Faktor ldsst sich als Betrag der Determinante einer Matrix schreiben und wird als Jacobi-
Determinante bezeichnet:

Oy Ory Omy
Ouy Oug Oug
(21, w2, 33) Ory Oxg  Oxo or Or Ot
= )|~ | e 9wy Ous | —, =, . 82
J 'a(u17u27u3) au:[ 8u2 au?) det aul’ 3u2’ 8U3 (78 )
Ovy vy Oxy
Ouy Ous Oug

Die Jacobi-Determinante J = |0z;/0u;| (genauer, der Betrag dieser Determinante) gibt allgemein in
n Dimensionen das Volumenelement fiir einen Wechsel der Koordinaten von kartesischen Koordinaten
{z;} zu verallgemeinerten Koordinaten {u;} an.

Wir erhalten also:

A@(z) dPr = /Oa /Ob/océ(x(ul,uQ,ug))Jdul dug dus . (7.83)
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Der Vorteil einer solchen Transformation £ — u besteht darin, dass nun die Integrationsgrenzen
unabhéngig von den Integrationsparametern oder aber einfache Funktionen dieser Integrationspara-
meter sind.

7.4.2 Beispiel: Die Kugel vom Radius R

Wir betrachten als Beispiel die Integration iiber das Volumen einer Kugel vom Radius R. Als Pa-
rameter wihlen wir den Betrag eines Vektors r € [0, R], sowie die beiden Winkel 6 € [0, 7] und
v € [0,27), die wir schon bei der Beschreibung der Kugeloberfliche benutzt haben. Wir erhalten
somit als Parametrisierung der Kugel:

(r,0,0) — x(r,0,p) = r(cose siné,sin g siné, cos ) (7.84)

mit den angegebenen Bereichsgrenzen. Das neue Volumenelement bzw. die Jakobi-Determinante J
lésst sich leicht berechnen, wenn man beriicksichtigt, dass

oxr

o = "= (cos ¢ sin b, sin ¢ sin 6, cos §) (7.85)
ist, und
<g§ X g:)) = r?sinfn . (7.86)
Damit folgt
J = n-(r’sin@)n = r’sinf . (7.87)

Wir erhalten somit als neues Volumenelement
dV = r?sinfdrdfdy . (7.88)

Fiir das Volumen folgt daher:

R T 27
4
Vz/dV:/ r2dr/ sinfdd | dp=—R®. (7.89)

% 0 0 0 3

7.4.3 Der Satz von Gaufl — Die Divergenz als Quellendichte

Satz von Gauf}: Das Volumenintegral iber die Divergenz eines Vektorfeldes ist gleich dem Integral
iber die Oberfliche OV iber das Vektorfeld selber:

/(V.F)d% - [ F.a5. (7.90)
% v

Der Beweis erfolgt d&hnlich, wie der Beweis des Stokes’schen Satzes. Wir gehen von folgender Identitét
aus, die hier nicht bewiesen werden soll, aber durch direktes Nachrechnen ,leicht“ (das bedeutet ,,mit
einem gewissen Aufwand aber ohne besondere technischen Raffinessen) iiberpriifbar ist:

V- F(z(uy,u2,u3)) [ o2 ( X ﬂ -

9] Oz Ox 0 Ox oz 0 Ox Ox
P = x = P 2= x = | F = =) .
8u1 |: (8@@ X 8U3):| + 6’&2 |: (8’[1,3 ~ 8U1>:| + 3U3 [ <6u1 % au2>:|
Nun setzen wir diese Identitét in das Volumenintegral {iber die Divergenz eines Vektorfeldes ein und

erhalten ein Oberflichenintegral, parametrisiert durch den Rand des Quaders von (uy,us,us), iiber
das Vektorfeld.
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Fiir einen gewohnlichen Quader im R? (definiert durch die Grenzen z; € [0,a), z2 € [0,b], 3 €
[0, c]) sieht man die Identitdt unmittelbar:

OF, 0F, OF;
— + — + — | dz;daad
/<8l‘1 + 61‘2 + 81‘3 1 G2 s

=/F1

Auf der rechten Seite wird immer iiber die gegeniiberliegenden Flichen bei einem Wiirfel integriert,

d:L‘l dx2

r1=a b
' dedeng/Fz deldxg—i—/F;;
1= =

To= r3=c
o= Z3:0
jeweils mit umgekehrtem Vorzeichen, was zum Ausdruck bringt, dass der Normalenvektor der einen
Seite die umgekehrte Orientierung zum Normalenvektor der gegeniiberliegenden Seite hat.

Der Gaufi’sche Satz in n Dimensionen

Dieses Beispiel fiir den Gaufl’schen Satz anhand eines Quaders legt auch nahe, dass der Gaufl’sche
Satz in beliebigen Dimensionen gilt:

Satz (GauBl): Sei V ein Volumen im R™ und 9V die Oberfliche dieses Volumens, dann gilt fir ein
einmal stetig differenzierbares Vektorfeld F(x):

/divF(z)d” — [ F@)-ndf, (7.91)
\Z oV

wobei df das Flichenelement im Tangentialraum und n der Normalenvektor auf OV am Punkte x
sind. (Der Normalenvektor ist der normierte Vektor, der auf allen Vektoren im Tangentialraum von
OV an der Stelle x senkrecht steht).

In 2 Dimensionen sind der Gaufi’sche und der Stokes’sche Satz (eingeschréankt auf die 1-2-
Ebene) identisch. Die Rotation eines Vektorfelds F' = (Fy(z), F>(z)) in zwei Dimensionen ist rotF =
OWFy — oF, = divF (also ein Skalar), wobei F der ,duale* Vektor zu F ist: F; = Zj €;;F;. Auch
zum Tangentialvektorelement ds kann man den dualen Vektor ds definieren: ds; = 3, €;;ds;(in
zwei Dimension stehen ein Vektor und sein dualer Vektor immer senkrecht aufeinander und haben
denselben Betrag). Aulerdem ist in zwei Dimensionen das Flidchenelement df ein (Pseudo-)Skalar
und gleich dem Volumenelement dV. Damit gilt:

/rotF-dfz/dideV und F.ds= | F-ds (7.92)
F F OF oOF

Die Divergenz als Quellendichte
Mit Hilfe des Gau’schen Satzes konnen wir der Divergenz eines Vektorfeldes auch die Interpretation
einer sogenannten Quellendichte geben. Es gilt:

o1 .1
V.F = ‘}_1Ln0/1}(V-F)dV = ‘}gnov aVF-df. (7.93)

Das Integral iiber die geschlossene Oberfliche eines Volumens iiber ein Vektorfeld ergibt aber gera-
de den Gesamtfluss dieses Vektorfeldes durch diese Oberflache, also die ,,Gesamtzahl der Quellen®
des Vektorfeldes innerhalb des Volumens. Die Divergenz ist daher die Quellendichte. In diesem Fall
handelt es sich um eine Volumendichte.

7.5 Die Kontinuitéitsgleichung

Die angegebenen Integralsitze erméglichen oft den Ubergang zwischen einer lokalen Aussage, die an
jedem Raumpunkt erfiillt sein muss, und einer globalen Aussage, die fiir beliebige Volumina oder
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Fldchen erfiillt sein muss. Als Beispiel betrachten wir die Kontinuitdtsgleichung fiir elektrische La-
dungen.

p(z,t) beschreibe eine elektrische Ladungsdichte bzw. eine Ladungsverteilung zum Zeitpunkt
t. Also ist

Quit) = /v ol ) da (7.94)

die Gesamtladung in einem Volumen )V zum Zeitpunkt ¢. Wir fragen uns nun nach der La-
dungsidnderung in diesem Volumen, d.h.

d

G0 = [ s as. (7.95)

Es ist kein Prozess in der Natur bekannt, der die Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems
verdndert, d.h., Ladung ist eine Erhaltungsgrofie. Die Ladungsédnderung in einem Volumen muss mit
einem Ladungsfluss durch die Oberfliche des Volumens verbunden sein. Den Ladungsfluss driicken
wir durch die Stromdichte j(z) aus. Die Stromdichte zu einer Ladungsverteilung p(z), die sich am
Punkte z mit der Geschwindigkeit v(x) bewegt, ist

j@) = v(@)p(z) . (7.96)

Der Fluss an Ladung durch eine geschlossene Oberfliche ) pro Zeiteinheit ist:
d .
Sav) = - [ j)-ar. (7.97)
v

Das negative Vorzeichen gibt an, dass Q die Anderung der Ladungsmenge in V ist. FlieBt beispielsweise
Ladung aus V ab, so ist Q negativ. Der Strom ist nach auBen gerichtet, d.h., das Integral iiber
die Stromdichte gibt die nach auflen abflieBende Ladungsmenge an, die gleich dem negativen der
Ladungsénderung im Inneren ist. Wir erhalten also die Aussage:

/p(:z:,t) ddr = — / j(x)-df . (7.98)
% oV

Das Volumenintegral iiber die zeitliche Anderung von p ist gleich dem Oberflichenintegral iiber den
Strom. Diese Aussage gilt fiir jedes Volumen V. Nach dem Gauf3’schen Satz gilt aber auch

/ p(z,t) Pz = — / (V- j@) &z . (7.99)
% v

Da auch diese Aussage fiir jedes Volumen V gilt, konnen wir V beliebig um einen Punkt konzentrieren
und gelangen so zu er lokalen Aussage:

plz,t) = =V -j=). (7.100)

Diese Gleichung bezeichnet man als Kontinuititsgleichung [continuity equation]. Abgeleitet haben
wir sie aus einer Art Bilanzgleichung fiir die Ladung in einem beliebigen Volumen V. Ganz dhnliche
Bilanzgleichungen - in diesem Fall fiir den Impuls und die Energie - nutzt man in der Hydrodynamik
zur Herleitung der Bernoulli-Gleichung bzw. der Navier-Stokes-Gleichung.



Kapitel 8
Vektoranalysis

Dieses Kapitel greift nochmals einige der Konzepte aus Kap. 6 auf. Das Ziel ist die Herleitung von
allgemeinen Ausdriicken fiir Differentialoperatoren - im Wesentlichen fiir den Gradienten, die Diver-
genz und den Laplace-Operator - in krummlinigen Koordinaten bzw. auf Fldchen. Die Rotation spielt
eine Sonderrolle, da sie zunéchst nur fiir drei Dimensionen definiert ist. Gelegentlich unterscheide ich
dabei zwischen Mannigfaltigkeiten, die in den R™ eingebettet sind und die ihre Metrik (und damit die
Definition von Absténden) durch den einbettenden Raum erhalten, und Reparametrisierungen des
R™, also krummlinigen Koordinaten im R™. Viele der Konzepte sind aber unabhhéngig von dieser
Unterscheidung.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dass der zugrundeliegende Raum immer noch der eukli-
dische (flache) R"™ mit dem kanonischen Skalarprodukt z-y = >, 'y’ ist, wobei sich die Koordinaten
x',y" auf eine kartesische Orthonormalbasis beziehen.

Ich werde in diesem Kapitel die schon in Abschnitt 2.7.4 behandelte Indexschreibweise mit
hoch- und tiefgestellten Indizes sowie die Einstein’sche Summenkonvention verwenden. Zur Erinne-
rung: An Vektoren (z.B. Basisvektoren) stehen die Indizes unten (kovariante Indizes), an den Ko-
ordinaten von Vektoren oben (kontravariante Indizes). Bei dualen Vektoren ist es umgekehrt. Die
Summenkonvention lautet: Uber doppelt auftretenden Indizes auf einer Seite einer Gleichung, einmal
oben und einmal unten, wird automatisch summiert.

8.1 Verallgemeinertes Skalarprodukt und metrischer Tensor

In den nichsten Abschnitten wird meist nicht zwischen der Einbettung einer Kurve, Fliche oder
allgemeiner eines d-dimensionalen Raumes in den R™ (also d < n) und einer Reparametrisierung des
R™ (also d = n) unterschieden. Daher betrachte ich im Folgenden Abbildungen der Form:

(u',...,u?) = x(ul, ... u?), (8.1)

wobei ich neben d < n (der Einbettung eines parametrisierten Teilraums) auch den Fall d = n
zulasse (eine Koordinatentransformation). Man beachte, dass die Indizes an den Koordinaten nun
oben stehen.

Die Parameterdarstellung definiert in einem Punkt p ~ z(u', ..., u?) auf der Mannigfaltigkeit,

der durch die Koordinaten (u?, ..., u?) charakterisiert wird, d linear unabhiingige Tangentialvektoren:

falp) = ——F"—. (8.2)

147
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Man beachte, dass es sich bei dem Index « auf der linken Seite um einen Index handelt, der die
verschiedenen Vektoren durchnummeriert - daher steht der Index unten -, wohingegen auf der rech-
ten Seite nach der Koordinate u® abgeleitet wird. Die Ableitung nach einer Koordinate mit oben
stehendem Index ergibt einen Ausdruck, bei dem der Index unten steht. Dies hatten wir schon in Ka-
pitel 4.1.2 im Anschluss an GIl. 4.6 gesehen: Die totale Ableitung und die Richtungsableitungen sind
Elemente des Dualraums; sie bilden einen Vektor h auf eine Zahl ab. Daher transformieren sich die
Komponenten der totalen Ableitung (die sich aus den Ableitungen nach den Koordinaten ergeben)

kovariant. Das rechtfertigt die Notation 8% = O4. Anders ausgedriickt: Damit die Identitét

oue
ouf

auch bei einem Koordinatenwechsel richtig bleibt, muss sich {0/0u®} invers zu {u*} transformieren.

— 59 (8.3)

Den Tangentialraum an einem Punkt p einer Mannigaltigkeit M bezeichnet man mit T}, M.
Die Tangentialvektoren {f,}, die T, M aufspannen, sind im Allgemeinen weder Einheitsvektoren
noch orthogonal. Man kann diese Vektoren natiirlich noch durch ihren Betrag dividieren und auch zur
Konstruktion eines Orthonormalsystems verwenden (éhnlich, wie wir dies beim mitgefiihrten Dreibein
gemacht haben; siche Kap. 6.1.4). In den meisten Fillen ist es aber einfacher, direkt mit den Vektoren
fa(p) als Basisvektoren von T}, M zu rechnen. Wenn wir allerdings Vektoren in diesem Tangentialraum
durch ihre Komponenten beziiglich der Basis {f.(p)} ausdriicken, miissen wir bei der Berechnung des
Skalarprodukts berticksichtigen, dass es sich bei dieser Basis nicht um eine Orthonormalbasis handelt.
Es seien & und y zwei Vektoren im Tangentialraum des Punktes p, die folgende Zerlegung beziiglich
der Tangentialvektoren {f,} haben:

z=1"fq y=1v"fs. (8.4)

Das Skalarprodukt zwischen diesen Vektoren im einbettenden Raum R™ ist:

z-y=(2"fal0) (v Fs0) =2y’ (fa - f5) = gap ™y’ (8.5)
Wir konnen also das Skalarprodukt durch die Komponenten der Vektoren beziiglich der Basis {f}

ausdriicken, miissen dabei aber die symmetrische Matrix

ox(ul, ..., ut) Ox(ul,.., u?
gaﬁ:foc'fﬁ: ( e ) : ( ouP ) (86)

beriicksichtigen. Gleichung 8.5 beschreibt ein verallgemeinertes Skalarprodukt und die (symmetrische)
Matrix gop bezeichnet man nun auch als Metrik. Wie wir noch sehen werden, erlaubt gng(p) die
Berechnung von Lingen und Abstdnden auf der Mannigfaltigkeit.

Da die Tangentialvektoren f,(p) vom Punkt p abhéingen, an dem sie berechnet werden, héngt
auch das Skalarprodukt von diesem Punkt p ab: gog(p). Man spricht in diesem Fall vom metrischen
Feld. Da das Skalarprodukt in jedem Punkt ein Tensor (2. Stufe - die Matrixdarstellung hat zwei
kovariante Indizes) ist, spricht man auch vom metrischen Tensor bzw. metrischen Feldtensor.

8.2 Duale und reziproke Basis

Wir hatten in Abschnitt 2.7.4 (Gl. 2.109) schon gesehen, dass man die Komponenten eines Vektors
mithilfe der dualen Basis erhilt, die ich mit {¢*} bezeichne. Die duale Basis - hier handelt es sich
um die duale Basis zu dem von {f,(p)} am Punkte p aufgespannten Tangentialraum 7, M der durch
z(u®) beschriebenen Mannigfaltigkeit - erfiillt die Bedingung

(€%, fs) =05, (8.7)
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und damit folgt
(€*,2) = (€2,2°F4) = 2 (€%, £ 5) = 765 = 2. (.8)

Ganz allgemein gilt: Ist in einem Vektorraum V' (hier 7, M) eine Basis {fo} gegeben, ldsst sich in
dem dualen Vektorraum V* immer eine solche duale Basis {€®} definieren. Ist in V' zusétzlich noch
ein Skalarprodukt definiert, kann man in V' auch eine zu {f,} reziproke Basis {f*} konstruieren iiber
die Bedingung:

o(f*, f5) = 05 (8.9)

Obwohl es sich bei f* um Vektoren, also Elemente von V' handelt, steht der Index oben: Sie transfor-
mieren sich kontravariant, also umgekehrt zu den Basisvektoren f . Die Stellung des Index (oben oder
unten) bezieht sich also weniger darauf, aus welchem Vektorraum die Objekte sind, sondern wie sie
sich unter einer Transformation der Basis in V transformieren. Beziiglich der kanonischen Basis {e;}
und dem kanonischen Skalarprodukt -, die ich fiir den einbettenden Raum immer annehme, werde ich
nicht zwischen Vektoren und dualen Vektoren unterscheiden (manchmal, wenn ich auf den formalen
Unterschied aufmerksam machen méchte, verwende ich den Hochindex T fiir ,,transponiert®).
Anschaulich steht der Vektor f* senkrecht auf allen Basisvektoren {fg}sz, und hat mit
fo das Skalarprodukt 1. Damit wird auch deutlich, dass beispielsweise eine Streckung von f, zur
Folge hat, dass f* entsprechend gestaucht werden muss. Im R?® (und beziiglich des kanonischen
Skalarprodukts - ) kann man mithilfe des Kreuzprodukts die reziproke Basis leicht konstruieren:

a_ 1 ag fo <ty ’ 1_ faxfs
I —26 ﬂ{ify(fzxfs) <.B. f f1‘(f2><f3)). (8.10)

(%87 entspricht dem gewohnlichen Levi-Civita-Symbol — Gl. 2.27 — und iiber doppelt auftretende
Indizes auf der rechten Seite ist wieder zu summieren; daher auch der Faktor 1/2: jeder Term auf
der rechten Seite tritt zweimal auf.) Wir kénnen allgemein die reziproken Basisvektoren auch in der

Form

e =9""fs (8.11)
schreiben, wobei

g’ =f-f° (8.12)
die inverse Matrix zu g,g ist:

99,8 =05 . (8.13)

Gleichung 8.11 macht auch deutlich, weshalb es sich bei f* um ein Element von V und nicht V*
handelt: f¢ wird als Linearkombination von Basisvektoren f, geschrieben, und das sind wieder
Vektoren aus V.

Da die reziproke Basis ebenfalls eine Basis des Vektorraums V' ist, konnen wir einen Vektor
x auch nach der reziproken Basis entwickeln:

T =2x,f°. (8.14)
Die kovarianten Koordinaten z, erhalten wir aus den kontravarianten Koordinaten durch
To = gapt’ (8.15)

und umgekehrt:
% = g*Pag. (8.16)

Wir sehen daher, dass man mit der Metrik g, bzw. ihrem Inversen g®# die Indizes von Vektoren

(und auch allgemeiner von Tensoren) rauf- bzw. runterziehen kann.
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8.3 Intrinsische Bedeutung der Metrik

Ich mochte nun einen Aspekt der Metrik betrachten, der anschaulich weniger den Tangentialraum an
eine Mannigfaltigkeit betrifft als die Mannigfaltigkeit selber. Er rechtfertigt die Bezeichnung Metrik
als ,, Abstandsmesser*.

Wir betrachten auf dem eingebetteten d-dimensionalen Raum zwei Punkte p ~ z(u!, ..., u?)
und p’ ~ x(u'?, ...,u'?), die nahe beeinander liegen sollen. Der Abstand zwischen diesen beiden Punk-

ten,

ds = \/(@(u,oow'd) — z(ul, ..., ut))?, (8.17)

soll also klein sein. In diesem Fall erwarten wir, dass auch die Koordinaten, durch welche die bei-
den Punkte beschrieben werden, nahe beieinander liegen (sofern nicht eine Koordinatensingularitit

vorliegt):

(. ) = (u' + dut, . u? 4 du?) . (8.18)

Wir erhalten somit:
z(u, . u) —z@l, . u?) = oz +ddd w4 dud) — 2l u?) (8.19)

d
Oz (ul, ..., u? ;
=¥ z("L’ia’u)dua +o([|du’]) . (8.20)
—= ou

Die partiellen Ableitungen nach den Parametern sind gerade die Basisvektoren im Tangentialraum:

ox(ul,...,u?)

falp) = 25 (s.21)

Fiir den ,,infinitesimalen* Abstand ds erhalten wir somit:

d d
o= | (3 e ) (st ) = st i 52
a=1 B=1

Mithilfe des metrischen Feldes kann man also an jedem Punkt (u!, ...,ud) der Karte bestimmen,

welchen Abstand zwei eng beieinander liegende Punkte in Wirklichkeit haben. Das metrische Feld ist
ein ,orts- und richtungsabhingiger Kartenmafistab“.

Ist ein parametrisierter Weg v(t) auf der Mannigfaltigkeit durch (u!(t),...,u?(t)) gegeben
(t € [to,t1]), kann man seine Lénge durch

b du® duf
L:/ds:/ \/ga Y(t)) —— ——dt 8.23
CCOR (823)

berechnen. Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten bezeichnet man als Geodite. Sie ersetzt

fiir allgemeine gekriimmte Mannigfaltigkeiten das Konzept der Geraden im euklidischen (flachen)
Raum (vgl. Gl. 7.41).
In der allgemeinen Relativitétstheorie gibt man oft den metrischen Feldtensor in der Form

ds? = gap du®du” (8.24)

an. Dabei bezeichnet ds? das Quadrat des physikalischen Abstands zwischen zwei (physikalisch eng
benachbarten) Ereignissen, den man mit tatséchlichen Mafstében oder Uhren ausmessen kann. du®
bezeichnet die Differenz in der Koordiante u®, durch welche man die beiden Ereignisse in einer Karte
ausdriickt. Das metrische Feld gibt die Beziehung zwischen dem physikalischen Abstand und dem
Koordinatenabstand zweier Ereignisse in einer Karte an.
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8.4 Volumenelemente und Metrik

In diesem Abschnitt soll eine Identitit bewiesen werden, die in den vergangenen Abschnitten mehrfach
flir Spezialfiille aufgetreten ist, die aber allgemein gilt. Wir betrachten ein kartesisches Koordinaten-
system im R” (die Komponenten von Punkten sind {z?}) und wir wechseln zu einem krummlinigen
Koordinatensystem (mit Komponenten {u®}). Hierbei spielt es keine Rolle, ob wir die krummlinien
Koordinaten auf einer Untermannigfaltigkeit betrachten (o = 1,...,d < n) oder ob es sich um eine
Koordinatentransformation handelt (o« = 1,...,d = n). Die Tangentialvektoren in einem Punkt p sind:

Oz ({u})
o= ) 8.25
f0)e = 20 (3.25)
Diese Tangentialvektoren spannen (sofern keine Koordinatensingularitéit vorliegt) ein d-dimensionales
Volumen auf (es handelt sich um das Volumen eines verallgemeinerten Parallelepipeds oder auch

Parallelotops) und es gilt:

or Oz or

dV=Vol| —, =—,..., =—
Vi=vo <8u1’8u2’ " Qud

> duq dusg - - - dug . (8.26)

Das Volumen ergibt sich aus der Metrik, die man auch schon mal als Gram’sche Matriz der Vektoren
{fa} bezeichnet:
ox Oz

gaﬁzfa'fﬁzw'wv (8'27)
und es gilt:
or Oz oz
VO] (aul,auQ,,aud) —\/detga,@. (828)

Die Determinante der Gram’schen Matrix bezeichnet man als Gram’sche Determinante [Gramian)]
der Vektoren {f,}. Zum allgemeinen Beweis obiger Gleichung siehe z.B. [Gantmacher 1959]. Fiir den

Fall d = n ist J! = gj; gerade die Jacobi-Matrix des Koordinatenwechsels und es gilt:

(" Tas =D T0Ty =3 5o = f()a- F(p)s = 9(p)as (8.29)

Das Produkt der Jacobi-Matrix J mit ihrer Transponierten ist somit gleich der Metrik im Tangenti-
alraum am Punkt p. Da die Determinante einer Matrix gleich der Determinante ihrer Transponierten
ist und die Determinante des Produkts zweier Matrizen gleich dem Produkt der Determinanten, folgt:

(det J)* = det g oder det J = ++/detg. (8.30)

Das Volumenelement fiir krummlinige Koordinaten ist also gleich der Wurzel aus der Determinante
der Metrik. Wie wir gesehen haben, gilt diese Beziehung jedoch allgemein (nicht nur fiir Koordina-

tentransformationen).

8.5 Drei Beispiele

In diesem Abschnitt sollen die Konzepte der vergangenen Abschnitte anhand von drei Beispielen
verdeutlicht werden: Polarkoordinaten in zwei Dimensionen, Kugelkoordinaten in drei Dimensionen
und die Kugeloberfliche als Beispiel fiir eine eingebettete Mannigfaltigkeit.
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8.5.1 Polarkoordinaten

Ein Punkt p € R? in der Ebene sei durch seinen Abstand r vom Nullpunkt und den Winkel ¢ zur
2-Achse charakterisiert, also p ~ x(r,¢) = (rcosp,rsinp). Die Polarkoordinaten definieren durch
den Punkt p zwei ausgezeichnete Kurven:

v1(p) = (rcosp,rsing) (r fest) Y2(r) = (rcosp,rsinp) (p fest). (8.31)

~1 () beschreibt einen Kreis vom Radius r um den Nullpunkt, und ~2(r) beschreibt einen Strahl, der
sich radial vom Nullpunkt nach unendlich erstreckt und zur positiven xz-Achse den Neigungswinkel ¢
hat. Diese beiden Kurven haben in p jeweils die Tangentialvektoren:

folp) = 8:1;27;90) = (—rsinp, rcosy) (8.32)
frlp) = 3:1:(67; ) = (cos ¢, sinyp). (8.33)

Die Notation f,(p) bzw. f,.(p) soll andeuten, dass diese beiden Vektoren im Allgemeinen von dem
Punkt p, ausgedriickt durch seine Koordinaten r und ¢, abhéngen.

Wir koénnen uns leicht davon iiberzeugen, dass diese beiden Vektoren orthogonal sind. Nor-
mieren wir die beiden Vektoren noch auf die Linge eins, so erhalten wir ein Orthonormalsystem von
Basisvektoren fiir den Tangentialraum im Punkte p:

€y(p) = (—sing, cosp) é:(p) = (cosp, singp). (8.34)

Bei orthogonalen Koordinatensystemen koénnen wir daher Vektoren im Tangentialraum sowohl
beziiglich der kovarianten Basis { f, } als auch beziiglich der Orthonormabasis {é, } ausdriicken. Da die
Koefhizienten der Vektoren beziiglich dieser beiden Basen unterschiedlich sind, fiithrt das gelegentlich
zu Verwirrung (mehr dazu in Abschnitt 8.7).

Fiir die Matrixdarstellung des Skalarprodukts erhalten wir:

9o 9ro®) \ _ [ fo@)-folp) fr0)-folp) \ (7 0
9(p) ~ ( ) = ( ) = < ) : (8.35)
9or(P)  grr(p) fo)-fr(p)  fr(p) fr(p) 0 1

Die inverse Matrix hat die Komponenten
1 9%%(p) 9" (p) 20
9(p)” ~ . . = - (8.36)
g 0 1
Die zu f, f» (Gl 8.32, 8.33) reziproke Basis ist

e = (—i singp, % cos <p> 7 (p) = (cosgp, sinyp) . (8.37)

SchlieBlich erhalten wir fiir das Volumenelement in Polarkoordinaten (vgl. Gl. 7.37):

dV = +/detgdrdy =rdrde. (8.38)
8.5.2 Kugelkoordinaten
Im R3 sind Kugelkoordinaten durch folgende Parametrisierung gegeben:

z(r,0,p) = (rsinf cos @, rsinfsin g, rcos ). (8.39)
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Die Parameterbereiche sind r € [0,00), 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27). Wie schon erwiihnt, sind die Rénder
r =0 und 6§ = 0,7 Koordinatensingularitéten.

Die durch die Koordinaten bestimmte Basis des Tangentialraums bei einem Punkt p € R3
besteht aus den drei Vektoren:

fr(p) = M:(Cosapsin97singpsin97c059)
r
folp) = M:(frsingosinf),rcosgasinﬂ,O)
¥
folp) = Wz(rcosgpcos@,rsinapcos@,—rsin@).

Auch in Kugelkoordinaten sind die drei Tangentialvektoren zu den Parametern r, ¢ und 6 orthogonal.
Fiir die Komponenten des metrischen Tensors erhalten wir:

9rr  Gre  Gro 1 0 0
9= Gor YGoo YGpb = 0 7"'2 Sin2 0 0 5 (840)
Jor 9o,  Goo 0 0 r2
und das Volumenelement ist:
dV =r?sinfdrdfde. (8.41)

8.5.3 Die Kugeloberfldche

Die beiden bisherigen Beispiele bezogen sich auf Koordinatentransformationen, nun betrachte ich
mit der Kugeloberfliche noch ein Beispiel fiir die Einbettung einer Fliche in den R3. Eine mégliche
Beschreibung der Kugeloberflache folgt aus den Kugelkoordinaten, wobei nun der Radius R nicht mehr
als Koordinate sondern als festen Parameter interpretiert wird. Die Koordinaten der Kugeloberflache
sind somit die beiden Winkel (¢, ). Die beiden Basisvektoren fiir den Tangentialraum an einem
Punkt auf der Kugeloberfliche (ausgedriickt durch seine Koordinaten (¢, 0)) sind daher:

ox(r,,0)

folp) = T:(fRsingasiné),Rcosgasin&,o)
folp) = W:(RCOS@COSQ,R&H@COSQ,—Rsine).

Die Komponenten des metrischen Tensors beziiglich dieser Basisvektoren des Tangentialraums lauten:

R%sin%0 0
g= 0 B2 . (8.42)

Das ,,Volumenelement“ (das nun der Betrag eines Flichenelements ist) fiir eine Integration iiber die
Kugeloberfliche (nun zu festem R) ist

df = R?sinfdfdyp. (8.43)

Um auch ein Beispiel fiir nicht orthogonale Koordinaten zu geben, betrachte ich auf einem
Teil der Kugeloberfliche die Koordinaten, die man durch Auflésen der impliziten Gleichung

(21)2 + (82)2 + (2%)2 = B2 (3.44)
nach einer Komponente erhélt. Wir wahlen die Parameterdarstellung fiir die ,,nérdliche* Hemisphére:

(u,v) = (u,v,+v R? —u? — v?). (8.45)
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Die beiden Tangentialvektoren an den Punkt p (gekennzeichnet durch die Koordinaten (u,v)) sind:

_ Ox(u,v) u

fulp) = “ou (1,0,_]%2—112—1)2>
_ Ox(u,v) v

fv(p) - 31} - (07 17 - R2 — u2 _v2> .

Nun sind die beiden durch das Koordinatensystem definierten Basisvektoren im Allgemeinen weder
Einheitsvektoren noch orthogonal und wir erhalten fiir die Metrik:

'LL2 uv

1+
2 _ 2 42 2 2 _ 92
g= Juu Juv _ R u v R u , v (846)
Gvu  Gvov vU 1 v
R2_u2_v2 +R2—U2—’02

Offensichtlich sind die Elemente dieser Metrik fiir u? + v = R? — also auf dem Aquator — nicht mehr
definiert (bzw. gehen gegen unendlich). Dies ist ein typisches Beispiel fiir eine Koordinatensingularitiit,
denn der Aquator ist natiirlich keine singulire Punktmenge der Kugeloberfliiche, sondern das gewéhlte
Koordinatensystem ist dort nicht mehr sinnvoll.

Das Fliachenelement in diesen Koordinaten ist

1
df = +/detgdudv = ———=—=dudv. (8.47)
1— u2+v2

R2

8.6 Die Tissot’sche Indikatrix

Gleichung 8.24 erlaubt eine Veranschaulichung der Beziehungen zwischen einem geometrischen Objekt
in der Mannigfaltigkeit und seiner Darstellung in der Karte, d.h. im Parameterraum. Sei ein Punkt p
mit den Koordinaten (u?, ..., u?) auf der Mannigfaltigkeit gegeben, dann beschreibt die Punktmenge,
fiir die (As)? zu diesem Punkt konstant ist, auf dieser Mannigfaltigkeit eine Kugeloberfliiche. In der
Karte bzw. im Parameterraum beschreibt die Gleichung

Jap (Au®)(AuP) = const. (8.48)

ein Ellipsoid. Die Eigenwerte {)\; } von g sind proportional zu den Quadraten der inversen Hauptachsen
dieses Ellipsoids, d.h. \; oc 1/a?. Die Drehmatrix (bzw. die unitire Matrix), die g auf Diagonalgestalt
bringt, beschreibt die Lage dieses Ellipsoids im Raum, d.h. relativ zu den Parameterachsen. Die
Angabe dieser Ellipsoide fiir eine Karte bezeichnet man als Tissot’sche Indikatrix. Sie wird besonders
fiir Land- bzw. Weltkarten gelegentlich verwendet, um die Verformungen sowie die Skalierungen von
Fléchen anzudeuten.

Betrachten wir dazu als Beispiel die Kugeloberfliche in den Winkelkoordinaten. Da die Metrik
bereits diagonal ist (Gl. 8.42), lautet die Darstellung des Urbilds eines Kreises auf der Kugeloberfliche

im Parameterraum:

(Ap? (80P

2 i 2 2 2 2
R sin” 0(Ap)* + R*(Af)° = const bzw. /(Rsnd)? | 1/R? = const . (8.49)
Da die Standardform einer Ellipse mit den Halbachsen a und b die Form
Ax)? Ay)?
Ba)”  (Bo) (8.50)

a? b?
hat, beschreibt obige Gleichung (bis auf einen allgemeinen Proportionalititsfaktor) eine Ellipse mit
kleiner Halbachse 1/R und grofer Halbachse 1/(Rsin ). Fiir 6 klein (in der Néhe des Nordpols) bzw.
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fiir 6 — 7 (in der Néhe des Siidpols) wird die Ellipse sehr gestreckt. Die kleine Halbachse entlang des
Léngengrads bleibt dabei konstant, die grofle Halbachse (entlang der Breitengrade) erscheint gedehnt.
Die Fldche der Ellipse wird zu den Polen hin also gréBer (siche Abb. 8.1). Bei Weltkarten, die diese
Darstellung verwenden, erscheinen Lénder bzw. Kontinente in Polnéhe daher horzontal gestreckt und
ihre Fliche erscheint grofler.
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Abbildung 8.1: Tissot-Indikatrix fiir die Winkelkoordinaten der Kugeloberfliche (aus [Snyder 1994]).

8.7 Differentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten und in

krummlinigen Koordinaten

Ich betrachte im Folgenden den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator sowohl auf
d-dimensionalen Mannigfaltigkeiten als auch fiir krummlinige Koordinaten des R™. Fiir die Rotation
gelten die Ausdriicke nur im R3. Dass es sich bei den d-dimensionalen Mannigfaltigkeiten um Einbet-
tungen in den R” handelt, ist eher von sekundirer Bedeutung; viele der Uberlegungen gelten ganz
allgemein, sofern auf der Mannigfaltigkeit eine Metrik definiert ist.

Leider (7) hat sich bei orthogonalen Basisvektoren {f.} (wenn also gog = 0 fir o # 5 —
dazu zéhlen die meisten der géingigen Koordinatensysteme wie Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten
und Kugelkoordinaten) die Konvention eingebiirgert, eine orthonormierte Basis {é, = \/% fa} zu
wéhlen. Der Vorteil ist, dass man nicht zwischen der Basis und ihrer reziproken Basis unterscheiden
muss (bei orthonormalen Basisvektoren sind die beiden Basen gleich), der Nachteil ist jedoch, dass
die Ausdriicke nicht mehr manifest ko- bzw. kontravariant sind, was man schon an der Definition
der normierten Basisvektoren erkennt (hier tritt auf einer Seite der Index a dreimal auf und es wird
nirgendwo summiert). Ich werde, wo angebracht, die Darstellungen beziiglich beider Konventionen
angeben.

8.7.1 Der Gradient

Ich hatte schon im Zusammenhang mit der totalen Ableitung betont, dass die Definition (Gl. 4.6)
unabhéngig von einem Koordinatensystem gilt. Wir kénnen daher allgemein schreiben:

O(ul + bl ud + hY) = B(ul, ..., u) + (DB(p), h) + o(|[h]]), (8.51)

mit 1 d 1 d
_0®(ut, .y ut),,,  OP(u, ..., u)
(D (p) by = Tt e E2L

(€° h). (8.52)
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Die totale Ableitung ist daher ein dualer Vektor (ein Element aus V*) von der Form:

0®(ut,...,ud)
Do(p) = %e . (8.53)

Der Gradient V®(p) ist der dazu duale Vektor, fiir den gilt:

o®(ul,...,ud)
(D), by = P e~ a(p), b, (8.54)
Damit folgt
0P (ul,...,u) 0®(ut, ..., u?)
_ af ) ) a af ) )
Vo(p) =g ——5 5 fa bzw. (Vep)* =g ——5 5| (8.55)

Man beachte, dass hier die Komponenten des Gradienten in Bezug auf die kovariante (nicht normierte)

Basis {f.} angegeben wurden. Wie schon erwiihnt ist es bei orthogonalen Koordinatensystemen, d.h.

wenn g,5 Diagonalform hat, gos = h28,p (hier wir nicht summiert), oft iiblich, die Basis zu normieren:
1

1
ey = 7 fa mit e = Voo = (keine Summenkonvention!) . (8.56)
a ge

Beziiglich der normierten Basis {é,} hat der Gradient die Form:

1 0®(u',...,ud) .
Vo(p) = h—%ea. (8.57)

Diese Darstellung in normierten Basisvektoren ist nicht kovariant (daher gilt bei diesen Formeln auch
die Summenkonvention nicht), hat aber den Vorteil, dass man wie gewohnt mit einer Orthonormalba-
sis rechnen kann und nicht zwischen Vektoren und dualen Vektoren unterscheiden muss. Daher findet
man diese Darstellung auch oft in Formelsammlungen. Fiir die Standardbeispiele (Polarkoordinaten,
Kugelkoordinaten und die Kugeloberfliiche erhalten wir):

02(r, ), | 102(r, ),

Vo(r,p) = & + 9, o (Polarkoordinaten) (8.58)
_00(r,0,9) 109(r,0,0) . 1 0%(r,0,¢).
Vo(r,0,p) = Er— + . 90 0 + Tl 0y é, (Kugelkoord.) (8.59)
109(r,0,¢) . 1 0%(r,0,¢). .
P = - Kugel fldch .
Voo, p) . o0 ¢ + rsnd 0y é, (Kugeloberfliche) (8.60)

8.7.2 Die Divergenz

Fiir die Herleitung der Divergenz in beliebigen Koordinaten (und auf beliebigen Mannigfaltigkeiten)
verwende ich eine Integralformel, von der ich voraussetze, dass sie auch auf Mannigfaltigkeiten ihre
Giiltigkeit behilt. Wegen der Identitiit

V  (E(z)d(z)) = (V- E(z))®(z) + E(z) - Vo(z) (8.61)

bzw.
div (E®) = (divE)® + E - grad®, (8.62)

wobei E(z) ein Vektorfeld und ®(x) ein skalares Feld sind, gilt nach dem Gaufi’schen Satz:

/ A12(V - E(2))0(z) — — / 'z E(z) - Vo(z). (8.63)



8.7. DIFFERENTIALOPERATOREN 157

Hierbei wurde angenommen, dass das skalare Feld ®(z) im Unendlichen rasch genug verschwindet
(bzw. auf dem Rand des Integrationsbereichs verschwindet), sodass keine Randterme von dem Ober-
flichenintegral beitragen. Auf einer allgemeinen Mannigfaltigkeit bzw. in krummlinigen Koordinaten
wird daraus

/ d%u\/g(V - E(u))®(u) = — / A%/ gap E* (w) (VO (u))? (8.64)

(man beachte, dass in verallgemeinerten Koordinaten immer das invariante Integrationsmaf$l /g d%u
genommen werden muss). Auf der rechten Seite verwenden wir nun nochmals den Gaufl’schen Satz
und erhalten:

/ A%\ /g(V - E(u))®(u) = / ddu\/ﬁ\}g <8a\/§E“(u))<I>(u). (8.65)

(Hierbei wurde einmal um ,/g/,/g erweitert sowie die Eigenschaft gogg”?" = §) ausgenutzt.) Da ®(u)
eine beliebige (ausreichend oft stetig differenzierbare und am Rand ausreichend schnell abfallende)
Funktion sein kann, folgt:

S

V. .E(u) =divE(u) = 7

(aa\/gEa (u)) . (8.66)

Bisher bezog sich die Komponente E* auf die natiirliche kovariante Basis, also E = E*f.
Wihlt man jedoch eine normierte Basis {é, } und schreibt E = E%é,, s0 gilt fiir die neuen Komponen-
ten F® = ho E® (keine Summe) mit h, = V/9aa- Da diese Konvention eigentlich nur in orthogonalen
Koordinatensystemen verwendet wird, ist /g = hihohs (ich beschrianke mich jetzt auf drei Dimen-
sionen). Fiir die Divergenz folgt dann:

1 0 - 0 - 0 .
E=—— [ = (hohsE") + == (h1hsE?) + ——(h1h2E?) ) . _
v hyhahs <8u1(2 3 )+8u2(1 3 )+6u3( 1ho E) (8.67)

Fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten gilt:
10

10 0

. = ZZ(rE") 4+ = ey o 2 (for :
V-E ~ar (rE") + oo (E%) + az(E ) (Zylinderkoord.)  (8.68)
N P I U L
V-E = T*QE(T )+ pap sin@%(smeE )+ rsin@%(E ) (Kugelkoord.)  (8.69)

8.7.3 Der Laplace-Operator

Fiir den Laplace-Operator konnen wir die iibliche Definition A = div - grad verallgemeinern und
erhalten fiir allgemeine Koordinaten:

_ L

Ad(u) 7

(aa@ gaﬁaﬁcp(u)) . (8.70)

Man beachte jedoch, dass diese Darstellung nur fiir ein skalares Feld gilt. Die Verallgemeinerung auf
Vektorfelder ist etwas aufwendiger: Bei den Komponenten von Vektorfeldern, E* = (¢*, E), muss
beriicksichtigt werden, dass die dualen (bzw. reziproken) Basiselemente ebenfalls ortsabhéngig sind.
Somit gibt es weitere Terme, auf die ich hier nicht eingehe.

Fiir ein orthogonales Koordinatensystem (der Einfachheit in drei Dimensionen - die Verallge-
meinerung sollte offensichtlich sein) erhédlt man mit den Koeffizienten h, = \/Gaa die Darstellung

LU [0 (hahs 0N 0 (ks 02 9 (I 02
A@(U) - hlhghg |:8’u1 ( hl 8u1> * 8u2 < h2 8u2> + 8u3 < h3 8u3)] ’ (871)
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Damit ist in Zylinderkoordinaten

10 ( 00 1020  9%°®
AD(r,0 = — =+ = 72
(r,6:¢) ror <T 8r> r2 Op? + 022 (8.72)
0?0 100 100 0*®
= e Trae e (8.73)
und in Kugelkoordinaten
10 [ ,00 1 9 0P 1 0%®
A@(r,97 gD) = 7’725 (7“ 87’) + 7’,"2 Sin@% (Sll’le 80) + 7712 Sin2 GTQOQ (874)
10? 1 9 fakis 1 0?0
= ——|(rd —_— R )
r Or? (r ) + r2sin 6 00 (51119 80) * 72 sin” § Op? (8.75)
2 200 1 0°® P 1 2P
_ 22,200 109, cos0 0D, oL (8.76)

or2  ror  r200%2  r2sinf 00  r2sin? 0 0p?

Betrachtet man den Laplace-Operator auf der Oberfliche der Einheitskugel (also einer gekriimmten
Mannigfaltigkeit), so erhélt man

AD(0, ) =

1 8( 8<I>> 1 0% (8.77)

= P - =
ano 90 "0 %0 ) T anZg 002

Fiir den Laplace-Operator gebe ich eine direkte Ableitung an, die bei einem Koordinaten-
wechsel im flachen Raum (z.B. dem R3) méglich ist, nicht aber auf gekriimmten Mannigfaltigkeiten.
Letztendlich wird hierbei nur die Kettenregel verwendet.

Das skalare Feld ®(p) ist fiir einen Punkt p im R? definiert; dieser Wert ist unabhiingig von
der Wahl der Koordinaten. Ausgedriickt in allgemeinen Koordinaten gilt daher

b(u' ({2'}),w*({2'})), v ({z'})) = (e, 2% 2%). (8.78)

Damit ergibt sich fiir den Laplace-Operator:

82 ou® od L 02P
) a U af
Z a(z (@', 2% 2° o (W aua> A e T 9 g (8.79)

Hier ist Au® der Laplace-Operator der Koordinatenfunktion u®(z!, 22, 23), aufgefasst als Funktion

der kartesischen Koordinaten. Nach Berechnung dieser Funktion ersetzt man die kartesischen Koor-
dinaten durch die verallgemeinerten Koordinaten.
Beispielsweise gilt in Kugelkoordinaten:

21 2
r=+/z?+y?+ 22 0 — arctan YU p = arctan S (8.80)
z x
Eine etwas ldngere Rechnung ergibt:

2 1
Ar== Ap— Loost Ap=0. (8.81)

r r2 sin 0

Setzt man diese Ausdriicke in GI. 8.79 ein erhalt man GIl. 8.76.

8.7.4 Die Rotation

Die Rotation spielt insofern eine Sonderrolle, als wir das Kreuzprodukt von zwei Vektoren bisher nur
fiir den R? definiert haben (eingeschrinkt auf den R? ist das Kreuzprodukt von zwei Vektoren ein
(Pseudo-)Skalar). Daher gebe ich die Rotation auch nur fiir den R? (bzw. R?) an
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Ausgangspunkt ist Gleichung 7.68, die wir fiir den Beweis des Stokes’schen Satzes verwendet

haben: o o 5 5 5 o
xr xr ¢ xr
(VXF)'(auaxawf):aua<F'éM>_am3<F'aua>’ (8:82)

Sie gilt fiir ein beliebiges (einmal stetig differenzierbares) Vektorfeld und eine 2-dimensionale, durch

u®, u” parametrisierte Fliche. Mit F = F7f. und den Tangentialvektoren f, = &"’a folgt:

0 0 0 5}
(V%) (o £5) = o (F0) = o0 = (o= popFa) . (559)
Wir dividieren beide Seiten durch |f; - (f2 x f3)[, und erhalten:

Cfuxfy) 1 0., 0
Vo ) Fanx )]~ 11 Gax fa) (auaFﬁ auﬂF“> ' (8.84)

Nun nutzen wir einige Ergebnisse aus, die frither gezeigt wurden:

1. Im R3 ist o )
__MVaxJp)
P = o £9) (8.85)

der reziproke Vektor, der senkrecht auf f, und fs steht (siche Gl. 8.10).

2. Im R? ist [fy - (f2 x f3)| = /g das von den drei Basisvektoren aufgespannte Volumen (siehe
Gl. 8.30).

3. Fiir einen Vektor x € R? ist 27 =z - f7.

Damit folgt

v — iewaﬁ i
(VxF) = 7 (6ua Fg) . (8.86)

Wie schon mehrfach erwdhnt, verwendet man in orthogonalen Koordinatensystemen meist
die Einheitsvektoren é, = \/% fo als Basis. In dieser Basis sind F, = \/gaaFn die Komponenten

des Vektorfelds (da die neue Basis orthonormal ist, gilt E,=F @). Mit der iiblichen Notation h, =
V/9aa = |fal| erhalten wir:

—— 1 0 - 0 A
VX F), =— | =5 (hsF3) — == (h2 F' . 8.87
T = (ol — s (haf)) (8.57)
Die anderen Komponenten erhélt man durch zyklische Permutation der Indizes.

Als Beispiel findet man fiir die Rotation eines Vektorfelds in Kugelkoordinaten (mit h, = 1,

he = r und hy, = rsiné; vgl. Gl. 8.40):

1 0, - . 0 ~\ .
VxF = m <80(F¢ bln@) — agng) €, + (

1 0 - 10

rsinfdp " raT(TFw)> éo+ (8.88)

1/, 0 9.\,
+= (ar( Fp) — aaFT) éy. (8.89)
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Kapitel 9

Einfiihrung in die
Funktionentheorie

Dieses Kapitel ist eine elementare Einfithung in die Theorie analytischer Funktionen — kurz Funk-
tionentheorie. Viele Beweise werden nur angedeutet. Der erste Absatz dient als Wiederholung der
komplexen Zahlen.

9.1 Die komplexen Zahlen

Historisch war der Weg zu den komplexen Zahlen [complex numbers| eine ,schwere Geburt“ (wie
iibrigens auch der Weg zu den negativen Zahlen). Die Frage, wie man mit Wurzeln aus negati-
ven Zahlen umgehen soll, wurde im 16. Jahrhundert dringlich, als sich die Mathematiker mit den
Losungen von kubischen und quartischen Gleichungen beschiiftigten (das sind Gleichungen der Form
az™ + bx" "t + ... + cx + d = 0, wobei n maximal 3 bzw. 4 sein soll). Zwar kénnen auch bei quadra-
tischen Gleichungen schon Wurzeln aus negativen Zahlen auftreten, doch hier kann man sich noch
herauswinden und sagen, diese Losungen ,,gebe es eigentlich nicht“. Doch bei kubischen Gleichungen
war die Sache schwieriger: Es gibt kubische Gleichungen mit reellen Losungen, die aber nach der all-
gemeinen Losungsformel durch Wurzeln aus negativen Zahlen ausgedriickt werden. Die Losung gibt
es also offensichtlich als reelle Zahl, aber ihre Darstellung in der allgemeinen Losungsformel enthélt
Wurzeln aus negativen Zahlen. Wihrend beispielsweise Gerolamo Cardano (1501-1576) noch sehr
widerwillig mit diesen Wurzeln aus negativen Zahlen rechnete (es allerdings im Gegensatz zu vie-
len seiner Zeitgenossen notgedrungen tat und dadurch zu einem Begriinder dieses mathematischen
Zweiges wurde), betrachtete zwei Jahrhunderte spéter Leonhard Euler (1707-1783) die imaginéren
Zahlen (dieser Begriff wurde vermutlich von Descartes eingefiihrt, das Symbol i = y/—1 stammt von
Euler; der Begriff der komplexen Zahl wurde spéter von Carl Friedrich Gaufl (1777-1855) geprigt)
als wesentlich und trug entscheidend zu ihrer Untersuchung bei.

9.1.1 Definition der komplexen Zahlen

Es gibt viele Wege, die komplexen Zahlen einzufiihren. Oft definiert man die komplexen Zahlen als
die Menge R? = {(z,y)|z,y € R} mit folgender Addition und Multiplikation:

V(21,51), (22,y2) € R? (w1,y1) + (22,92) = (z1 + 72, Y1 + Y2) (9.1)
und (x1,y1) - (x2,y2) = (T122 — Y1Y2 , T1Y2 + T2Y1) - (9.2)

161
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Man kann die reellen Zahlen auch um eine neue Zahl i erweitern, die Losung der algebraischen
Gleichung 22 + 1 = 0 ist. Auf diese Weise gelangt man zu folgender Darstellung: Jede komplexe Zahl
lasst sich in der Form z = x + iy schreiben. Die Rechenregeln lauten fiir z; = x; + iy;:

21+2z2 = (v1+iy) + (22 +iye) = (w1 +22) +i(y1 + y2) (9.3)
2120 = (wy+iy) - (22 +iye) = 2122 + i(T1y2 + T2y1) + Py1ye (9.4)
= (7122 — t1y2) +i(T1Y2 + T2y1) - (9.5)

Offenbar sind beide Definitionen dquivalent. Meist wird die zweite Notation verwendet.
Der Vollsténdigkeit halber erwéhne ich noch eine dritte Moglichkeit, die komplexen Zahlen
einzufithren. Wir betrachten alle 2 x 2 Matrizen der Form

z:< v y) z,y € R. (9.6)

—y

Die iiblichen Regeln zur Addition und Multiplikation von Matrizen liefern:
x x T+ +
Atz = 1 W n 2 Y2 _ 1 2 Y1 T Y2 (9.7)
-y T —y2 T2 —(y1 +y2) w1+ 22

T 1 W ) T2 Y2 (9.8)
—Y1 X1 —Y2 X2

_ T1T2 — Y1y2  Tiy2 + T2y1
—(@1y2 + 22y1)  T1T2 — Y1Y2

= (z122 — 11Y2) ( (1) (1) ) + (z1y2 + 2201) ( 0! ) . (9.10)

-1 0

Offenbar erfiillen diese Matrizen dieselben Regeln, wie die oben angegebenen Zahlenpaare bzw. Zahlen
der Form x + iy.

Fiir z = x + iy bezeichnet man x als den Realteil [real part] von z und schreibt Re(z) = x
und y als den Imagindrteil [imaginary part] von z, also Im(z) = y.

9.1.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen bilden einen Koérper, d.h. Addition und Multiplikation sind kommutativ und
assoziativ. Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist die reelle Zahl 1 = 1 4 i0 bzw.
(1,0). Das multiplikativ inverse Element zu einer komplexen Zahl z = = + iy (z # 0) ist die Zahl
2= (o iy) (2% + ).

Auf der Menge der komplexen Zahlen ist eine Involution [involution] (eine Abbildung, deren
Quadrat - also die zweimalige Hintereinanderausfithrung - gleich der Identitét ist) definiert, die man
als komplexe Konjugation [complex conjugation] bezeichnet. Die zu einer komplexen Zahl z = z + iy
komplex konjugierte Zahl ist Z = x — iy (manchmal schreibt man statt Z auch z*). Die reellen Zahlen
bleiben unter dieser Involution invariant. Aulerdem gilt:

(;1+2)=721+7% (2122) = 7172 =" (9.11)

Diese Eigenschaften machen die komplexe Konjugation zu einem Koérperautomorphismus. Neben der
Identitét ist dies der einzige Korperautomorphismus der komplexen Zahlen, der die reellen Zahlen
invariant lasst. Allgemeiner gilt:

(z")=(E)" und, z.B. exp(Z) = (expz). (9.12)



9.1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN 163
Das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrer komplex konjugierten Zahl ist eine reelle Zahl:
2 Z=(z+iy)(z—iy) = 2> +9*. (9.13)

Die Wurzel daraus bezeichnet man als den Betrag [absolute value] der komplexen Zahl:
2| =VZ 2= Va2 + 2. (9.14)

Nach dem Satz des Pythagoras ist der Betrag einer komplexen Zahl der Abstand des Punktes (z,y)
in der Ebene vom Nullpunkt. Im Vektorraum C" erhalten wir fiir einen Vektor z = (21, 22, ..., 25, ) die
Standardnorm:

lzl =VZi-z1+ %2 22+ . + Zn - Zn - (9.15)

Diese Norm macht C™ zu einem topologischen Raum, d.h. wir kénnen von der Konvergenz von Folgen
und der Stetigkeit von Funktionen sprechen.
Eine wichtige Beziehung, die man leicht nachrechnen kann, ist:

|21 - 22| = [21] - |22] - (9.16)

Das bedeutet (unter anderem): Das Produkt von zwei komplexen Zahlen verschwindet dann und nur
dann, wenn eine der beiden komplexen Zahlen 0 ist.

Die komplexen Zahlen sind algebraisch abgeschlossen [algebraically closed], dies ist die Aussage
des Fundamentalsatzes der Algebra: Die Losungen einer beliebigen Polynomgleichung

p(z) = iakzk =0 (ap€C) (9.17)
k=0

liegen wieder in der Menge der komplexen Zahlen. Jedes solche Polynom n. Grades hat auch genau
n algebraische Losungen, d.h., es lasst sich in der Form

p(z) = Zakzk =ay H(z — zk) (9.18)
k=0 k=1

schreiben, wobei z;, € C die Wurzeln [roots] dieses Polynoms p(z) sind (die Nullstellen der Polynom-
gleichung p(z) = 0). Dieselbe komplexe Zahl kann natiirlich auch mehrfach als Wurzel auftreten. Der
Beweis fiir den Fundamentalsatz wird am Ende dieses Abschnitts (Abschn. 9.1.5) skizziert.

9.1.3 Die Euler’sche Formel

Die Euler’sche Formel stellt eine Beziehung zwischen der Exponentialfunktion einer imaginéren Zahl
und ihrer Standarddarstellung in der Form z + iy her. Sie lautet:

e'? = cosx +isinx (x €R). (9.19)
Der Beweis kann auf mehrere Weisen erfolgen.

1. Kennt man die Potenzreihenentwicklungen der Exponentialfunktion sowie vom Sinus und Ko-
sinus, kann man die Gleichheit der beiden Seiten direkt nachpriifen:

oo

x  _ 1o, 154 B 1,
e’ = 1—|—x+§x —|—6x +...—;mx
— 1 2 1 4 _ S 1 n_2n
s = 1= gt = 3
. 1 4 1 . s 1 _—
= r— — 2t — =) (=1)"?
sinx T - g% +12Ox Z(2n—|—1)'( )"x
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Hierbei (wie auch bei dhnlichen Beweisen fiir die Exponentialfunktion mancher Matrizen) nutzt
man aus, dass fiir die imaginére Einheit folgende Regeln gelten:

(9.20)

n (=)™ fiirn=0mod 2
1 =
(=D)™i firn=1mod 2

. Nutzt man die Standardregel e® = 1, dann sollte ¢'* fiir # = 0 den Wert 1 haben. Die Ablei-

tungsregeln ergeben
d

ae

also f/(x) = if(x) fiir f(x) = €. Das gleiche Ergebnis erhilt man auch fiir f(x) = cosx+isinx.

T — jel” | (9.21)

Und da die Funktionen bei x = 0 iibereinstimmen, ist das Ergebnis eindeutig.

Diese Herleitung ist zwar sehr elegant, erfordert aber die Kenntnis der Ableitungsregeln sowie
Eindeutigkeitssitze zu Losungen von Differentialgleichungen erster Ordnung.

. Nach den iiblichen Potenzregeln a®a¥ = a*1¥ sollte z = e'* den Betrag 1 haben und bei z = 0

den Wert 1 annehmen. Damit kann man zeigen, dass e'” = cos f(x) +isin f(x) sein muss, wobei
f(z) eine reelle Funktion von z ist und f(0) = 0 ist. Aus den Additionstheoremen des Sinus
und Kosinus kann man dann f(z) = ax ableiten, wobei a eine noch offene Konstante ist. Diese
Konstante kann man erst festlegen, wenn man Eigenschaften der Eulerzahl e verwendet oder
weif}; dass fiir sehr kleine Werte von = die Exponentialfunktion die Entwicklung e* =14z + ...
hat.

Damit ist die Exponentialfunktion von einer beliebigen komplexen Zahl:

e® T = % (cosy + isiny) . (9.22)

9.1.4 Die Polardarstellung komplexer Zahlen

Die Euler-Formel gibt uns zwei Moglichkeiten an die Hand, eine komplexe Zahl algebraisch darzu-

stellen: Einmal in der Standarddarstellung (oder auch Koordinatendarstellung) als Summe aus einem

Real- und einem Imaginérteil, z = x + iy, und einmal durch einen Winkel und den Betrag der kom-
plexen Zahl (siehe Abb. 9.1):

z=x+1iy=rexp(ip) =rcosp+irsinep. (9.23)
A
Im
Yy T

(p -
Abbildung 9.1: Darstellung einer komplexen Zahl durch r Re
ihren Real- und Imaginérteil z = x 4 iy oder in der Polar-
darstellung durch den Betrag und den Winkel zur z-Achse:

z = rexp(ip).
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Offensichtlich gilt:
x=rcosp und y=rsing (9.24)
und umgekehrt:
r=+y224+92 und ¢ = arctan (Q) . (9.25)
x
Man bezeichnet r als den Betrag von z und ¢ als das Argument von z und schreibt r» = |z| und

p = argz.
Die Polardarstellung ist oft von Vorteil, wenn man das Produkt von komplexen Zahlen dar-

stellen mochte:

p1 ip2

21 - 20 = 71?1 - ppel®? = pypy el(P1t92) (9.26)

Der Absolutbetrag des Produkts ist gleich dem Produkt der Absolutbetréige und die Winkel addieren
sich einfach. Insbesondere erhélt man fiir die n-te Potenz einer komplexen Zahl:

P (rei“")n =y eln? (9.27)
Fiir spezielle Winkel gelten folgende Identitéten:
exp(2rin) = 1 firneZ. (9.28)

exp(ri) = -1 und exp (gi):i. (9.29)

Mit diesen Identitédten findet man:
it = (eXp (fi)) — exp (L : i) — exp (—f) ~ 0,20788 (9.30)
2 2 2
oder allgemeiner fiir z = re'®:

2 = (rexp (i)' = ' exp(ipi) = exp(—¢) exp(ilnr). (9.31)

Allerdings gibt es hier eine Mehrdeutigkeit, da z.B.

i = exp (gl + 27rin> nez (9.32)
ergibt sich
it = exp <7g - 27'm) . (9.33)

Das Potenzieren mit nicht ganzen Zahlen fiithrt also zu Mehrdeutigkeiten, die (unter anderem) Thema
der Funktionentheorie sind und in Abschnitt 9.5 behandelt werden.
Die meisten Rechenregeln fiir Funktionen gelten auch fiir die komplexen Erweiterungen, ins-

besondere
exp(z1 + 22) = exp(z1)exp(z2) exp(iz) = cosz +isinz (9.34)
cos(z1 +22) = cosz coszy —sinzy sinzg cosiz = cosh z (9.35)
sin(z; + 2z2) = sinz; coszo +coszy sinzg siniz = isinh z (9.36)

AuBerdem gilt der Satz von Moivre
(cosz +1isinz)"™ = cosnz +isinnz. (9.37)

Damit ergeben sich insbesondere die n.ten Wurzeln aus einer komplexen Zahl z:

. L 2 2
z=re¥ = 2zn= {‘/?(cos (¥ +n mk) + isin (v +n Wk)) (k=0,1,...,n—1). (9.38)

Diese Wurzeln liegen auf einem Kreis vom Radius {/r und bilden ein regelméBiges n-Eck.
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9.1.5 Der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass sich jedes Polynom iiber den komplexen Zahlen als
Produkt von Linearfaktoren schreiben lésst:

n

p(z) =Y arz® =] (z= M), (9.39)
k k=0

=0

wobei die {A\} (nicht notwendigerweise verschiedene) komplexe Zahlen sind. Fiir den Beweis reicht
es zu zeigen, dass die Gleichung p(z) = 0 mindestens eine Losung A in den komplexen Zahlen hat und
sich p(z) somit in der Form

p(=) = (= - Na(2) (9.40)

schreiben lisst, wobei ¢(z) nun ein Polynom der Ordnung n — 1 ist. Dann lisst sich der volle Satz
direkt als Induktionsbeweis iiber n formulieren.

Die Beweisidee

Es gibt viele Beweise fiir diesen Satz. Einige verwenden Funktionentheorie (z.B. [Kuwert 2008a],
S.48), andere reine Analysis (z.B. [Rudin 2009, Hildebrandt 2006]). Hier soll eine Beweisidee skizziert
werden.

Wir betrachten ein Polynom

p(z)=2"+ 12" Fan_02" 2+ ...+ a1z+ao (9.41)

mit a; € C. AuBerdem soll ag # 0 sein, ansonsten ist offensichtlich z = 0 eine Losung und wir sind
fertig.
Wir benotigen mehrere Teilsdtze:

1. |p(2)] ist stetig. Dies gilt allgemein fiir stetige Funktionen: Wenn eine Funktion f: U € C — C
stetig ist, ist auch |f| auf dem Gebiet U stetig.

2. Stetige Funktionen nehmen auf einem kompakten Gebiet ihren Minimalwert (und Maximalwert)
immer an (dies ist der Satz von Weierstraf).

3. Fiir eine beliebige reelle Zahl a hat die Gleichung z* = @ hat immer eine komplexe Losung. Dies
wird im néchsten Abschnitt bewiesen.

Existenz des Minimums zy von |p(z)|

Zunichst zeigt man, dass |p(z)] fiir |z2| — oo unbeschrénkt ist:

Dazu schreibt man: |p(z)| = |2"||(1 4+ 0(1/%))|. Der Restterm o(1/z) wird fiir geniigend grofie
Werte von z beliebig klein und damit gibt es eine positive Konstante C' und eine reelle Zahl X, sodass
[p(2)] > C|z|™ fiir alle |z] > X.

Daraus folgt, dass der Bereich fiir z, in dem |p(2)| < |p(0)] gilt, kompakt ist (also von einer
endlichen Kreisscheibe iiberdeckt werden kann und abgeschlossen ist). Nach dem Satz von Weierstrafl
nimmt die Funktion [p(z)| irgendwo in diesem Gebiet ihr Minimum an. Dieser Punkt sei zg.

|p(20)] = 0 und damit p(z) =0

Es wird nun behauptet, dass |p(zp)| = 0 und damit auch p(zp) = 0. Dies zeigt man durch einen
Widerspruchsbeweis.
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Dazu beweist man, dass es fiir jede Zahl z, fiir die p(z) # 0 ist, eine Zahl w gibt, sodass
Ip(z + w)| < |p(z)|. Man kann also durch eine geeignete Verschiebung in der komplexen Ebene den
Absolutbetrag einer Funktion immer verkleinern, sofern dieser Absolutbetrag nicht 0 ist. Diese Aus-
sage gilt nicht fiir reelle Zahlen. Also muss das Minimum von |p(z)| wirklich 0 sein und es gibt die
Nullstelle.

Zu dem Beweis dieser Behauptung schreibt man p(z+w) fiir festes 2z als Polynom in w, wobei
der konstante Term nun p(z) ist, was nach Voraussetzung nicht 0 sein soll. Es sei k die niedrigste
Potenz von w, zu welcher der Koeffizient (nennen wir ihn by) nicht verschwindet. Fiir sehr kleine w
kann man alle hoheren Potenzen vernachliissigen (auch dies wiire zuniichst noch zu zeigen) und man
betrachtet die Funktion p(z)+byw®. Man zeigt nun, dass man w (als komplexe Zahl) so withlen kann,
dass diese Funktion einen kleineren Absolutbetrag hat als p(z). Hier wird ausgenutzt, dass ¥ = a
immer eine (moglicherweise komplexe) Losung hat, was im néchsten Abschnitt gezeigt wird.

2¥ = 4 hat immer eine Losung

Mithilfe der Euler’schen Formel kénnen wir die Losung fiir 2* = a explizit angeben. Wir schreiben
a = re!¥ und dann lautet eine Losung

2= Hrexp (i%) . (9.42)

An dieser Stelle ist noch zu zeigen, dass zu jeder positiven reellen Zahl r eine k.te Wurzel in den
positiven reellen Zahlen existiert. Dies wird hier konstruktiv bewiesen in dem ich einen Algorithmus
angebe, wie man die n-te Wurzel berechnen kann.

Die Eindeutigkeit folgt aus den Eigenschaften der Ordnungsrelation. Wenn es zwei verschie-
dene positive reelle Zahlen y; und y2 gébe, sodass yi' = y5 = =, dann miisste entweder y; < yo oder
Y2 < y1 gelten (da y; # yo angenommen wurde und die Ordnungsrelation auf den reellen Zahlen
vollsténdig sein soll). Dann folgt aus Gl. 1.22 aber auch y} < y¥ oder y§ < y7. Wir erhalten also
einen Widerspruch.

Wir betrachten nun folgende Rekursionsformel:

1 T
= - -1 9.43
Yrt1 = — ((n Yk + y,’jl> (9.43)
mit Startwert yo = 1. Sie liefert eine Folge von reellen Zahlen {y;}, die gegen die n-te Wurzel von x
konvergiert. Die Konvergenz ist sogar sehr schnell, allerdings wiére sie an dieser Stelle erst zu beweisen.
Unter der Annahme der Konvergenz folgt sofort, dass y mit 4™ = x der Grenzwert der Folge ist, denn
aus der Gleichung

1 T
== -1 9.44
v= (- ) (9.44)
folgt y™ = x. Da die Menge der reellen Zahlen vollstandig ist, liegt der Grenzwert dieser Folge in den
reellen Zahlen und somit existiert die n-te Wurzel in R™.

9.1.6 Die komplexe Zahlenkugel und Mo&bius-Transformationen

Oftmals erweitert man die komplexe Zahlenebene C ~ R? noch um das Element oo und betrachtet
C = CU{oc}. Damit diese Menge zu einem kompakten Raum wird, definiert man offene Bélle B, (co)
um den Punkt co durch die Vorschrift:

B.(00) = {zeq|z| > 1}U{oo}. (9.45)
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Topologisch handelt es sich nun um eine Kugeloberflache, also eine kompakte Menge, die man als
Riemann’sche Zahlenkugel bezeichnet. Damit gilt unter anderem: Jede unendliche Folge komplexer
Zahlen besitzt auf C mindestens einen Haufungspunkt. Oft veranschaulicht man die Riemann’sche
Zahlenkugel durch die stereographische Projektion:

Gegeben sei die Kugel w? +w3 +w? = 1 im R? mit dem Nordpol n = (0,0, 1) und dem Siidpol
s = (0,0, —1). AuBerdem identifizieren wir C mit der Ebene R? = {(x,y,0)}, d.h. jede komplexe Zahl
z = x + iy entspricht einem Punkt z = (x,y,0) in dieser Ebene. Nun betrachten wir zu jedem Punkt
z = (z,y,0) die Gerade durch n und z, also (t) =n +t(z —n) = (tx,ty, 1 —t), welche die Kugel im
Punkt

1 _z—Z
w(z) 22,2y, |2 — 1) = TTE (z +z, — 2> — 1) (9.46)

schneidet. Umgekehrt wird ein Punkt w = (w1, ws,w3) auf der Kugel auf den Punkt z =
(w1, w2,0)/(1 — ws) und damit die komplexe Zahl z = (w; + iwg)/(1 — ws) abgebildet. Das Bild
des Norpols n ist der Punkt z = co. Diese Beziehung definiert eine bijektive Abbildung von CU {co}
auf die Kugeloberfliche (Abb. 9.2).

_ 1
IENEE

Abbildung 9.2: Stereografische Projektion der Riemann’schen Zahlenkugel auf die Ebene der komple-
xen Zahlen.

Eine besondere Klasse von komplexen Funktionen sind die Mdbius- Transformationen (be-
nannt nach August Ferdinand Mébius (1790-1868)) oder auch gebrochen lineare Transformationen:
az+b

z»—>f(z):cz+d mit ad —bec=1 (a,b,e,d € C). (9.47)

Die Bedingung ad — bc = 1 ist keine Einschrinkung, da sich ein gemeinsamer Faktor fiir alle vier
komplexen Zahlen herauskiirzt. (Damit die Transformation umkehrbar ist muss allerdings ad —be # 0
gelten.) Die Mobius-Transformationen bilden eine Gruppe, d.h. die Hintereinanderschaltung von zwei
Mobius-Transformationen ist wieder eine Mobius-Transformation; a = d = 1 und b = ¢ = 0 definieren
die Identitétstransformation f(z) = z. Die Gruppe hat dieselben Multiplikationsregeln wie die Gruppe

F:(a b) det F = 1. (9.48)

der Matrizen von der Form

c d
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Diese Gruppe bezeichnet man auch als SL(2,C), die spezielle lineare Gruppe in 2 Dimensionen mit
komplexen Matrizelementen. Da die Mobius-Transformation fiir die Koeffizienten a, b, ¢, d dieselbe ist
wie fiir —a, —b, —c, —d, die Matrizen aber verschieden sind, besteht eine Gruppenisomorphie zwischen
den Mobius-Transformationen und der Gruppe SL(2, C)/Z2, wobei sich ,modulo Zs* darauf bezieht,
dass zwei Elemente F' und —F aus SL(2,C) immer zu identifizieren sind.

Die Mobius-Transformationen sind bijektive Abbildungen von der Riemann’schen Zahlenkugel
auf sich selbst. Thre Besonderheit liegt darin, dass sie auf der Zahlenkugel eindeutig und aufler bei
20 = —d/c iiberall holomorph (siehe nichsten Abschnitt) sind mit einem einfachen Pol bei zy (siehe
Abschnitt 9.4.1). Diese Transformationen iiberfithren beliebige Kreise (sowohl in C als auch auf der
komplexen Kugel) wieder in Kreise (wobei wir in C auch Geraden einbeziehen). Fiir jede Mobius-

Transformation gilt fiir je vier Punkte z1, 29, 23, 24

(21— 28) (22 — 20) _ (F(21) = f(23)) (£ (22) — f(24))
(21— 2a) (22— 23)  (F(21) — F(za)(f(z2) — f(23)) (9.49)

Daher kann man mit einer Mo6bius-Transformation durch eine geeignete Wahl der Koeffizienten

drei beliebig vorgegebene (verschiedene) Punkte za, 23,24 in drei beliebig vorgegebene (verschiede-
ne) Punkte wy = f(z2),ws = f(z3),ws = f(z4) tiberfithren. Dazu setze man in obiger Gleichung
z1 = z und 16se nach f(z) auf.

9.2 Analytische bzw. holomorphe Funktionen

Wir hatten schon den Begriff der reell-analytischen Funktion eingefiihrt (siehe S. 78). Allgemein heifit
eine Funktion analytisch in einer offenen Umgebung U eines Punktes zy € U, wenn sie sich in U als
Potenzreihe um zy schreiben lisst:

F(2) =" an(z—z)". (9.50)
n=0

Bei einer reell-analytischen Funktion ist U C R, bei einer komplex-analytischen Funktion ist U C C.

9.2.1 Die Ableitung einer komplexen Funktion

Definition: Eine Funktion f(z): D — C (D C C) auf einem offenen Gebiet D der komplexen Ebene
heifit holomorph [holomorphic] an einem Punkt z, wenn sie in einer offenen Umgebung von z stetig
ist und die Ableitung f'(z) der Funktion am Punkt z, definiert durch

f(z+h)=f(z)+ f'(z)-h+o(h), (9.51)

existiert und eindeutig ist. Ist eine Funktion f(z) in allen Punkten einer offenen Umgebung D in der
komplexen Ebene holomorph, so bezeichnet man die Funktion als holomorph auf D.

Insbesondere die Forderung der Eindeutigkeit der Ableitung bzw. der Darstellbarkeit als komplexe
Zahl hat weitreichende Folgen, die in den folgenden Abschnitten betrachtet werden.

Fiir komplexe Funktionen sind die Bezeichnungen analytisch und holomorph gleichwertig
(manchmal sagt man auch regulir). Der Begriff analytisch ist insofern allgemeiner, als er auch auf
reelle Funktionen angewandt werden kann. Dass fiir komplexe Funktionen holomorph (Existenz der
Ableitung in einer offenen Umgebung) gleichbedeutend mit analytisch ist, folgt aus den Integraldar-
stellungen fiir komplexe Funktionen und wird in Abschnitt 9.3 bewiesen.
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Die Regeln zur Berechnung der Ableitung sind dieselben wie im Reellen:

fz)=2" = fl(z)=nz"""! (9.52)
fe) =% = [ =-nom (95)
@) =Ml = [)= (9.54)
f(z)=e¥ = [f(z)=ae” (9.55)
f(z) =sinaz = f'(z)=acosaz , f(z)=cosaz = f'(z)=—asinaz (9.56)
f(z) =sinhaz = f'(z) =acoshaz , f(z)=coshaz = f'(z)=asinhaz. (9.57)

Es gelten die Produktregel,
f2)=g()h(z) = [f(2) =7 (2)h(z) +g(2)(2), (9.58)

und die Kettenregel,

f2)=g(h(z)) = [f(2) =7 )N (), (9.59)

und damit auch die Quotientenregel.

9.2.2 Die Cauchy-Riemann’schen Differenzialgleichungen

Komplexe Zahlen z = x + iy lassen sich als Elemente der Zahlenebene R? interpretieren. Daher
kann man eine komplexe Funktion auch als zweikomponentige Funktion auf dem R? darstellen:
f(x+iy) = u(x,y) +iv(z,y). Umgekehrt ist aber nicht jede zweikomponentige Funktion auf dem R?
holomorph. Die Bedingung der Eindeutigkeit der Ableitung an einem Punkt als komplexe Zahl ist
sehr einschrénkend.

Wir betrachten eine beliebige, einmal stetig differenzierbare zweikomponentige Funktion auf
dem R2, also (u(z,y),v(z,y)) € R%2. Wir definieren die totale Ableitung nach der allgemeinen Vor-
schrift:

(u(m—i—hl,y+h2),v(as+h1,y+h2)) (9.60)
ou ou v v
= (u(z,y),v(z,y)) + (axm + @hz, %/”u + 6yh2> + o(h) (9.61)
ou Ou
= (u(x,y), v(z,y)) + gz g‘z < Z; ) +o(h). (9.62)
dr oy

Nun kommt die entscheidende Einschrinkung: Der in h; lineare Ausdruck soll sich als Produkt aus
der komplexen Zahl der Ableitung f'(z) = (a(z,y),b(z,y)) mit der komplexen Zahl h = (hy, ha)
schreiben lassen. Es soll also gelten:

f/(z)~h:<ah1—bh2,ah2+bh1>:<Z _ab><21>
2

Durch Vergleich mit Gl. 9.62 erkennen wir, dass dies nur moglich ist, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

ou Ov ou ov
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Man bezeichnet diese beiden Gleichungen als Cauchy-Gleichungen oder auch als Cauchy-

Riemann’sche Differentialgleichungen. Es handelt sich um Bedingungen an die Ableitungen einer

2-komponentigen Funktion auf dem R2. Sind diese Bedingungen erfiillt, ist die Funktion holomorph.!

Etwas anders ausgedriickt kann man auch sagen: Damit die 2 x 2 Matrix der ersten Ableitung

einer Funktion R? — R? der Matrixdarstellung einer komplexen Zahl entspricht (vgl. 9.6), miissen
die Cauchy-Gleichungen erfiillt sein.

Wegen der besonderen Bedeutung dieser Gleichung, méchte ich hier noch eine andere Perspek-

tive betonen. Da es sich bei den komplexen Zahlen um einen Zahlenkorper handelt, ist die Definition

)=t LD 1)

h—0 h (9.64)

sinnvoll (auf dem R? als 2-dimensionalem Vektorraum ist zunéchst nicht definiert, was die Division
durch h bedeuten soll - fiir die komplexen Zahlen schon). Der Ausdruck auf der rechten Seite ist aber
nach Gl. 9.61 mit h=! = (hy, —hs)/(h? + h3) und den Regeln der komplexen Multiplikation (GI. 9.2):

! <a“h1 0, 9 a%) < (hy, —h2) (9.65)

h2 + h2 \ oz oy 2 Oz oy
B 1 Ou o Ou Ov ov o, Ou ou, o, Ov, o OV
= h% T h% (8xh1 + 8yh2h1 + a$h1h2 + ath, a$h1h2 8yh2 + axhl + 8yh2h1

Die rechte Seite soll nun unabhéngig von h (d.h. insbesondere fiir alle Richtungen, die h in der Ebene
auszeichnen kann) im Limes A — 0 immer denselben Ausdruck ergeben. Setzen wir einmal hy = 0
und einmal h; = 0 und verlangen, dass die Ausdriicke gleich sind, folgt:

ou Ov ov ou
(ax’ m) - (63, ‘ay> (9:66)

Dies sind wieder die Cauchy-Gleichungen. Man kann sich auch leicht iiberzeugen, dass in diesem
Fall nicht nur die beiden Richtungsableitungen entlang der reellen und imagindren Achse gleich sind,
sondern dass alle Richtungsableitungen (also z.B. hy = ahs fiir beliebige reelle «) denselben Ausdruck
fiir f'(z) ergeben.

Fir z =2 +iy ist z = (2 +%)/2 und y = (z — z)/2i. Das bedeutet, jede Funktion F(x,y) auf
einem offenen Gebiet des R? lisst sich auch als f(z,%) := F((z +7%)/2, (2 — ) /2i) schreiben. Mit den
Differentialoperatoren

0 Jx 0 Oy 0 1/0 .0
0z 0z 0x + 0z Jy D) (635 B 18y> (9.67)
0 Jdxr 0 Oy 0 170 .0
wd 5 T Fae Tazay 2 (a:ﬁa;;) (9.68)
lassen sich die Cauchy-Riemann’schen Gleichungen auch in der Form
—fj( ) =0 (9.69)
—f(z%) = .

ausdriicken. Eine holomorphe Funktion héngt also nicht von Z ab. Zum Beweis schreibe man f(z,z) =
u(z,y) + iv(z,y), sodass

% (2,z) = % <8a:1: + laay) (u(z,y) + iv(z, y)) (9.70)
1/0 0 i/ 0 0
=3 <8xu(a¢,y) - 8yv(az,y)> + B (8yu<x’y) + &EU(%ZU)> : (9.71)

1Es gibt eine Einschrankung: Bei den Cauchy-Gleichungen handelt es sich um partielle Ableitungen, deren Existenz
nicht garantiert, dass es auch die totale Ableitung gibt. Beispielsweise erfiillen der Real- und Imaginérteil von exp —1/2%
bei z = 0 die Cauchy-Gleichungen, aber die Funktion ist trotzdem bei z = 0 nicht holomorph.
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Das Verschwinden des Real- und Imaginérteils dieses Ausdrucks entspricht den Cauchy-
Riemann’schen Gleichungen.

9.2.3 Holomorphe Funktionen und die 2-dimensionale Laplace-Gleichung

Aufgrund der Cauchy-Gleichungen erfiillen die Funktionen u(x,y) und v(z,y) beide die zweidimen-
sionale Laplace-Gleichung;:

0? 0 0 o o 52
3x2u($’y) = oz <8yv($’y)> =y (axv(ﬂi,y)) = _67y2u($7y)7 (9.72)
also
AN =A =0 d ent hend A =0 9.73
(8952 + 6y2> u(z,y) = Au(z,y) = und entsprechen v(z,y) =0. (9.73)

Losungen der Laplace-Gleichung bezeichnet man allgemein auch als harmonische Funktionen.

Damit sind Real- und Imaginérteile holomorpher Funktionen geeignete Kandidaten zur
Losung von zweidimensionalen Laplace-Gleichungen, wie sie beispielsweise in der Potenzialtheorie
oder auch der Stréomungslehre auftreten. Und da mit jeder holomorphen Funktion f(z) auch die
Ableitung f’(z) wieder eine holomorphe Funktion ist (mdglicherweise bis auf singulidre Punkte, an
denen Pole oder Verzweigungsstellen auftreten - siche Abschnitt 9.4.1), erhilt man aus einer einzelnen
holomorphen Funktion eine ganze Schar von Losungen der zweidimensionalen Laplace-Gleichung.

Als einfache Beispiele iiberzeuge man sich, dass sowohl die Real- als auch die Imaginérteile
der folgenden Funktionen die 2-dimensionale Laplace-Gleichung 16sen:

f(z)=2% = (22 —y?) +i2ay (9.74)
f2) =2 = wle®—y?) = 20 +i(y(? - y) + 20%) (9.75)
expz = expx(cosy+isiny) (9.76)
cosz = coszcoshy —isinxsinhy (9.77)

sinz = sinzcoshy+icoszsinhy. (9.78)

Umgekehrt kann man nun die Frage stellen, unter welchen Bedingungen sich eine (zweimal
stetig differenzierbare) Funktion u(z,y) als Realteil einer komplexen Funktion auffassen ldsst. Eine
notwendige Bedingung ist offensichtlich, dass es sich um eine harmonische Funktion handelt, sie also
die Laplace-Gleichung erfiillt. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend und man kann v(z,y) aus
u(x,y) berechnen. Sei v(z,y) eine Funktion, fiir die die Cauchy-Gleichungen mit u(x,y) gelten, also

(z,y) _ Ou(z,y) Ou(z,y) _ Ou(z,y)

e oy und oy~ or (9.79)

Wir konnen diese Gleichungen integrieren, wobei das Integral nicht vom Weg abhiingt (sofern sich
die Wege stetig ineinander iiberfiihren lassen):

@Y) 7 u(x!,y ov(z',y
To,Yo
(I,y) / / ! /
_ / (_au(a: ;y) Q' 4 Ol ;y>dy/> . (9.81)
(z0,Y0) Ay Oz

Fiir einen parametrisierten Weg (x(t), y(t)) von (2(0),y(0)) = (z¢, yo) nach (x(1),y(1)) = (x,y) folgt:

Y Oula(t),y() dz | Bu(x(t),y(t)) dy
v(rf,y)f/0 <— 9y P o dt) dt. (9.82)
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Ist u(x,y) bekannt und erfiillt u(z,y) die 2-dimensionale Laplace-Gleichung (dies ist die Integrabi-
litdtsbedingung, dass das obige Integral nicht vom Weg abhiingt), kann man v(x,y) berechnen. Die
Funktion v(z,y) ist bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Wihlt man speziell einen Weg (zg,y0) — (x,yo) gefolgt von (z,y0) — (z,y), so kann man

v(z,y) = /9: (_8u(gy’,y) . dx’) + /yj (Wdy') . (9.83)

In der Literatur findet man dafiir gelegentlich den Ausdruck mit unbestimmten Integralen:

v(z,y) :/(—m(ag;’y)dx) +/ <W+%/de) dy. (9.84)

Zwei harmonische Funktionen u(z,y) und v(z,y), welche die Cauchy-Gleichungen erfiillen,

auch scheiben:

bezeichnet man auch als konjugierte harmonische Funktionen. Die Gradienten solcher Funktionen

und damit auch die Aquipotenziallinien stehen senkrecht aufeinander:

O -0,
Vu - Vo = (Oyu, Oyu) - Y = (Oru, Oyu) - ) —0pu Oy + Oyudyu = 0. (9.85)
) Oyv Ozt ’ ’

9.2.4 Beispiel: Potenzialstréomung in der Fluiddynamik

Insbesondere 2-dimensionale Potenzialprobleme oder auch Potenzialprobleme in drei Dimensionen mit
einer Translationsinvarianz in einer Richtung (z.B. die Strémung um einen Zylinder oder das elektri-
sche Feld eines geladenen Zylinders) lassen sich mit komplexen Funktionen gut 16sen. Die Aufgabe
besteht oft darin, Randwerte zu beriicksichtigen, z.B. Dirichlet’sche Randbedingungen ®(x,y) = 0
oder von Neumann’sche Randbedingungen V®(z,y) -n = 0 fir (z,y) € 0G, wobei G der Rand
eines Gebiets G im R? ist (und n ein Normalenvektor auf diesem Rand) und innerhalb von G die
Laplace-Gleichung A®(z,y) = 0 erfiillt sein soll.

In der Stromungsmechanik kann man oft von einem inkompressiblen Fluid ausgehen. Diese
Néaherung ist besonders bei Fliissigkeiten sehr gut, es gibt aber auch Luftstromungen, bei denen diese
Niherung gerechtfertigt ist. Fiir das Geschwindigkeitsfeld v(z) eines solchen Fluids bedeutet dies:
V - v = 0; das Geschwindigkeitsfeld ist also divergenzfrei. Die Bewegung der einzelnen Teilchen des
Fluids z(t) erhiilt man durch Integration der Gleichung %(t) = v(z). Hier wurde angenommen, dass
es sich um eine stationére Stromung handelt, also die Stromung nicht explizit zeitabhingig ist. Wie
in der Magnetostatik kann man aus der Divergenzfreiheit schliefen, dass sich das Feld als Rotation
eines Vektorfelds schreiben ldsst: v = V x W. Dieses Vektorfeld wird zu einem skalaren Feld, wenn es
sich effektiv um ein zweidimensionales Problem handelt (also v, = 0 ist und v, und v, nur von den
Koordinaten x und y abhéingen):

o) = D () = -2, (9.56)

Man bezeichnet ¥(x,y) auch als Stromfunktion [stream function]. Offenbar steht v senkrecht zum
Gradienten von ¥,

v VU = —v,0, +vyv, =0, (9.87)

und damit verlaufen die Bahnkurven der Teilchen z(t) parallel zu den Linien ¥ = const. Die Strom-
linien zu konstanter Stromfunktion entsprechen also den unparametrisierten Bahnkurven.

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn man die Stromung als wirbelfrei annimmt, d.h.
es gilt zusdtzlich V x v = 0. In diesem Fall existiert ein skalares Feld ®(z), sodass v = V®(x). Bei
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einer effektiv zweidimensionalen Stromung bedeutet dies:

vy (2, y) = w vy(z,y) = (‘3(};(;;” (9.88)

Damit erfiillen die beiden Potenziale offenbar die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen, d.h.
die Funktion
F(z) = @(z,y) +1i¥(z,y) (9.89)

ist holomorph. Auflerdem erfiillen ® und ¥ beide die Laplace-Gleichung, A® = 0 und A¥ = 0, und
sie sind harmonisch konjugiert zueinander. Die Ableitung von F(z),

dF 9% 00 90U OV

"o oy oy tiaw e (9.90)

ist das komplexe Geschwindigkeitsfeld. Da V-v = 0 und V x v = 0, erfiillen die Komponenten v, und
—uv, ebenfalls die Cauchy-Gleichungen und definieren eine holomorphe Funktione f(z) = v, —iv,.
Das Feld ®(z,y) bezeichnet man als Potentialfunktion. Da sein Gradient gleich dem Ge-
schwindigkeitsfeld ist, stehen die Aquipotentiallinien senkrecht auf dem Geschwindigkeitsfeld und
damit auch senkrecht auf den Bahnkurven. An einer Wand muss die Geschwindigkeit der Stromung
parallel zur Wand sein, d.h. die Aquipotentiallinien von ® miissen senkrecht zur Wand stehen. Das
wiederum bedeutet, dass die Normalableitung von ¢ an der Wand verschwinden muss: V& - n = 0.
(Fiir ein ideales Fluid wird angenommen, dass die Viskositéit verschwindet; das bedeutet aber, dass
die zur Wand parallele Komponente der Geschwindigkeit an der Wand nicht verschwinden muss.)
Ein Beispiel bieten keilfsrmige Gebiete (siehe Abb. 9.3). Fiir die Funktion f(z) = z* gilt

f(2) = r*(cos ko + isin k). (9.91)

Die Nullstellen dieser Potenziale liegen auf den Geraden ¢ = 7n/k fiir den Imaginirteil und ¢ =
mn/k + /2 fiir den Realteil und beschreiben somit Keile mit einem Offnungswinkel o = 7/k.

- k > 2: Es handelt sich um spitze Winkel (Abb. 9.3(a)), z.B. a = 30° fiir k£ = 6.
- k= 2: Nun ist @ = 90° (Abb. 9.3(b)).
- 1 < k < 2: Der Winkel ist ein stumpfer Winkel zwischen 90° und 180° (Abb. 9.3(c)).

- 1/2 < k < 1: Es handelt sich um einen Winkel zwischen 180° und 360°. Die Potenziale ver-
schwinden zwar auf dem Rand des Keils, die Gradienten werden aber an der Spitze unendlich
groB3. (Abb. 9.3(d)).

- k = 1/2: Dies entspricht einem Winkel von 360°, also einer diinnen Wand, die sich vom Ursprung
nach unendlich erstreckt. (Abb. 9.3(e)).

Eine dhnliche Situation finden wir in der Elektrostatik in einem ladungsfreien Raum: Die
Rotation des elektrischen Feldes E verschwindet, also V x E = 0 wegen der Maxwell-Gleichung (da
kein sich zeitlich veréinderndes Magnetfeld vorhanden sein soll), und die Divergenz verschwindet,
V - E = 0, wenn keine Ladungen vorhanden sind. Die Rotationsfreiheit wird durch den Ansatz
E = —V® erfiillt und die Divergenzfreiheit fiihrt wieder auf die Gleichung A® = 0.

Handelt es sich bei der Berandung des Gebiets um eine leitende Wand, muss das elektrische
Feld senkrecht auf dieser Wand stehen, da sonst Strome in der Wandfliche induziert wiirden. Das
bedeutet, dass die Aquipotenziallinien parallel zu den Wandfliichen verlaufen miissen.

Im effektiv zweidimensionalen Fall konnen wir auch wieder ein skalares Feld ¥(x, y) definieren,
das man in diesem Fall Feldfunktion nennt, und dessen Feldlinien ¥ = const den Feldlinien des
elektrischen Feldes entsprechen.
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(a) (b) (©)

:Z

Abbildung 9.3: Verschiedene keilférmige Gebiete, zu denen sich mit den holomorphen Funktionen
f(z) = z® Potenziale finden lassen. Eingetragen sind Beispiele fiir konstante Stomlinien, die den
Bahnkurven von Teilchen in der Strérmung entsprechen. (Nach [Guyon 1997])

9.2.5 Konforme Abbildungen und holomorphe Funktionen

Definition: Fine lineare Abbildung C : R™ — R™ (C' # 0) auf dem R™ mit dem Skalarprodukt (-, -)
und der Norm ||z|| = \/{(x,x) heifst konform [conformal linear mapping/, wenn
(Cz, Cy) (z.y)

= Ve,y € R". (9.92)
ICzlICyll [zl ¥l

Im R? verlangt man meist noch zusditzlich, dass die Orientierung erhalten bleibt, also det C' > 0.

Eine konforme Abbildung ist also winkelerhaltend. Sie besteht im Wesentlichen aus einer Drehung
und einer Streckung.

Definition: Fine stetig differenzierbare Funktion f : U — R™ (U C R™ offen) heifit konform, wenn
Df(z) ~ %(m) fiir alle x € U eine lineare konforme Abbildung ist.

Tj

Da die Jacobi-Matrix %@@ einer konformen Funktion an jedem Punkt winkelerhaltend ist, werden
Kurven im R” so aufeinanéier abgebildet, dass sich an ihren Schnittpunkten die Tangenten unter dem-
selben Winkel schneiden. Daher sind konforme Abbildungen auch sehr beliebt als Koordinatentrans-
formationen: Orthogonale Koordinatensysteme werden wieder in orthogonale Koordinatensysteme
iiberfiihrt.

In zwei reellen Dimensionen und beziiglich des kanonischen Skalarprodukts (z,y) = z1y1 +

Z2yo hat eine lineare konforme Abbildung immer folgende Form:

O a b ., cosp  sing (9.93)
b a —singy cosp

e b
T = a2+b2 s COS@:%W 5 Sin@zﬁ. (994)

mit
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Beweis: Fiir zwei beliebige Vektoren £ = (21, 22)7 und y = (y1,y2)7

a b
C’(C d) (9.95)

und eine allgemeine Matrix

ist zu zeigen:

(x,y) = a*(Cz,Cy) (9.96)

bzw.
Ty + Toys = o?(axy + bry)(ayy + byz) + (cxq + doo)(cyr + dys) (9.97)
= a*((a® + A)xyyr + (ab + cd)(x1y2 + y122) + (b + d*)z2ys) . (9.98)

Hierbei ist @ > 0 ein beliebiger Streckungsfaktor. Daraus folgen die beiden Gleichungen
A+ =0+ d und ab+cd=0. (9.99)
Da auflerdem ad — be > 0 sein soll, haben diese Gleichungen nur die Losungen a = d und ¢ = —b.

Satz: Die Elemente der Jacobi-Matrizen der konformen Funktionen in zwei reellen Dimensionen
erfiillen die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. Das bedeutet: Holomorphe Funktionen
f(2) definieren konforme Abbildungen auf offenen Gebieten (in denen f’(z) # 0) im R? und alle
konformen Abbildungen im R? lassen sich durch holomorphe Funktionen ausdriicken.

Der Riemann’sche Abbildungssatz besagt, dass sich jedes einfach wegzusammenhéngende of-
fene (nicht leere) Gebiet in C konform bijektiv auf die Einheitskreisscheibe in C abbilden lésst.
Die Mobius-Transformationen sind die einzigen globalen konformen Abbildungen der Riemann’schen
Zahlenkugel auf sich selbst.

Anwendungen finden konforme Transformationen beispielsweise in der Kartografie, da sich
unter konformen Transformationen nicht nur Lingen- und Breitengrade wieder unter 90° schneiden,
sondern lokal (also in kleinen Gebieten) auch die relativen Lingenverhiltnisse und damit die Form
von Gebieten gleich bleiben. Global muss allerdings beriicksichtigt werden, dass die Streckungsfak-
toren sehr unterschiedlich sein kénnen und damit manche Gebiete iibertrieben grofl im Vergleich zu
anderen Gebieten dargestellt werden. Fine wichtige Anwendung in der Physik finden konforme Ab-
bildungen in der allgemeinen Relativitdtstheorie bzw. allgemeiner in der Differentialgeometrie: Hier
werden Mannigfaltigkeiten durch lokale Karten dargestellt und konforme flache Darstellungen einer
gekriitmmten Mannigfaltigkeit geben oft ein besonders gutes Bild der lokalen Verhéltnisse.

9.3 Der Cauchy’sche Integralsatz

Eine komplexwertige stetige Funktion lésst sich entlang eines geschlossenen Weges integrieren. Ein
geschlossener Weg v : [0,27] C R — C mit ¢ — 2(t) ist dabei wiederum eine Abbildung von einem
(reellen) Intervall (das ich der Einfachheit halber gleich dem Intervall [0,27] gewihlt habe) in die
komplexen Zahlen, sodass z(0) = z(2m). Das Integral ist dann

]{f(z) dz = /0% (f(z(t))ji) dt. (9.100)
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Mit der Darstellung f = u(z,y) +iv(z,y) und 4 = 92 4+ i kénnen wir explizit schreiben:

2
+i / (u(x(t),y(t))dy +v(x(t),y(t))dx) d. (9.102)
0 dt dt
Auf der rechten Seite stehen nun zwei gewthnliche Riemann’sche Integrale entlang geschlossener
Wege. Diese Wege liegen zwar in der xy-Ebene, wir kénnen aber trotzdem den Stokes’schen Satz aus
Kapitel 7 anwenden,? wenn wir uns die von dem Weg berandete Fliche ebenfalls als Fliche in der xy-
Ebene vorstellen (das von dem Weg umrandete Gebiet sei einfach zusammenhéngend). Die Rotation
dieses Vektorfeldes hat nur eine z-Komponente, ist also parallel zum Normalvektor der Fliche in der
xy-Ebene, tiber die beim Stokes’schen Satz integriert wird.
Fiir den Realteil ist das Vektorfeld, das entlang des geschlossenen Weges integriert wird, durch
Fio = (u,—v) gegeben. Aufgrund der Cauchy-Gleichungen O0yu = —0zv verschwindet die Rotation
dieses Feldes und damit auch der Realteil des Integrals. Fiir den Imaginérteil wihlen wir Fin = (v, u).
Wiederum folgt aus den Cauchy-Gleichungen, dyv = 0,u, dass die Rotation dieses Vektorfeldes
verschwindet und damit auch der Imaginérteil des Integrals.

Integralsatz von Cauchy: Sei f(z) eine in einem Gebiet U holomorphe Funktion, D C U ein
einfach zusammenhingendes Gebiet in U und v = 0D der Rand von D (der ganz in U liegen soll).
Dann gqilt

7( F(z)dz=0. (9.103)

Diesen Satz konnen wir auch auf Gebiete D verallgemeinern, die nicht einfach zusam-
menhéngend sind: Sei v ~ C' ein Weg, der das Gebiet D umrande und seien v; ~ —C; (die Wege =
und 7; werden im mathematisch positiven Sinn durchlaufen, die Wege C; im mathematisch negativen
Sinn; vgl. Abb. 9.4) Wege im Inneren des Gebietes D, die sich nicht schneiden und auch nicht inein-
ander verschachtelt sind, und sei f(z) eine Funktion, die in dem von C und C; berandeten Gebiet

7{ f2)ds =3 74 £(2)dz. (9.104)

i Yi

holomorph ist, dann gilt:

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Abb. 9.4.

Nun berechnen wir das Wegintegral um den Nullpunkt iiber die komplexe Funktion f(z) = 2™
fiir n € Z. Fiir n > 0 ist f(z) holomorph (sogar in der gesamten komplexen Ebene C, nicht allerdings
auf der Zahlenkugel bzw. C), sodass in diesem Fall das Integral nach dem Cauchy’schen Integralsatz
verschwinden sollte. Da f(z) auflerhalb von z = 0 immer holomorph ist, kénnen wir einen Weg um
den Punkt z = 0 immer als Kreisweg mit Radius » withlen. Mit der Parametrisierung z = z(p) = rel¥
folgt dz = ire'? dy und wir erhalten

27 27
. . . 0 -1
jé 2"dz = / re™?ire¥ dp = i/ ritleinte g = n# (9.105)
g o 0 o n=—1

1 1 n=-1
— f 2"dz = . (9.106)
2mi J, 0 sonst

2Alternativ kénnen wir auch den Gauf’schen Satz in zwei Dimensionen anwenden; wir haben in Kapitel 7.4.3

gesehen, dass diese beiden Integralsidtze dquivalent sind. Die beiden Felder Fre und ﬁim sind dual zueinander.
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Abbildung 9.4: Die Wege C,C; und C5 lassen sich
zu einem Weg verbinden, der sich stetig zu ei-
nem Punkt zusammenziehen lidsst. Man beachte,
dass C' im mathematisch positiven Sinn (entgegen
dem Uhrzeigersinn) durchlaufen wird, die Wege C4
und Cj aber im negativen Sinn (im Uhrzeigersinn)
durchlaufen werden. Fiir die Summe aller Wege gilt
der Cauchy’sche Integralsatz.

Fiir n # —1 verschwindet das Integral iiber ¢, da iiber ein Vielfaches der vollen Periode der Sinus-
bzw. Kosinus-Funktion integriert wird.

Dieses zunéchst sehr iiberraschende Resultat ldsst sich noch aus einem anderen Blickwinkel
verstehen: Jede Potenz f(z) = 2™ hat eine Stammfunktion F'(z) = n%rlz”*l (fiir n # 1). Nach dem
Hauptsatz der Integralrechnung hiingen Wegintegrale iiber f(z) somit nur vom Wert von F(z) am
Anfangs- und Endpunkt ab, und Integrale iiber geschlossene Wege verschwinden. Der Fall n = 1
ist eine Ausnahme: Die Stammfunktion zu f(z) = 27! ist F(2) = Inz. Der Logarithmus ist aber
mehrwertig:

z=rexp(ip+27in) = Inz=Inr+i(p+2mm) neZ. (9.107)

Ein geschlossener Weg um den Ursprung bringt uns auf ein anderes Blatt der Riemann’schen Fliche
(siehe Abschnitt 9.5), und die Werte des Logarithmus beim selben Argument zwischen benachbarten
Flédchen unterscheiden sich gerade um 2i.

Sei «y ein beliebiger stetiger geschlossener Weg in C um einen Punkt zy. Dann gilt

j{ %dz = (27i) n(7; 20) - (9.108)
~ (2 = 20)

Man bezeichnet die ganze Zahl n(v; zo) als die Windungszahl von v um den Punkt z.

Satz (Integralgleichung von Cauchy): Sei f(z) eine in einem (einfach zusammenhingenden)
Gebiet U holomorphe Funktion und -y ein geschlossener Weg in U, der den Punkt z einmal im positiven
Sinne umkreise. Dann gilt

2ri (—=z

Liegt z auflerhalb des Wegs v, verschwindet Integral (nach dem Integralsatz von Cauchy).

! % 1(©) ¢ = f(2). (9.109)

Zum Beweis verwenden wir die Tatsache, dass wir  beliebig eng um den Punkt z zusammenziehen
kénnen. Da f stetig und holomorph sein soll, ist fiir einen solchen Weg f(¢) = f(z) und damit folgt
das Ergebnis aus der obigen Integralformel.

Leiten wir die beiden Seiten von Gl. 9.109 n-mal nach z ab, erhalten wir:

1 f(©)

1
S e S TR (9.120)
ol .

Auf der linken Seite steht das Integral {iber eine holomorphe Funktion (ausgenommen am Punkt
¢ = z, dieser wird jedoch nicht angenommen, sofern der Weg aufien herumléuft), rechts steht die n-te



9.4. RESIDUENKALKUL 179

Ableitung der Funktion f. Damit ist gezeigt, dass eine holomorphe Funktion beliebig viele Ableitungen
besitzt. Da man z innerhalb des Bereichs, in dem f holomorph ist, beliebig wihlen kann, ist f(z)
durch diese Integrale eindeutig definiert.

Damit erhalten wir folgende Aquivalenzen von Aussagen iiber eine Funktion in der Umgebung
einer komplexen Zahl (aus [Wiki-holomorph)]):

1. Eine Funktion ist einmal komplex differenzierbar.
2. Eine Funktion ist beliebig oft komplex differenzierbar.

3. Real- und Imaginérteil erfiillen die Cauchy-Gleichungen und sind einmal stetig reell differen-

zierbar.

4. Die Funktion ist komplex-analytisch (d.h., sie ldsst sich in eine komplexe Potenzreihe ent-
wickeln).

5. Die Funktion ist stetig und das Wegintegral der Funktion iiber einen beliebigen geschlossenen
zusammenziehbaren Weg verschwindet.

6. Die Funktionswerte innerhalb einer Kreisscheibe lassen sich aus den Funktionswerten auf dem
Rand der Kreisscheibe nach dem Cauchy’schen Integralsatz bestimmen.

9.4 Residuenkalkiil

Nach dem Cauchy’schen Integralsatz bzw. den Cauchy’schen Integralgleichungen kénnen Integrale
iiber holomorphe Funktionen entlang geschlossener Wege nur dann von null verschieden sein, wenn die
Funktionen an bestimmten Stellen innerhalb dieser Wege nicht definiert sind. Das erlaubt umgekehrt
die Berechnung von Integralen, indem man die Funktionen an diesen singulédren Stellen untersucht.
Eines der wichtigsten Hilfsmittel in diesem Zusammenhang ist der Residuensatz.

9.4.1 Laurent-Entwicklung und isolierte Singularititen

Es sei Dy = {z]|0 < |z — 29| < R} das offene Gebiet einer Kreisscheibe ohne den Mittelpunkt. Eine
Funktion f(z) sei in Do holomorph. Dann gibt es drei Moglichkeiten fiir das Verhalten von f(z) an
der Stelle zq:

1. Die Funktion f(z) ist beschrénkt in einer Umgebung von zp. Dann lédsst sich f(z) holomorph
fortsetzen. In diesem Fall spricht man von einer behebbaren Singularitit. Solche , Singularitdten
sind eigentlich keine singulédren Stellen. Ein typisches Beispiel ist die Funktion

£(2) = (= 0) (0.111)

Durch die Definition f(0) = 1 wird diese Funktion holomorph auch bei z = 0.

sin z

z

2. Die Funktion besitzt in der Umgebung von zq eine Laurent-Entwicklung der Form
fz)= > ar(z—2)". (9.112)
k=—n
In diesem Fall ist die Funktion g(z) = (2 —20)" f(2) in einer Umgebung von zo beschrénkt. Man
spricht von einer Polstelle bzw. einem Pol n-ter Ordnung. Man erhilt die Koeffizienten aj, aus

der Integralformel:
1

21 5

ak (z — 20)" 1 f(2)dz, (9.113)
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wobei 7y ein geschlossener Weg in Dy ist, der sich einmal im positiven Sinn um zy windet.

3. Die Funktion besitzt in der Umgebung von z( eine Laurent-Entwicklung der Form

oo

)= ) ar(z—2)"* (9.114)

k=—o00

und die Funktion g(z) = (z — 29)"f(z) ist flir keinen Wert von n beschrénkt in einer Um-
gebung von zg. Eine solche Singularitéit bezeichnet man als wesentliche Singularitit [essential

singularity]. Ein Beispiel fiir eine Funktion mit einer wesentlichen Singularitét ist

f(z) = exp (i) 2#£0. (9.115)

Hier gilt der grofle Satz von Picard: In jeder beliebig kleinen Umgebung von zy nimmt die
Funktion f(z) jeden beliebigen komplexen Wert, eventuell mit Ausnahme eines Punktes, un-
endlich oft an. Die Funktion exp(%) nimmt in einer Umgebung von z = 0 (diesen Punkt selbst
ausgeschlossen) den Wert 0 nicht an. Der Satz von Weierstraf§ und Casorati besagt, dass man
bei einer wesentlichen Singularitit einer Funktion f(z) (an der Stelle zp) zu jedem Wert a € C
eine Folge {z;} — 2o finden kann, sodass {f(z;)} — a.

9.4.2 Meromorphe Funktionen

Eine Funktion f(z), die in einem Gebiet D nur isolierte Singularitéiten hat, die Polstellen sind, be-
zeichnet man als meromorph [meromorphic]. Insbesondere sind Quotientenfunktionen von Polynomen

meromorphe Funktionen auf C:

P(2)
Q(z)

f(z) = mit  P(z) = a2, Q(z) = bt (9.116)
k=0 k=0

In der Umgebung einer Polstelle 2y besitzen meromorphe Funktionen eine Entwicklung der Form

o0

fz)= > an(z—2)*. (9.117)

k=—n

Eine solche Entwicklung bezeichnet man als Laurent-Reihe und n nennt man die Ordnung der Pol-
stelle. Die Koeffizienten aj erhélt man mit der Integralformel:
1 f(©)
— ¢ —————d( = ax. 9.118
Ist f(z) eine meromorphe Funktion in einem Bereich D, dann ist auch der Kehrwert 1/f(z) eine
meromorphe Funktion in diesem Gebiet.

9.4.3 Der Residuensatz

Es sei D C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet. f(z) sei holomorph in D — {z;}, also in dem
Gebiet D aufler an isolierten Punkten z;, wo f(z) Polstellen haben soll. v sei ein Weg in D, der die
Polstellen bei z; insgesamt einmal umschlieit (siche Abb. 9.5). Dann kann nach Gl. 9.104 das Integral
entlang - ersetzt werden durch eine Summe von Integralen jeweils entlang von Kreisen K;, welche
die isolierten Polstellen an den Punkten z; umranden.
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Abbildung 9.5: Das Integral iiber eine Funktion
f(2) entlang des geschlossenen Weges 7 lisst sich
durch Integrale um die Polstellen z; von f(z) in-
nerhalb des von v umrandeten Gebiets bestimmen.
Dort tragen jeweils die Residuen von f(z) an den
Stellen z; bei.

Um den Beitrag dieser Integrale zu bestimmen, betrachten wir zu jedem z; eine Umgebung
Ur(zi) = {2]|0 < |z — 2| < r}. Der Radius dieser offenen Umgebung sei kleiner als der Konvergenzra-
dius einer Laurent-Entwicklung von f(z) um den Punkt z;:

oo

f(z)= Z ap(z)(z — z)k z <. (9.119)

k=—n

Die Kreise K; liegen innerhalb des Gebiets U,.(z;). Dann folgt aus Gl. 9.106, dass
% f(z)dz =2mia_1(%). (9.120)
K;

Den Koeffizienten a_1(z;) zu dem Pol 1. Ordnung am Punkt z; bezeichnet man als das Residuum der
Funktion f(z) an der Stelle z;. Man schreibt dafiir auch schon mal

a—1(z;) = Res f(2)] oder auch Rzesf bzw. Res,,(f). (9.121)

Wir erhalten also insgesamt:
f{ f(z)dz =21 Resf, (9.122)
gl =1

wobel z; (i =1,...,n) die Polstellen der Funktion f innerhalb des von v umrandeten Gebiets sind.

9.4.4 Anwendungen des Residuensatzes

Eine wesentliche Anwendung des Residuensatzes besteht in der Berechnung von Integralen. In vielen
Féllen handelt es sich dabei um Integrale entlang der gesamten reellen Achse oder entlang einer reellen
Halbachse (von 0 bis oo oder von —oo bis 0, etc.).

Zwei Theoreme sind hier hilfreich (nach [Sommer 1970]):

Sei C' ein Weg in der komplexen Ebene, der sich an beiden Enden nach Unendlich erstreckt
und ein Gebiet G umrande (Abb. 9.6). AuBlerhalb eines Radius R sollen sich die Teile des Weges
innerhalb eines Sektors der komplexen Ebene (Offnungswinkel o) befinden. Sei f(z) eine Funktion,
die holomorph in G ist mit Ausnahme endlich vieler isolierter Singularitédten bei z;. Aulerdem gelte:
Es gibt ein a > 1, sodass lim|;|_, |2|%|f(2)| — 0 fiir z € G. Anschaulich: f(z) verschwindet fiir grofe
Werte von z innerhalb des Segments von G schueller als 1/|z|. Dann kann man den Weg C' entlang
eines Kreisausschnitts S mit Radius R schlielen; dieses Integral trigt im Grenzfall R — oo nichts
bei und man kann den Residuensatz anwenden. Sehr oft handelt es sich bei dem Kreisausschnitt um
einen Halbkreis iiber die obere oder untere komplexe Halbebene.



182 KAPITEL 9. EINFUHRUNG IN DIE FUNKTIONENTHEORIE

Abbildung 9.6: Der Weg C verlauft fiir R grof} in-
nerhalb des Segments mit Offnungswinkel o. Er
kann iiber den Kreisbogen S im Grenzfall R — oo
geschlossen werden. Wenn die holomorphe Funkti-

on fiir |z| = oo schneller als 1/|z| gegen null geht,

trigt das Integral iiber den Kreisbogen nichts bei.

Ein zweiter Satz betrifft besonders Integrale, die bei Fourier-Transformationen auftreten (sie-
he Kap. 13). Sei f(z) eine in C holomorphe Funktion mit Ausnahme endlich vieler isolierter Singu-
laritdten z1, ..., z,, die nicht auf der reellen Achse liegen sollen. Auflerdem gelte: Es gibt Konstanten

R > 0und K > 0, sodass |z||f(z)| < K fiir |z] > R. Die obere bzw. untere komplexe Halbebene seien
+oo
H, (Im(z) > 0) und H, (Im(z) < 0). Dann existiert das Integral / f(z)e*® da fir a # 0 und es

gilt:
27i Z Resf(z)e'**  fiir a > 0
2 €H, -

—27i Z Resf(z)e'** fiir a <0.
zRkE€EHy *

/_ h f(z)e*® dx = (9.123)

Man kann leicht beweisen (siehe z.B. [Sommer 1970]), dass die Halbkreisbdgen ,,im Unendlichen“ um
die obere bzw. untere Halbebene nicht zum Integral beitragen, da die Exponentialfunktionen in ima-
gindrer Richtung fiir die jeweiligen Félle schnell genug abnehmen. Durch einen solchen Halbkreisbogen
wird der Integrationsweg geschlossen und man kann den Residuensatz anwenden.

< 1

0071+$2dx

Beispiel: /

Die Funktion f(z) = 1—5-% erfiillt die Bedinung: Es gibt ein ¢ > 1 (z.B. a = 3/2), sodass
lim; 500 [2]°f(2) — 0. Also konnen wir den Weg iiber die obere (oder untere, dann dreht sich
die Umlaufrichtung um) Halbebene schliefien und den Residuensatz anwenden. Es gibt innerhalb der

oberen Halbebene nur eine Singularitéit bei z =i. Da

1 1
= = -124
&) =12 = ey (9.124)
hat f(z) an der Stelle z =i das Residuum Resf = 1/(2i). Somit folgt.
< 1 .1

e 1

5 5 e*rdy
0o A° T

Beispiel: /

Die Voraussetzungen fiir die Anwendung des zweiten Satzes sind wieder erfiillt. Diesmal miissen wir
beide Singularitéiten berticksichtigen: z = ia in der oberen Halbebene und z = —ia in der unteren
Halbebene. Die Residuen sind:

. 1 1 ; 1
ikz 1 /e _ _ ikz — _
I%ssf(z)e s exp(ik(ia)) . exp(—ka) und Ii?asf(z)e %a exp(ka) (9.126)



9.5. ANALYTISCHE FORTSETZUNG - RIEMANN'’SCHE FLACHEN 183

Damit erhalten wir:

0o 1 gexp(—ka) fiir k >0
i T
/ 21 ekt qy = = exp(—|k|a) . (9.127)
- T exp(ka) fiir k<0
a

9.5 Analytische Fortsetzung - Riemann’sche Fliachen

Wie wir gesehen haben, besitzt jede auf einem Gebiet D holomorphe Funktion f(z) eine Taylor-
Entwicklung um jeden Punkt zy € D:

© £(n)(, 0
f(z) = Z fTSO)(Z —z0)" = Z an(z — 20)" . (9.128)
n=0 ' n=0

Der Konvergenzradius r dieser Potenzreihe ist mindestens so grof}, wie der minimale Abstand von zg
bis zu einem Randpunkt von D. Er ldsst sich aus den Koeffizienten a,, abschétzen:

1 Qn,
r = lim bzw. r = lim 9.129
n— 00 n/|an‘ Nn—00 | Ap 41 ( )

Satz: Es seien f und g zwei in einem Gebiet D C C holomorphe Funktionen. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

1. f(2) = g(2) fiir alle z € D. Die beiden Funktionen sind in D also identisch.

2. Es gibt einen Punkt zy € D, fiir den f(™(zy) = ¢\ (%) fiir alle n = 0,1,.... Die beiden
Funktionen haben um den Punkt 2 also dieselbe Taylor-Entwicklung.

3. Es gibt eine Teilmenge F C D mit einem Hiufungspunkt, sodass f(z) = g(z) fiir alle z €
E. (E kann aus diskreten Punkten bestehen, allerdings muss es ein Element zy € E geben,
sodass in jeder Umgebung von zp Elemente aus FE liegen.) Dieser Satz impliziert, dass die
Nullstellen einer holomorphen Funktion, die nicht identisch verschwindet, isoliert sind (also
keine Haufungspunkte bilden).

Es seien zwei Funktionen f1(z) und f2(z) gegeben; f1(z) sei holomorph in dem Bereich D; und f»(z)
sei holomorph in Ds. Weiterhin sei D C Dy N Dy eine nicht-leere offene Menge, und fi(z) = fa(2)
fiir z € D, dann bezeichnet man f5 als die analytische Fortsetzung von f; (und umgekehrt). Es gibt
dann eine eindeutige Funktion f(z), die in dem Gebiet D7 U Dy holomorph ist und in D7 mit f; und
in Dy mit fy iibereinstimmt. Diese Konstruktion erlaubt die analytische Fortsetzung von Funktionen,
die zunéchst nur in einem eingeschriankten Gebiet definiert sind, zu einem grofleren Gebiet.

Eine holomorphe Funktion ist in der Umgebung von reguldren Punkten durch ihre Potenzrei-
henentwicklung eindeutig gegeben. Nun kann man versuchen, durch eine geeignete Wahl von Punkten
z; innerhalb dieser Umgebung (aber moglichst weg von einer Singularitéit jenseits des Rands dieser
Umgebung) die Funktionen analytisch fortzusetzen. Oftmals geschieht dies auch durch Integraldar-
stellungen der Funktionen.

Betrachten wir als Beispiel die geometrische Reihe der Funktion

142z

1 oo
= (—1)ks* fiir |z < 1. (9.130)
k=0
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Der Konvergenzradius dieser Reihenentwicklung ist |z| = 1, da die Funktion bei z = —1 einen Pol
erster Ordnung hat. Man kann nun eine Reihenentwicklung um z = 1 vornehmen und erhélt:

11 1 IS (z—1)F "
il Y curw ey 516220(4)"?27& fiir |2 < 2. (9.131)

Bei manchen Punkten, an denen eine Funktion nicht holomorph ist, ist eine analytische Fort-
setzung um diese Punkte herum méglich (siehe Abb. 9.7). Dabei kann es vorkommen, dass die Funk-
tion in Bereichen, die sich iiberlappen, die aber entlang unterschiedlicher (insgesamt nicht zusammen-
ziehbarer) Wege durch analytische Fortsetzung entstanden sind, nicht dieselben Werte annehmen. Ein
Beispiel ist die Wurzelfunktion f(z) = 2'/2, die bei z = 0 nicht holomorph (und damit dort auch nicht
analytisch) ist. Die Zweideutigkeit des Vorzeichens der Wurzelfunktion hat zur Folge, dass eine ana-
lytische Fortsetzung um den Punkt z = 0 herum zum jeweils negativen Vorzeichen fithrt. Das erkennt
man am deutlichsten, wenn man die Darstellung z = re'? wihlt, wodurch f(z2) = /z = +4/rel?/?
wird. Erst eine ,Drehung® um 47 (d.h. eine analytische Fortsetzung, die sich zweimal um z = 0
windet) ergibt wieder denselben Funktionswert.

Abbildung 9.7: Analytische Fortsetzung um eine Sin- ‘

gularitdt S. Ausgehend von einem holomorphen Be-

=

reich um einen Punkt z¢ kann man die Funktion ein-

mal zu Bereichen um z; und 2z, fortsetzen und einmal ’
zu Bereichen um z3 und z4. In dem iiberlappenden
Bereich hinter der Singularitit S (schraffierter Be-
reich) miissen die Werte nicht {ibereinstimmen. Falls
die Werte iibereinstimmen, handelt es sich bei S um

eine Polstelle, andernfalls um eine Verzweigungsstelle.

In diesem Fall muss man die komplexe Ebene zu einer sogenannten Riemann’schen Fldche
erweitern. Bei der Wurzelfunktion ist die zugehérige Riemann’sche Fliche die doppelte Uberlagerung
der komplexen Ebene (siehe Abb. 9.8a). Bei der Logarithmus-Funktion f(z) = Inz gibt es sogar eine
unendliche Uberlagerung, da ein Punkt z = 7el¥ auf f(2) = Inr + ip abgebildet wird und somit bei
einem Umlauf in der komplexen Ebene ¢ — ¢ 4 27 das Bild in einer neuen Ebene der Riemann’schen
Fléche landet (Abb. 9.8b).

Besitzt eine Funktion mehrere Verzweigungsstellen dieser Art (z.B. f(z) = \/2(z — 1)(z + 1)
mit den Verzweigungspunkten z = 0,41, —1), kann die zugehorige Riemann’sche Fliche recht kom-
pliziert werden.
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Beispiele:
f(z) =z mit a =0: f(2) = log(z) mit oo = 0:

Re(z) Re(z)

0

Imlz]

, Wendeltreppe“

Abbildung 9.8: Riemann’sche Flichen fiir verschiedene Funktionen (aus [Dittmaier 2017]). Der Winkel
« gibt an, entlang welcher Linie der Verzweigungsschnitt gelegt wurde.
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Kapitel 10

Distributionen

Distributionen spielen in der Physik in vielen Bereichen eine wichtige Rolle. Sie beschreiben verallge-
meinerte Verteilungen, beispielsweise die Ladungs- oder Massendichte eines Punktteilchens. Sie treten
aber auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie auf, z.B. wenn die (kumulative) Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion Spriinge macht, wie es bei diskreten Ereignissen der Fall ist.

Paul Dirac (1902-1984) hat das Konzept der Delta-Distribution Anfang der 1930er Jahre
im Rahmen seiner Arbeiten an der Quantenmechanik entwickelt; Ende der 1940er Jahre wurde es
von Laurent Schwartz (1915-2002) mathematisch préziser gefasst. Allerdings hatte Sergei Lwowitsch
Sobolew (1908-1989) schon in den 1930er Jahren bedeutende Ergebnisse auf diesem Gebiet erzielt,
die Schwartz aber nicht bekannt waren. Wéahrend Dirac noch versuchte, beispielsweise die Delta-
‘Funktion’ als gewohnliche Funktion aufzufassen, die allerdings an einer Stelle den Wert Unendlich
annimmt, und dieses ‘Unendlich’ dann durch eine Integraleigenschaft spezifizierte, werden Distributio-
nen heute als lineare Funktionale auf sogenannten Testfunktionenrdumen verstanden. Oft bezeichnet
man Distributionen auch als verallgemeinerte oder generalisierte Funktionen. Der Grund wird spéter
offensichtlich.

Lineare Abbildungen in einen Zahlenkorper haben wir im Zusammenhang mit der Theorie der
Vektorrdume kennengelernt: Der Dualraum V* zu einem Vektorraum V' ist der Raum aller linearen
Abbildungen von V in den Koérper K von V. Bisher handelte es sich dabei um endlich-dimensionale
Vektorrdume. Nun werden wir speziell unendlich-dimensionale Vektorrdume betrachten. Dabei han-
delt es sich nahezu ausschliefilich um Vektorrdume von Funktionen, daher bezeichnen wir die linearen
Abbildungen von solchen Funktionenrdumen in die reellen oder komplexen Zahlen auch als linea-
re Funktionale. Die Menge aller Funktionen in die reellen oder komplexen Zahlen, die Menge aller
stetigen Funktionen oder aller k-mal stetig differenzierbarer Funktionen, oder auch die Menge aller
Funktionen mit kompaktem Triiger — sie alle bilden Vektorrdume: Sie lassen sich (punktweise) ad-
dieren und mit einer Zahl (reell oder komplex) multiplizieren, ohne dass sich ihre charakteristischen
Eigenschaften (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, etc.) dndern. Die Beziehungen zwischen einem Vektor-
raum von Funktionen und seinem Dualraum — dem Raum der linearen Funktionale, den wir nun im
Zusammenhang mit Funktionenrdumen den Raum der Distributionen nennen — sind im Allgemeinen

wesentlich komplexer als bei endlich-dimensionalen Vektorrdaumen.

Ich beginne dieses Kapitel mit einem Beispiel — der Dirac’schen Delta-Funktion — bevor ich
Testfunktionenriume einfithre und dann Distributionen allgemein als lineare Funktionale auf diesen
Testfunktionen definiere.
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10.1 Testfunktionen und Distributionen

10.1.1 Ein physikalisches Beispiel: Punktladungen

Bevor wir den Begriff der Distribution formal definieren, soll das Konzept an Hand eines physikalischen
Beispiels motiviert werden. Angenommen, wir mochten die Ladungsverteilung d(z) (daher auch der
Name ,Distribution‘ — es handelt sich um verallgemeinerte ,Verteilungen‘) einer Punktladung am
Ort £ = 0 beschreiben. Die Einheiten seien so gewihlt, dass die Gesamtladungsmenge 1 ist. Da sich
auerhalb dieses Punktes keine Ladung befindet, miissen wir

plx)=0 firz#0 (10.1)

verlangen. Andererseits sollte aber auch fiir die Gesamtladung in einem Volumen V', das den Punkt
z = (0 enthélt, gelten:

/ pleg)d"xz=1. (10.2)
%

Beide Eigenschaften zusammen lassen sich von einer gewohnlichen Funktion (und der
gewohnlichen Definition des Integrals bzw. des Integrationsmafles) nicht erfiillen. Auch die gelegent-
lich zu lesende Eigenschaft 6(0) = oo ist eher irrefithrend und sollte vermieden werden. (Erweitert
man die reellen oder komplexen Zahlen um oo, wie das in Kapitel 9.1.6 geschehen ist, so gibt es fiir
oo Rechenregeln wie fiir 0, insbesondere gilt oo = 200, was aber fiir §(z) nicht zutrifft.)

Allerdings benétigt man den Wert der ,6-Funktion‘ an der Stelle Null nicht.! Benotigt wird
die folgende Eigenschaft fiir jede lokal integrierbare stetige Funktion f:

/ @) f(@) d"z = f(0) . (10.3)

Dies fasst beide obigen Eigenschaften zusammen: Falls 0 nicht im Tréager von f enthalten ist, ver-
schwindet das Integral, was gleichbedeutend mit der Bedingung 6(z) = 0 fiir £ # 0 ist. Und fiir
f(x) =1 folgt Gl (10.2).

Gleichung (10.3) ist sicherlich nur ein formaler Ausdruck, denn da es sich bei §(z) nicht
um eine Funktion handelt, kann die Integration nicht im Riemann’schen oder Lebesgue’schen Sinne
(mit den iiblichen Mafien) zu verstehen sein. Besser sollte man von einer Zuordnung bzw. Abbildung
sprechen:

5§ f> £(0) oder 8(f) = (8, f) = £(0). (10.4)

Statt 0(f) schreibe ich wieder (4, f), was zum Ausdruck bringen soll, dass es sich bei § um ein Element
des Dualraums zu dem Funktionenraum von f handelt. Der Funktion f wird ihr Wert an der Stelle
z = 0 zugeordnet. Diese Abbildung ist linear:

(6, af1 + Bf2) = (o, f1) + B(0, fa) = afi(0) + Bf2(0). (10.5)

In diesem Sinne ist die §-Funktion eine lineare Abbildung auf dem Funktionenraum und damit ein
Element des Dualraums.

Natiirlich kann man einwerfen, dass es in der Physik (vermutlich) keine mathematisch exakten
Punktladungen gibt und man daher immer eine winzige aber endliche Ausdehnung z.B. des Elektrons
annehmen darf. Aber zum einen haben wir eine solche Ausdehnung des Elektrons experimentell
(noch) nicht nachgewiesen (die experimentellen Grenzen liegen bei einer Ausdehnung von weniger als

1Obwohl es sich nicht um eine Funktion handelt, spricht man oft von der é-Funktion, statt die korrektere Sprech-
weise 0-Distribution zu verwenden. Allerdings bezeichnet man Distributionen auch schon mal als ,Verallgemeinerte
Funktionen‘.
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1079 m), zum anderen ist es oft auch mathematisch einfacher von einer Punktladung auszugehen,
nachdem man dieses Konzept mathematisch rigoros definiert hat.

Eine weitere Motivation fiir Distributionen stammt aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Wir
hatten zu einer Zufallsvariablen X die Verteilungsfunktion Px (x) definiert, die angibt, welche Wahr-
scheinlichkeit das Ereignis X < z hat (siehe Kapitel 7.1.3). Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte
w(z) ist formal die Ableitung von Px (x) nach z. Diese Definition ist sinnvoll, wenn man kontinuierli-
che Ereignismengen einbeziehen méchte. Bei diskreten Ereignismengen (z.B. dem Wurf eines Wiirfels)
wird Px (z) zu einer Treppenfunktion und die zugehérige Wahrscheinlichkeitsdichte w(z) ist auf den
diskreten Werten x = 1, ..., 6 konzentriert. Auch hier ist es sinnvoll, solche punktférmigen Verteilun-
gen zu verwenden. In manchen Biichern wird die Dirac’sche Delta-Funktion sogar als Ableitung der
Treppenfunktion (genauer der Heaviside-Funktion) definiert.

10.1.2 Funktionen als Vektorrdume

Als Ausgangsraum fiir die Definition von Distributionen dienen sogenannte Testfunktionenrdume,
von denen wir speziell zwei betrachten werden: (1) den Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Triger und (2) den Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funk-
tionen, die im Unendlichen schneller als jede Potenz verschwinden. Ein Grofiteil der Darstellungen in
diesem Kapitel stammt aus [de Jager 1970].

Die Menge aller Funktionen von einer Menge M in die reellen oder komplexen Zahlen bildet
einen Vektorraum: Diese Funktionen lassen sich punktweise addieren und mit einer reellen bzw.
komplexen Zahl multiplizieren: Seien f,¢g : M — K (mit K = R oder C) zwei Funktionen auf einer
Menge M, und «, 8 € K, dann definieren wir fiir x € M:

(af +Bg)(x) = af(z) + By(z). (10.6)

Dies bezeichnet man als punktweise Addition und punktweise Multiplikation mit einem Element des
Korpers.

Handelt es sich bei der Menge M um eine endliche Menge, z.B. M = {1,...,n}, so ist die
Menge der Funktionen f : M — R gleich dem Vektorraum R”™. Das Element i wird auf f(i) = z;
abgebildet, d.h. eine Funktion ist charakterisiert durch ihre Funktionswerte (z1, ..., ). Entsprechend
ist die Menge der Funktionen f : M — C als Vektorraum gleich dem C™.

Wenn es sich bei der Menge M um einen topologischen Raum handelt (d.h., wir wissen,
was offene Mengen sind bzw. wann eine Folge von Elementen aus M konvergiert), kann man sich
auch auf stetige Funktionen beschrinken: Da die Summe von zwei stetigen Funktionen wieder eine
stetige Funktion ist, bilden auch die stetigen Funktionen einen Vektorraum. Und wenn es sich bei
M um den R™ handelt, was im Folgenden immer der Fall sein wird, kénnen wir auch die Menge
der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen betrachten; auch sie bilden einen Vektorraum, den
man manchmal mit C* oder genauer mit C¥(R", K) bezeichnet. Man kann auch verlangen, dass diese
Funktionen an bestimmen Punkten oder auf bestimmten Teilmengen verschwinden (z.B. Dirichlet’sche
Randbedingungen erfiillen) oder dass ihre Ableitungen an bestimmten Rindern verschwinden (von
Neumann’sche Randbedingungen). Solche Funktionenmengen bilden Vektorrdume. Demgegeniiber ist
beispielsweise die Menge aller Funktionen, die an einer bestimmten Stelle einen bestimmen von Null
verschiedenen Wert annehmen, kein Vektorraum, da diese Eigenschaft nicht erhalten bleibt, wenn
man die Summe von zwei solchen Funktionen betrachtet oder eine solche Funktion mit einer von 1
verschiedenen Zahl multipliziert.
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10.1.3 Die Testfunktionenrdume ¢ und .¥

Fiir die Definition von Distributionen gehen wir zunichst von Funktionen aus, die in jeder Hinsicht
ygutartig® sind: Sie sollen beliebig oft stetig differenzierbar sein und nach Moglichkeit sollen auch
die Integrale iiber diese Funktionen immer existieren, selbst wenn wir diese Funktionen beispielsweise
mit Potenzen von z multiplizieren. Solche Funktionen bezeichnet man als Testfunktionen. Wenn
man in der Physik gelegentlich sagt, dass man bestimmte Funktionen (z.B. eine Welle mit scharfer
Wellenléinge, die sich mathematisch iiber die gesamte reelle Achse erstreckt) durch ,, Wellenpakete®
approximieren kann, ist mit diesen Wellenpaketen meist eine Testfunktion gemeint.

Die Multiindexnotation

Bevor nun zwei fiir die Physik wichtige Testfunktionenrdume definiert werden, soll zur Vereinfachung

der Notation zunéchst der sogenannte Multiindex eingefiihrt werden: Ein Multiindex a = (v, ..., )

ist eine n-komponentige Grofie mit Werten a; € N (einschlieBlich 0). Fiir zwei Multiindizes «, 3

gilt a4+ B = (a1 + B1,..ryn + Bp) und || = ag + ... + a,,. Damit bezeichnet (fiir einen n-Vektor
lol

= (T1,.p)): ¥ =27 25?28 und 8% = M—Q_ﬁw.

Der Testfunktionenraum &

Hierbei handelt es sich um den Raum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen vom R in die
komplexen Zahlen (die Einschriankung auf reelle Zahlen ist in den meisten Féllen moglich) mit kom-
paktem Triger. Diesen Raum bezeichnet man oft mit Z(R™) oder auch mit C§°(R™). Der Index oo
deutet an, dass die Funktionen beliebig oft stetig differenzierbar sein sollen, und der Index 0 soll
andeuten, dass die Funktionen auerhalb eines kompakten Gebiets (im R™ ist das ein abgeschlossenes
Gebiet, das sich mit einem Ball von endlichem Radius iiberdecken lisst) verschwinden sollen, also
kompakten Tréger haben. Dieser Tréger kann fiir verschiedene Funktionen verschieden sein. Ich be-
zeichne Vektoren im R"™ durch die Fettschrift, also £ € R™. Die meisten Konzepte in diesem Kapitel
gelten fiir solche Vektorrdume. Wenn Beispiele konkret fiir R formuliert werden, wird dies betont.
Formal kénnen wir schreiben:

2 ={f:R" = C | supp f C K(K kompakt), und max, |8 f(z)| < co Vo (Multiindex)}  (10.7)

Hierbei bezeichnet ‘supp f’ den Triger [support] von f. Der Tréiger ist definiert als der Abschluss der
Menge der z € R", fiir die f(z) # 0. Die Menge dieser & selbst ist eine offene Menge, da f stetig ist.
Ein Beispiel fiir eine Funktion in & ist

1 . 2
exp T Tel2-1 fiir |$| <1
fla) = (~==1)

0 sonst

(10.8)

Der Triger dieser Funktion ist die Kugel vom Radius 1. Auf dem Rand dieser Kugel (also fiir |z|? = 1)
verschwinden alle Terme einer Taylor-Entwicklung; dort besteht die Funktion also ausschliellich aus
dem Restterm. Alle Funktionen in & haben diese Eigenschaft, dass die Taylor-Entwicklung auf dem
Rand des Triigers verschwinden muss und es dort nur den Restterm gibt (siehe auch Abschnitt 4.4).

Der Testfunktionenraum .7

Dieser Raum besteht aus allen beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die zusammen mit all ihren
Ableitungen im Unendlichen schneller als jede Potenz verschwinden. Man bezeichnet ihn meist mit %
und spricht vom Schwartz-Raum (benannt nach Laurent Schwartz). ‘im Unendlichen schneller als jede
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Potenz verschwinden’ bedeutet, dass wir diese Funktionen (oder beliebige Ableitungen von ihnen) mit
beliebigen Potenzen von {z;} multiplizieren kénnen und trotzdem verschwindet das Ergebnis noch
im Unendlichen (d.h., die Funktionen bleiben integrabel). Die formale Definition ist:

S ={f:R" = C | maxzer-|z*8” f(z)| < 0o Vo, 3 (Multiindizes)} . (10.9)

Dieser Raum von Testfunktionen wird besonders gerne verwendet, wenn man mit analytischen
Funktionen arbeiten mochte, da analytische Funktionen keinen kompakten Tréger haben kénnen (und
daher die Testfunktionen in 2 nie analytisch sein kénnen). Ein weiterer Grund ist, dass eine Funktion
aus .¥ unter einer Fourier-Transformation wieder auf eine Funktion aus . abgebildet wird: Da die
definierende Bedingung fiir die Funktionen in diesem Raum symmetrisch unter der Vertauschung
von ‘Multiplikation mit Komponenten von 2’ und ‘Ableitung nach Komponenten von 2’ ist, und die
Fourier-Transformation diese beiden Operationen vertauscht (siche Abschnitt 13.1.2), erfiillt auch
die Fourier-Transformierte eines Elements aus . diese definierende Bedingung. Somit ist die Fourier-
Transformation ein Automorphismus auf ..

Ein einfaches Bespiel fiir eine Funktion aus . ist die Gauf3-Funktion:

f(z) = exp(—z?). (10.10)

Grenzwerte in ¥ und .

Man kann fiir diese Rdume keine adéquate Norm definieren, aber man kann eine Topologie definieren
(z.B. iiber eine Metrik), was hier jedoch ebenfalls nicht geschehen soll. Statt dessen werde ich angeben,
unter welchen Bedingungen eine Folge von Funktionen {f;} in 2 bzw. . gegen eine Funktion f

konvergiert:

1. Eine Folge von Funktionen (f;);en in 2 konvergiert gegen eine Funktion f € 2, wenn es (1)
ein kompaktes Gebiet K gibt, sodass der Triger aller f; in diesem Gebiet K liegt, und (2) die
a-ten Ableitungen von f; gleichméflig gegen die a-te Ableitung von f konvergieren, d.h.

_lim SUpLe i [09(fi(x) — f(x))] = 0 Yo (Multiindex) . (10.11)

2. Eine Folge von Funktionen (f;);en in . konvergiert gegen eine Funktion f € ., wenn

41_i>m sup, [z20° (fi(x) — f(x))| = 0 Va, B (Multiindizes) . (10.12)

10.1.4 Distributionen als lineare Abbildungen

Nachdem Testfunktionenrdume als topologische Vektorriaume definiert wurden, kénnen wir Distribu-
tionen als Funktionale auf diesen Vektorrdumen definieren:

Definition: Distributionen sind stetige lineare Abbildungen (bzw. stetige lineare Funktionale) von
einem Testfunktionenraum in die reellen Zahlen, d.h., Distributionen sind Elemente des Dualraums
zu Testfunktionenrdumen.

(Bei komplexen Testfunktionen betrachtet man auch lineare Abbildungen in die komplexen Zahlen,
was hier jedoch nicht untersucht werden soll). Die Einschrinkung dieser Definition auf stetige lineare
Funktionale ist bei Funktionenrdumen wichtig, da es wesentlich mehr allgemeine lineare Funktionale
gibt. Diese Einschrinkung bedeutet:

Definition: Man bezeichnet ein lineares Funktional w als stetig, wenn fir jede konvergente Folge
(fi)ien von Testfunktionen (in D oder .#) mit Grenzwert f, also lim;_, o f; = f, gilt:

lim (w, fi) = (@, f)- (10.13)

K2
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Uberlegen wir uns zunichst ein paar Beispiele von solchen linearen Abbildungen (die Linearitit lisst
sich in allen Fillen vergleichsweise leicht zeigen und wird im Folgenden nicht mehr betont):

- Ein einfaches Beispiel haben wir im Zusammenhang mit der §-Funktion kennengelernt: ¢ : f +—
f(0) ist eine lineare Abbildung, die einer Funktion eine reelle Zahl zuordnet.

- Die Stelle x = 0 ist natiirlich nicht ausgezeichnet, d.h. wir kénnen einer Funktion auch ihren
Wert an einer anderen Stelle g zuordnen:

Ozo + [+ {0z, f) = f(@0) - (10.14)

Mithilfe der §-Funktion kénnen wir dies formal auch als Integral schreiben:
(age) = [ @ —20)f(@) 0" = f(a0). (10.15)

- Das Integral einer Funktion
f— flx)d"z (10.16)
R’Vl

ist ein weiteres Beispiel. Die Linearitéit dieser Abbildung ist offensichtlich, und da wir fiir die
Funktionen f zunéchst nur Testfunktionen zulassen, existiert dieses Integral auch im {iblichen

Sinne.

- Fiir jede (integrierbare) Funktion w(z) ist die Abbildung

n

Fro(w, f) = / (@) f(z)d"z (10.17)

ebenfalls eine lineare Abbildung in die reellen Zahlen. Bei komplexwertigen Funktionen wihlt
man fiir diese Abbildung manchmal auch:
feAw ) :/ w(z) f(z)d" . (10.18)
- Als Beispiel fiir eine Distribution, die ein Element von 2’ ist (dem Dualraum von &) aber kein
Element von ./, dem Dualraum von .# (den Raum .¥ bezeichnet man auch als den Raum der
temperierten Distributionen) ist

fedw, )= / w) fx)d"z  mit wx) = exp(+x?). (10.19)

Da die Testfunktionen in 2 kompakten Tréger haben, existiert das Integral dort fiir alle stetigen

Funktionen w(x); dies gilt nicht fiir die Testfunktionen in .7.

- Als letztes Beispiel betrachten wir noch die folgende Abbildung:

of
ox

[ 0if(mo) = (10.20)

i T=xg
Auch hier ist die Linearitéit leicht nachgewiesen.

Beginnen wir unsere Diskussion mit Gleichung (10.17). Jede integrierbare Funktion definiert durch das
Integral eine lineare Abbildung auf dem Raum der Testfunktionen. Insbesondere sind die Testfunktio-
nen selber integrierbar, d.h. jede Testfunktion kann auch in diesem Sinne als Distribution aufgefasst
werden. Aber der Raum der Distributionen ist offensichtlich viel grofler. Dies ist ein erster Unter-
schied zu endlich dimensionalen Vektorrdumen: Die dualen Vektorrdume sind nicht notwendigerweise
isomorph zu den Vektorrdumen selber, sie enthalten im Allgemeinen wesentlich mehr Elemente.
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Zu den Elementen in 2’ und %’ gehéren auch alle Potenzen w(x) = 2™ und allgemeiner alle
stetigen Funktionen, die im Unendlichen nicht stérker als algebraisch, d.h. nicht schneller als eine
Potenz von x, ansteigen. Auch nicht-stetige Funktionen sind meist integrabel. Ein bekanntes Beispiel
ist die Heaviside-Funktion:

1 firaxz>0
O(zx) = % firz =0 reR. (10.21)
0 firz<0

Der genaue Wert fiir z = 0 spielt keine Rolle, wird aber wie hier oft gleich 1/2 gesetzt. Als Distribution
ist die Heaviside-Funktion folgendermaflen definiert:

O:f—(0,f):= /000 f(z)dz. (10.22)

Dieses Beispiel zeigt, dass eine Funktion, die als Abbildung von R in R nicht stetig ist, als lineares
Funktional, d.h. als Abbildung von 2 bzw. .7 in R, stetig sein kann.

Die Integralschreibweise ist nicht nur der Indexschreibweise bei endlichen Vektorrdumen sehr
dhnlich,

<w,f>:/w(x)f(x)da: & o)=Y e, (10.23)

sondern sie ist auch als suggestive Form fiir eine lineare Abbildung so einprigsam, dass man versucht
sein konnte, jede Distribution in dieser Form auszudriicken. Wir haben schon gesehen, wie das fiir die
d-Funktion und ihre Verallgemeinerung ¢,,, zumindest formal méglich ist (vgl. Gleichung (10.14)). Bis
auf das letzte Beispiel in der obigen Liste kénnen wir daher alle Distributionen formal als Integrale
schreiben. Daher erklédrt sich auch die Bezeichnung verallgemeinerten Funktionen. Wir werden im
néichsten Abschnitt sehen, dass dies auch fiir das letzte der Beispiele zutrifft.

10.2 Rechenregeln fiir Distributionen

Die Sprechweise, dass es sich bei Distributionen um verallgemeinerte Funktionen handelt, legt nahe,
dass wir mit Distributionen &hnlich ,rechnen‘ diirfen, wie mit Funktionen. Dies ist jedoch nur in einem
eingeschrénkten Sinne richtig.

Distributionen bilden wieder einen Vektorraum, d.h., sie lassen sich addieren und mit reellen
Zahlen multiplizieren. Dies gilt immer fiir duale Vektorrdume:

(awr + Bwa, f) = alwr, [) + Blws, f) - (10.24)

Die Integralschreibweise betont diese Eigenschaft:

/ (w1 (2) + Bun(@)) f(@) d"z = a / o (@) f(z) "z + B / s (@) f(2) A"z (10.25)

Nicht definiert hingegen ist die Multiplikation von Distributionen. Es macht keinen Sinn, von
§(z)8(z) zu sprechen.? Wihrend fiir die Testfunktionen also eine allgemeinere mathematische Struktur
definiert ist, ndmlich die punktweise Multiplikation, die den Vektorraum der Testfunktionen zu einer
(kommutativen, assoziativen) Algebra macht, ist fiir Distributionen zunéchst keine Multiplikation
moglich.

2In der Quantenfeldtheorie treten oft Unendlichkeiten auf, die man als Folge von nicht-definierten Produkten von
Distributionen auffassen kann. Die Theorie der Regularisierung versucht, solche Produkte zu definieren, und die Re-
normierungstheorie gibt die Freiheiten an, die dabei bestehen.
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Ich mochte nun definieren, wie man Distributionen ableitet. Ich gehe wieder von Gleichung
(10.17) aus. Zu jeder integrierbaren und ableitbaren Funktion w(z) kénnen wir auch d;w(z) bilden,
und es gilt:

<a‘",f> -/ 8w(x)f(a:) A"z = —/”w(x) 35;? d"z = — <w, §i> . (10.26)

Randterme tragen hier nicht bei, da Testfunktionen fiir x; — o0 rasch genug gegen null gehen. Fiir
Distributionen fordern wir diese Eigenschaft als Definition der Ableitung. Insbesondere gilt fiir die
0-Funktion in einer Variablen:

(6 f) = —(6, 1) = —1'(0). (10.27)
Entsprechend gilt fiir die partielle Ableitung der J-Funktion in mehreren Variablen:
96 _ of \ _ 9f(0)
<8:ci ’ f> B <67 5$i> o Oz (10.28)

Damit haben wir auch die letzte lineare Abbildung aus unserer obigen Liste durch eine Ope-
ration auf der §-Funktion ausgedriickt. Formal schreibt man auch:

dé(x — xo) n._ Of(xo)
/n ) fa) v — -0 (10.29)

Ableitungen von Distributionen sind somit durch die partielle Integration bzw. allgemeiner Relation
(10.26) definiert.
Wir wollen die obigen Rechenregeln anwenden, um die Ableitung der Heaviside-Funktion zu

berechnen: ~
@) =~O.1) =~ [ Gdo=~[f(e) - £0)] = £(0). (10.30)
0
Die Ableitung der Heaviside-Funktion ist somit die J-Funktion:
dO(x)
=4(x). 10.31
= = 4(2) (10.31)

Weiterhin 1483t sich leicht zeigen, dass die Ableitung der stetigen Funktion (hier aufgefasst als Distri-
bution)
x furxz >0

T(z) = { , (10.32)

0 firz<o0

bzw. in der Distributionsschreibweise
rf) = [ s,
gerade die Heaviside-Funktion ergibt, die zweite Ableitung daher die d-Funktion:
T'(z) = O(x) T"(z) = 6(z) . (10.33)

Ein allgemeines Theorem aus der Theorie der Distributionen besagt, dass sich jede Distribution als
(hohere) Ableitung von stetigen Funktionen darstellen 148t:

Satz: Zu jeder Distribution w(x) € 9’ gibt es eine stetige Funktion F,(x) und einen Multiindex «,
sodass fiir alle Testfunktionen f(x) € 9 gilt:

(w, f) = / Fu(2) 0 f@) ' (10.34)
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Zu jeder Distribution w(x) € . gibt es eine stetige Funktion F,(x), die im Unendlichen nicht schnel-
ler als Potenzen von x; anwdichst, und einen Multiindex «, sodass fiir alle Testfunktionen f(x) € .
gilt:
(w, f) = F,(z)0%f(z)d"x. (10.35)
R’n
Da Distributionen durch ihre Wirkung auf Testfunktionen definiert sind und Ableitungen auf diese
Testfunktionen geschoben werden, gilt z.B. auch:

Satz: Jede Distribution ist unendlich oft differenzierbar und fir Distributionen w in mehr als einer
unabhdngigen Variablen gilt immer:
Pw w
amiaxj o 89@8:@ '

(10.36)

10.3 Distributionen als Grenzwerte reguliarer Funktionen

Obwohl die obigen Rechenregeln fiir Distributionen sehr einfach sind und auch in praktischen Rech-
nungen meist leichter zum Ziel fithren als andere Verfahren, ist es aus physikalischer Sicht manchmal
sinnvoll, Distributionen als Grenzwerte regulédrer Funktionen zu verstehen. Dabei beschrénke ich mich
im Wesentlichen auf die §-Funktion und die Heaviside-Funktion als Distributionen zu Testfunktionen
iiber R. Verallgemeinerungen auf den R™ sind meist offensichtlich.

Zunéchst kann man die Konvergenz von Distributionenfolgen definieren: Eine Folge von Dis-
tributionen (wy)nen aus 2’ (bzw. ') konvergiert schwach gegen eine Distribution w aus 2’ (bzw.
"), wenn fiir alle Testfunktionen f(z) € 2 (bzw. .7) gilt:

lim (wy, f) = (w, f). (10.37)

n—oo

Wir suchen Funktionen D.(x) mit folgender Eigenschaft (fiir alle Testfunktionen f(x)):

lir% D (z)f(x)dz = f(0). (10.38)
e—0 Jp

(Achtung: Hier lassen sich Grenzwertbildung und Integral im Allgemeinen nicht vertauschen.) Drei
solche Funktionen gebe ich hier an:

- Die Kastenfunktion:

— fiir |z <e
D.(z) ={ 2€ (10.39)
0 sonst
- Die Gauf3-Funktion: )
1 x
D, = —— . 10.4
@) Ve P ( 2€2> (10.40)
- Die Lorentz-Kurve: 1
€

In allen drei Fallen lidsst sich Gl. 10.38 leicht nachweisen. Bewiesen werden soll dies nur fiir das
Kastenpotenzial, fiir die anderen Beispiele folgt der Beweis derselben Idee. Zu beweisen ist also, dass

+e 1 [t
lim — 3 f(z)dx = f(0)  bzw. lim —/ (f(x) — f(0))dz =0. (10.42)

e—0 2¢ s
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Da f(z) in jedem Fall Lipschitz-stetig sein soll, ldsst es sich in dem Intervall [—e, +€] durch eine
Gerade abschiitzen, d.h., es gibt eine Konstante C', sodass

If(z) — f(0)| < Clx|  fiir |z] <e. (10.43)
Damit ist
2 | @ - sona] < & [Cirw - g0l < L= (10.44)
2% J_. =2 /. 2° ~ 2% '
Im Grenzfall € — 0 verschwindet dieser Term.
Die bisherigen Beispiele haben folgende Eigenschaften:
hH(l] D (z)=0 firz#0 , D (z)>0 und / D.(z)=1. (10.45)
€—r — 0

Fiir eine hinreichende Bedingung, damit eine Folge D.(z) gegen die d-Funktion konvergiert, muss
allerdings die erste Bedingung etwas schérfer formuliert werden: Es muss zusétzlich gelten

lim D (z)dz =0. (10.46)

e—0 |I|21

Ein Beispiel, weshalb diese Zusatzbedingung notwendig ist, ist die Funktion:

1

L <

Xn(x){ wm fl<n (10.47)
0 sonst

Sie erfiillt sogar die Bedingung lim,_,oc Xn(x) = 0 Va, aber trotzdem gilt: [, x7(2) dz = 1.
Diese Bedingungen sind allerdings nur hinreichend, nicht notwendig. Insbesondere die ersten
beiden Bedingungen miissen nicht erfiillt sein. Ein Beispiel ist
_ 1sin

De(z) = . (10.48)

™ X

Fiir eine Testfunktion ¢(x) gilt:

1 [ sinZ 1 [ si 1 [ si

lim f/ < ¢(x) dz = lim f/ Z2Y bley) dy = —/ T2 5(0)dy = ¢(0).  (10.49)
e—0 m /) _ T e—0 T/ o Y TJ) oo Y

Im ersten Schritt wurde eine Variablentransformation z — y = x/e vorgenommen, im zweiten Schritt

wurden Integral und Grenzwertbildung vertauscht (fiir € # 0 existieren alle Integrale im absoluten

Sinn und alle Integranden sind Lipschitz-stetig) und im dritten Schritt wurde

/ ST e = (10.50)
X

— 00

ausgenutzt (siche Anhang A1.2.1). In diesem Fall verschwinden die Integrale aulerhalb des Bereichs
um 2 = 0 nicht deshalb, weil die Funktion D.(x) dort gegen null geht, sondern weil D.(x) im Grenzfall
€ — 0 so rasch oszilliert, dass sich in einem Integral iiber eine Testfunktion die Beitrige fiir  # 0
wegheben.

In der Quantentheorie tritt folgende Funktion auf:

1\Y? z?

(Im Vergleich zu der GauB-Folge wurde hier €2 durch it ersetzt.) Auch diese Funktion hat im distri-
butiven Sinne die Eigenschaft:
}1_{% O(t,x) = (). (10.52)
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Diese Funktion oszilliert im Grenzfall ¢ — 0 so rasch, dass das Integral iiber jede glatte Funktion
aufler bei x = 0 verschwindet.

Im distributiven Sinne lassen sich die -Funktion und auch ihre Ableitungen somit als Grenz-
werte von gewohnlichen Funktionen verstehen. Allerdings ist die explizite Auswertung der Integrale
iiber solche Funkionen oft schwierig.

Auch die Heaviside-Funktion ist als Grenzwert von stetigen Funktionen darstellbar, beispiels-
weise: ) . .

-1
Oc(z) = — tan (2) +5- (10.53)
Die Ableitung dieser Funktion ist die Lorentz-Kurve. Die meisten ,,Regularisierungen* dieser Art

ergeben fiir z = 0 den Wert 1/2. So auch das folgende Beispiel:

1

O(z) = HTP(—%) .

(10.54)

10.4 Variablenwechsel

Formal handelt es sich bei Distributionen um ,Dichten‘, die tiber ein bestimmtes Gebiet zu integrie-
ren sind, damit man ein sinnvolles Ergebnis erhélt. Volumendichten, wie die 3-dimensionale Delta-
Funktion d(x — y), die beispielsweise eine Massen- oder Ladungsdichte beschreibt, sind {iber ein
Volumen zu integrieren; Flichendichten, wie eine Stromdichte, iiber eine Fliache. Das bedeutet, dass
man bei einem Variablenwechsel darauf achten muss, dass sich auch das Integrationsmafl &ndert.

Beginnen wir zunéchst mit dem reguléren Fall. Gegeben sei eine Funktion w(y) (einmal stetig
differenzierbar) und eine im Integrationsbereich invertierbare Abbildung y(z) (die Umkehrabbildung
sei z(y)), dann gilt fiir beliebige Testfunktionen f:

[ cwenreas= [ wwse |50 ay. (1055)

Allgemein kann man sich als Faustregel merken, dass das Produkt aus einer Distribution mit dem
Integrationsmafl unter einer Variablentransformation gleich bleiben soll:

Slu(@) 4" =l [ | ', (1056)
Yj
wobei ‘gZ? ‘ = J die Jakobi-Matrix der Variablentransformation von den Koordinaten von z auf die

Koordinaten von y ist. Insbesondere gilt fiir eine lineare invertierbare Transformation  — y = Ax:

(w(Az), f(z)) = ﬁw(x), (A1) . (10.57)

Man bezeichnet eine Distribution als invariant unter einer invertierbaren linearen Transformation,

wenn w(Az) = w(z) oder
(w(z), f(2)) = ﬁ(w(m),f(/rlm» (10.58)

fiir alle Testfunktionen f(x).

10.4.1 Variablenwechsel in der Delta-Distribution

Betrachten wir als erstes Beispiel verschiedene Variablentransformationen der Dirac’schen Delta-
Funktion. Ich beginne mit zwei Beispielen der Delta-Funktion zu Testfunktionen in einem Argument.
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Was ist §(ax)? In Analogie zu oben gilt:

1 1
/ §(ax) f(z) dz _/ 5(y) f (%) = /O, (10.59)
Man schreibt dafiir oft 1
0(ax) = mé(m). (10.60)

Gelegentlich tritt 6(z2 —a?) auf. In diesem Fall ist das Argument keine umkehrbare Funktion,

allerdings kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, wo § seinen ‘Triger’ hat, also x = +a. Hier gilt:
1

(0(x+a)+0(x—a)). (10.61)

1
T S —
ra T = 5

Man sollte allerdings bedenken, dass diese Beziehung zunéchst nur fiir die Delta-Funktion definiert

§(z? —a?) = 0z +a)+

|z —al

werden kann; im Allgemeinen ist fiir eine Distribution w der Ausdruck w(y(x)) nicht definiert, wenn
y(z) nicht stetig umkehrbar ist. Auch §(x2) ist zuniichst nicht definiert.
In kartesischen Koordinaten kann man die Delta-Distribution im R? in folgender Form schrei-

ben:
0(x—x%x1)=0(x—x1)0(y —y1)0(z — 21) . (10.62)
Ein Variablenwechsel zu Kugelkoordinaten fiihrt zu:
1
5(x(r,0,19) — 11,0, 9)) = ———56(r = r1)3(0 — 01)d( — 1) . (10.63)

10.4.2 Beispiel: Die Planck’sche Strahlungsformel

Die Planck’sche Strahlungsformel gibt die Energiedichte in einem Hohlkérper bei einer Temperatur
T an. Genauer ist es eine Beziehung fiir die spektrale Verteilungsfunktion

1 dE(T,v)
Tv)= =————= 10.64
u(T) = =0 (10.64)
wobei E(T,v) die Gesamtenergie der elektromagnetischen Strahlung des Systems ist, die bei einer
absoluten Temperatur T auf Frequenzen kleiner oder gleich v entfillt. V ist das Volumen des Systems.
Man kann die Gleichung auch in folgender Form schreiben, die eine andere Sichtweise erlaubt:
1
VdE(T’ v) =u(T,v)dv (10.65)
dE(T,v) ist der Anteil der Energie, der bei einer Temperatur 7' von den Moden im Bereich [v, v+ dv]

herrithrt. Max Planck (1858-1947) konnte dafiir folgende Beziehung herleiten:
8rhv? 1

exp(k T)—l.

Manchmal findet man statt der Abhéngigkeit dieser Energiedichte von der Frequenz auch die

w(T,v) = (10.66)

3

Abhéngigkeit von der Wellenléange:
8mhc 1

)\5 hc ’
exp (/\kBT) —1

Die Vorfaktoren lassen sich nur verstehen, wenn man bertiicksichtigt, dass es sich hier um eine Vertei-

(T, \) =

(10.67)

lungsdichte im Frequenz- bzw. Wellenldngenraum handelt und daher auch das neue Integrationsmaf
beriicksichtigt werden muss:
¢ c
v=y dv = —pd)\. (10.68)
Andere Unterschiede zu verschiedenen Formen dieses Gesetzes (z.B. Faktoren 47/c) rithren daher,
dass man nicht die Energiedichte pro Volumen sondern die Strahlungsdichte pro Fliche angibt — dies

nur der Vollstandigkeit halber.
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10.5 Distributionen als Randwerte komplexer Funktionen

Oftmals lassen sich Distributionen (die zunéchst als Funktionale fiir Testfunktionen iiber den reellen
Zahlen definiert sind) auch als Randwerte von komplexen Funktionen in folgender Form schreiben:

w(z) = 11_%(91@ +1ie) — g2(z —i€)) . (10.69)

Diese Gleichung ist im Sinne von Distributionen zu verstehen, fiir Testfunktionen f soll also gelten:

(. ) = lim ( / 1(z +i6) f(z) dz — / oz — i6) f () dx) . (10.70)
Auch wenn sich viele der Formeln verallgemeinern lassen, beschréinke ich mich im Folgenden auf den
eindimensionalen Fall. Aulerdem betrachte ich Darstellungen, bei denen die Funktionen g¢;(z) und
g2(z) analytische Fortsetzungen voneinander sind.

10.5.1 Das ,,Cauchy’sche Hauptwert“-Integral

Viele der Integrale, die im Folgenden auftreten, beinhalten eine Integration iiber einen singuldren
Punkt. Eine Méglichkeit, ein solches Integral zu definieren, ist der Hauptwert [principal value] von
Cauchy.

Sei f : [a,b) U (b, c] = R in einem Intervall [a, | wohl definiert auBer an einem Punkt b. Dann
definiert man:

c b—e c
P/ f(z)dz = lim ( f(z)dx + f(z) dac) . (10.71)
a =0 a b+e
Wichtig ist die symmetrische Ann&herung an den kritischen Punkt. Mit der symmetrischen Funktion
1 Jz|>e€
I.(z) = 10.72
(2) { ) (10.72)
kann man auch schreiben:
77/ fz)dx = hm I(x—b)f(x)dz. (10.73)

Statt I.(z) kann man auch andere, dhnliche Funktionen wihlen. Wichtig ist, dass diese Funktionen
symmetrisch sind, fiir € # 0 sollte I.(0) = 0 sein, und fiir ¢ — 0 sollten diese Funktionen gegen
Iy(z) =1 fiir = # 0 gehen. Ein Beispiel ist:

(10.74)

Beispielsweise ist (a < 0, ¢ > 0)

—€ 1 C 1
73/ —dz = lim (/ fdx—&—/ dx) (10.75)
€e—0 a xT 4e T

= lirr(l)(ln\ —¢/—Inla]+Inlc] —In|+¢€]) =ln|e| — In|a|. (10.76)
e—

Das gleiche Ergebnis erhélt man fiir

2?1 1™ 1, 1, e
lg% ’ mxd 22%2 - de 725%5111(17 +e)‘af1n|c|fln|a\. (10.77)

Statt P schreibt man fiir den Cauchy’schen Hauptwert auch gelegentlich ,,p.v.“ (fiir ,,principal value®).
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10.5.2 Diracs é-Identitit

Fiir eine Testfunktion f(z) gilt:

1 > 1 > 1
li =1 = — i 10.
tiy (o g@) =t [ p@ =P Liw)ae s ins0) (10.75)
Beweis: Mit
1 T

= i 10.79
T +1ie x2—|—62:|:1x2+e2 ( )

/Oc ! f(x)dx:/oo v @dmi/w;f(x)dx (10.80)

; 2 1 2 2 1 g2
oo T i€ R oo TEt €

folgt

Im Grenzfall ¢ — 0 wird das erste Integral nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts zum
Hauptwert-Integral iiber f(x)/x, wilhrend das zweite Integral bis auf einen Faktor 7 eine Dirac-Folge
darstellt (vgl. Gl. 10.41).

Vereinfacht schreibt man die Dirac-Identitét (Gl. 10.78) auch schon mal in der Form:

e—0 1 £ i€

lim —— — P (i) Timé(z) |. (10.81)

Allerdings sollte man nicht vergessen, dass diese Gleichung im distributiven Sinne, also angewandt
auf Testfunktionen, zu verstehen ist.
Bildet man die Differenz der beiden Ausdriicke, hebt sich das Hauptwertintegral weg und wir

5(z) = —— i ( LI ) (10.82)

= - 11m n .
2l e—0 \x —1e x +1ie

erhalten:

Diese Gleichung ldsst sich aus der Cauchy’schen Integralformel (Gl. 9.109) verstehen:

f(0) = ! j{f(z) dz, (10.83)

e
wobei v ein Weg in der komplexen Ebene ist, der sich einmal entgegen dem Uhrzeigersinn um die
Polstelle z = 0 windet (und f(z) in einem Gebiet, das 7 enthélt, holomorph ist). Die Funktion
1/(z — ie) ist iiberall holomorph aufler bei ihrer Polstelle bei z; = ie. Ebenso ist 1/(z + ie) iiberall
holomorph aufler bei zy = —ie. Statt also einmal in der komplexen Ebene ein Kreisintegral um eine

Polstelle auf der reellen Achse auszufiihren, kann man auch entlang der reellen Achse integrieren und
die Polstellen in die komplexe Ebene zu =+ie verschieben (sieche Abb. 10.1).

N ® |ic
[ ] —_— > > »
N ® —je

Abbildung 10.1: Durch eine Verschiebung einer Polstelle auf der reellen Achse in die komplexe Ebene

Y

kann ein Integral entlang der reellen Achse als Halbkreisintegral um die Polstelle interpretiert werden.
Ein Kreisintegral um eine Polstelle auf der reellen Achse lisst sich als Differenz von zwei Integralen
entlang der reellen Achse darstellen, wobei die Postelle einmal um € in die positive imagindre Richtung
und einmal in die negative imaginére Richtung verschoben wurde.

Leitet man GIl. 10.81 mehrfach ab, erhélt man die hoheren Ableitungen der Delta-Distribution:

im(—=1)"1
lim ﬁ =P (xln) F (51_1)1)!6("1)(:3) (10.84)
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bzw.

5 () = Dy 1 (10.85)
b= 2mi " egr(l) (aj + ie)""rl (37 _ ie)n-i-l ' :

10.5.3 Die Heaviside-Funktion

Wir kénnen Gleichung 10.81 auch integrieren. Dazu benétigen wir die Stammfunktion zum Cauchy-
Hauptwert von 1/z. Fiir z # 0 gilt fiir reelle Zahlen:

d 1

—1 =— 0). 10.86

Llel=— (@#0) (10.86)
Diese Gleichung kénnen wir im distributiven Sinne auf die gesamte reelle Achse ausdehnen, indem
wir definieren:

d 1

Diese Gleichung kann man mit den Ableitungsregeln fiir Distributionen auch herleiten, wenn man
In |z| als Distribution definiert:

(In |z|, p(z)) = 21_13(13 (/o: +/EOO) In |z|p(x) dx . (10.88)

In der komplexen Ebene ist Inz aber fiir alle z # 0 definiert und es gilt %lnz =1/z.
Beschriinken wir uns auf das Blatt der Riemann’schen Ebene, auf dem Inz = In |z| fiir 0 < z € R, so
erhalten wir fiir z = rexp(ip):

Inz =In|z| +ip € [m,—m). (10.89)
Somit folgt:
1 >0
limIn(z +ie) =4 v (z €R) (10.90)
=0 Injz|+ir <0
bzw.
liH(l) In(x £i€) =In|z| £ irO(—x) (x € R). (10.91)
€E—
Damit erhalten wir:
lim (In(z + ie) — In(z — ie)) = 27iO(—2) (10.92)
e—0
oder )
O(z) = — lim (In(—z + ie) — In(—z — ie)) . (10.93)

271 e—=0

10.6 Die Funktionalableitung

Das Thema ,,Funktionalableitung“ wird gewohnlich im Rahmen der Variationsrechnung behandelt,
héingt aber eng mit Distributionen zusammen. Gegeben sei ein Funktionenraum F = {f : [a,0] CR —
R} (auf Verallgemeinerungen auf mehr Dimensionen gehe ich spéter ein). Es sollte sich bei diesem
Funktionenraum um einen affinen Raum handelt, d.h., Differenzen von zwei Funktionen f(x) — fa(x)
sollten Elemente eines Vektorraums sein. Das ist beispielsweise der Fall, wenn die Funktionen feste
Randbedingungen erfiillen (z.B. Dirichlet’sche Randbedingungen, wobei die Funktionen auf dem Rand
nicht verschwinden miissen), da Differenzen solcher Funktionen am Rand verschwinden und somit
Elemente eines Vektorraums sein kénnen.
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Auf F sei ein Funktional definiert, d.h., eine Abbildung, die jedem Element aus F eine Zahl
zuordnet: S : F — R mit f — S[f]. In vielen Fillen handelt es sich um ein Integral iiber Potenzen
von f und ihren Ableitungen, also Funktionale der Form

b
Silf) = [ L@ @), f(a). i) do. (10.94)

Von dieser Form ist beispielsweise die Wirkung in der klassischen Mechanik, wobei L(yo,y1, Y2, ...; )
dort der Lagrange-Funktion entspricht. Es konnen aber auch andere Ausdriicke auftreten, z.B.

b b
f]:/ / F(x1, 22, ..., xn) f(x1) f(22)...f(xp)dz1 ... day , (10.95)

wobei F(z1, ..., x,) verallgemeinerte Integralkerne (Distributionen) sein kénnen. Natiirlich sind auch
lineare Funktionale moglich, z.B.

Ss[f] = f (o). (10.96)

Definiert werden soll die Funktionalableitung in Anlehnung an die totale Ableitung von
Funktionen in mehreren Variablen (die hier verwendete Ableitung bezeichnet man auch als Fréchet-
Ableitung):

f@+h) = fx)+ (Df(2)h)+o(lh]), (10.97)

wobei sich der Ableitungsterm in Koordinaten in der Form

Z aa: hs (10.98)

schreiben lésst, definieren wir

S[f + h] = S[f1+ (6S[f], h) +o(llAll) - (10.99)
Im Sinne von Distributionen soll sich der Ableitungsterm als verallgemeinertes Integral schreiben
lassen: .
oS[f]
oS|[f], h :/ h(z)dx. 10.100
wsifm = [ srehe (10.100)

h(z) ist eine Testfunktion, deren genaue Eigenschaften im konkreten Fall zu spezifizieren sind, und
S

[f]
of(x)

ist gewohnlich eine Distribution.
Betrachten wir die obigen Beispiele: Fiir Sy erhalten wir:

Si[f + 4]

b
/ L(f(x) + h(z), f'(x) + W (2), f'(z) + b (2),...;z) d= (10.101)
b
/umuvw< MwZ/ %
- d* [ oL
i+ Z /a (5'yk

=0

™ (@) da + o(||Al)

yr=f " (z)

> h(z) dz + Randterme + o(||h]|) -
yr=f " (z)

Abgesehen von den Randtermen (die von den Bedingungen an h(x) abhingen und beispielsweise
verschwinden, wenn h(z) mit seinen ersten n Ableitungen bei a und b verschwinden soll) erhalten wir

somit:

(10.102)

551_2”: et (o _ oL d oL & 9L
B dxk Yk |y 1) () © Of(x)  dzof(x)  da2of”(z)

k=0
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In der Mechanik ist die Wirkung ein Funktional einer Bahnkurve und die Lagrange-Funktion ist eine
Funktion der Bahnkurve zum Zeitpunkt ¢ (also z(t)) sowie der Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt

(also #(t)). Damit folgt:
0S oL d 9oL

sz(t)  0x(t) dtoi(t)

Das Hamilton’sche Prinzip verlangt, dass die erste Variation der Wirkung fiir physikalisch realisierte

(10.103)

Bahnkurven verschwindet, was zu den Euler-Lagrange’schen Bewegungsgleichungen fiihrt:

08 oL d 0L
=0 <= - — =0. 10.104
dx(t) Ox(t) dtox(t) ( )
Man beachte, dass diese Bedingung nach den obigen Bemerkungen im distributiven Sinne gelten soll,
d.h., das Integral von 22- {iber eine beliebige Testfunktion soll verschwinden.

oz (t)
Fiir die anderen Beispiele von Funktionalen erhalten wir:

b b
Saolf+h] = // F(z1, 22, ...,zn) (f(z1) + eh(21))...(f(@0) + h(zy)) dzy...dzy
nooeboopb
_ Sz[f]+2/.../ Fa1, 09,y 20) (1) (@)oo f (@)1 + o)
k=17 “a
und damit:
552 n b b
37 (x) = kz_:l/a/a F(@1, oy D1, @, Thie 15 oy Tn) [(@1) oo f(@—1) f(@h41) - f (20) Ay i Ay

(10.105)
Man beachte, dass der ,freie Index“ z auf der linken und rechten Seite gleich ist, wohingegen iiber
alle anderen Variablen z; bis z,, (aufler zy) integriert wird.
Fiir das dritte Beispiel folgt schlielich:

b
Salf + 1] = £(a0) + hlao) = Sif] + [0 — o)h(e) do (10.106)
und somit:
085 _ Tr—x
o §(z — ). (10.107)

Die meisten dieser Ausdriicke lassen sich uneingeschrinkt auf den Fall von Funktionalen
von Feldern (also Funktionen in mehreren Variablen) iibertragen. Fiir die Wirkung einer Feldtheorie

mit einem Feld ¢(z), bei dem die Lagrange-Dichte, die nun iiber die 4-dimensionale Raumzeit zu

9p(x)
Ozt

integrieren ist und typischerweise von ¢(x) und den ersten Ableitungen d,p(x) = abhéngt,
gilt:
Sle] = Z(p(@), up(x)) d'a. (10.108)
NI
Meist wird iiber den gesamten R? integriert sowie iiber ein Zeitintervall. Die Funktionalableitung

erhalten wir wieder nach der Vorschrift:

Slp+h = e ZL(p(x) + h(z),0up(x) + duh(z)) d*z (10.109)
X3 oy .
= S| /ch (8¢(x)h(x) —i—;wﬁuh(x)) d*z 4 o(||h]]) (10.110)

I
A
ASS
+
—
n
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S|
5|
w
Q
8| Q
=
Q
<

9 0L s Bl |
(c%go(a:)))h(m)d +o([All).  (10.111)
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Wenn die erste Variation der Wirkung verschwinden soll, folgen daraus die Euler-Lagrange-
Gleichungen der Feldtheorie:

Zi: ai (g))) =0. (10.112)
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Kapitel 11

Green’sche Funktionen

11.1 Einfiihrende Vorbemerkungen

In der Vorlesung zur Mechanik (Experimentalphysik I) wurde der Oszillator mit einer dufleren (trei-
benden) Kraft untersucht. Fiir den geddmpften Fall mit Dampfungsfaktor ~ fithrte dies auf eine
Differentialgleichung der Form

(g + v +8) o0 = KO0, (1L)

wobei wy die Eigenfrequenz des ungeddmpften und ungetriebenen harmonischen Oszillators und K ()
eine zeitabhingige duflere Beschleunigung bezeichnen. (Da die Gleichung bereits durch die Masse
dividiert wurde, handelt es sich nicht um eine externe Kraft, sondern eine Beschleunigung a = F/m.)
In der Mechanik sowie in Kap. 5.3.4 wurde fiir K (¢) ein harmonisch oszillierender Antrieb betrach-
tet und dann fiir die Losung ein Exponentialansatz gewéihlt. Eines der Ziele dieses Kapitels ist es,
Differentialgleichungen dieser Art allgemein zu behandeln.

Formal hat Gleichung 11.1 die Gestalt:

: d? d 5
Lx=K mit £ = <dt2+27dt +w0) . (11.2)

Hierbei ist £ ein linearer Operator, der auf eine Funktion x(¢) wirkt. Ebenso formal ausgedriickt
mochte man gerne ,das Inverse’ von L finden, sodass die Losung lautet:

r=LT1K. (11.3)
Das Inverse zu L ist dabei definiert durch die Bedingung:
LLt=1. (11.4)

Uberlegen wir uns kurz die Analogie zur Matrixschreibweise: In der linearen Algebra entspriiche Gl.
(11.2) einer Gleichung der Form:

Lz =K, in Komponenten ausgedriickt Z Lijz; = K; (11.5)
J

mit der formalen Losung analog zu Gl. (11.3)

z=L"'K, inKomponenten z; = Z(L_l)inj . (11.6)
J

207
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Hierbei ist die inverse Matrix L~! zur Matrix L durch die Gleichung
> Li(L )y = b (11.7)
k

definiert, was Gleichung (11.4) entspricht.

Grundsétzlich kénnen wir auch bei Differentialoperatoren von ,Inversen‘ sprechen, obwohl in
diesem Zusammenhang der Ausdruck Green’sche Funktion gebriauchlicher ist. Benannt wurden diese
Funktionen nach George Green (1793-1841), einem autodidaktischen Mathematiker und Physiker.
Gelegentlich spricht man statt von Green’scher Funktion auch von Fundamentallésung [fundamental
solution], wobei manche Autoren den Begriff Green’sche Funktion speziell dann verwenden, wenn
neben der Gleichung 11.4 noch spezielle Randbedingungen erfiillt werden sollen.

11.2 Lineare Abbildungen auf dem Funktionenraum

Im letzten Kapitel haben wir Distributionen als stetige lineare Abbildungen von einem Funktionen-
raum (z.B. tiber dem R") in die reellen Zahlen kennengelernt. Es handelte sich also um Elemente des
Dualraums zu diesem Funktionenraum. Nun betrachten wir (stetige) lineare Abbildungen auf Test-
funktionenrdumen, deren Bild (im Allgemeinen) wieder eine Testfunktion sein soll. Ich werde nicht
immer angeben, welche Testfunktionen genau gemeint sind. Die Schwartz-Funktionen (also der Raum
) reichen in der Physik meist aus.

Zunichst wieder ein paar Beispiele:

Die Identitétsabbildung:

fef f@) = f(=z). (11.8)
- Multiplikation mit einer (im Unendlichen nicht stérker als eine Potenz ansteigenden) Funktion
g:
fregf f@) = [gflx) = g(x)f(z). (11.9)
- Die Faltung mit einer (Test)-Funktion g:
frof=ge @)= [ se-wiwady. (11.10)
- Die Integration iiber einen Integralkern L(z,y):
foLf L@ = [ Lewiwdy. (111)
- Die Anwendung eines Ableitungsoperators:
0*f(x)
;0 ;0 = . 11.12

In allen Féllen ist die Linearitit der Abbildungen wiederum leicht nachgewiesen. Das Ergebnis — das
Bild — der Abbildung ist diesmal jedoch eine Funktion (sofern sich g und L nicht zu , pathologisch®
verhalten im Allgemeinen sogar wieder eine Testfunktion).

Zunichst erkennen wir, dass Gleichung (11.10) ein Spezialfall von (11.11) ist. Wiederum
erinnert (11.11) an eine Verallgemeinerung der Indexschreibweise bei linearen Abbildungen in endlich-

dimensionalen Vektorraumen:

W)=Y Ly = L@ = [ Lewfwdy. (11.13)



11.3. GREEN’SCHE FUNKTIONEN 209

Tatséchlich kénnen wir uns leicht davon iiberzeugen, dass sich sdmtliche Beispiele in obiger Liste
formal in dieser Form darstellen lassen, vorausgesetzt dass auch Distributionen, jetzt allerdings als
Funktion eines weiteren Arguments, zugelassen sind. So gilt beispielsweise

f(z) = / 5@ —u) ) d"y. (11.14)

Die Identitétsabbildung (11.8) wird also durch die -Funktion reprisentiert. Man vergleiche auch hier
mit der Indexschreibweise in der linearen Algebra:

(Sij — 5($—y) (11.15)

(Diese Analogie war fiir Dirac die Motivation fiir die Bezeichnung §.) Die Multiplikation mit einer
beliebigen Funktion g(x) 148t sich ebenfalls in dieser Form schreiben:

(0f) (@) = g(z) f () = / o@)3( —y) f)dmy. (11.16)

In diesem Fall hat der Integrationskern die Form L(z,y) = g(y)d(z — y). In einem gewissen Sinn ist
dies die funktionale Form einer Diagonalmatrix:

Auch den Ableitungsoperator konnen wir in dieser Form schreiben:

2 2 5
gx{(;g - / (ay?ayj5(”’y)) fly)d'y = /5(1‘*3/) ay?ayjf(y) d"y. (11.18)

Man beachte hierbei, dass bei einer ungeraden Anzahl von Ableitungen genau anzugeben ist, auf
welches Argument der d-Funktion die Ableitung wirkt.

Im Allgemeinen ist es nicht notwendig und auch nicht iiblich, die speziellen linearen Abbil-
dungen, die sich als Multiplikation mit einer Funktion (11.9) oder als Ableitungen (11.12) schreiben
lassen, in die umsténdliche Integraldarstellung (11.11) zu bringen. Die bisherigen Uberlegungen soll-
ten nur zeigen, dass es prinzipiell moglich ist, auch solche lineare Abbildungen unter Zuhilfenahme
von Distributionen als Integral iiber einen verallgemeinerten Integralkern zu schreiben. Auflerdem
wird dadurch die Definition der inversen Abbildung einsichtiger.

11.3 Green’sche Funktionen

Wir kénnen nun den Formalismus der linearen Abbildungen anwenden und die inversen Abbildungen
definieren. Gegeben sei ein verallgemeinerter Integralkern L(z,y):

frrg=Lf mit glx)= / Liz.y)f ) d"y. (11.19)

Wir sind besonders an Differentialgleichungen interessiert, sodass L zu einem lokalen Operator
L(x,0,) wird:

feg=Lf mit gx)=L(x,0.)f(x). (11.20)
Gesucht ist die Abbildung L', so dass wir die Gleichungen ¢ = Lf bzw. g = Lf nach f aufklosen

konnen:
=17l mit 1= [ L enewdy. (11.21)

Selbst wenn L ein lokaler Operator L£(z, d,.) ist, wird der inverse Operator im Allgemeinen nicht-lokal
sein, d.h., er wird sich nicht als Differentialoperator sondern als Integralkern ausdriicken lassen.
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Wenden wir auf Gl. 11.21 die Abbildung L an, so folgt:

Lie) = [ L@@ = [Lee) [ 1o adiy Lo (1122)

bzw. fiir einen lokalen Differentialoperator:

Lf(x)=L(x,0,)f(x) = L(x,0y) /L’l(wvy)g(y) d"y = g(3). (11.23)
Andererseits ist
(@)= [ se - pgw) 'y (11.21)
Also muss gelten:
/L(z,z)L’l(z,y) d"z =d(z —y) (11.25)

bzw. fiir den Fall des lokalen Differentialoperators:
L@, 0,)L 7 (@,y) = 6(z — ) (11.26)

Dies ist die Definitionsgleichung fiir die inverse Abbildung und gibt somit Gleichung (11.4) einen
Sinn. Formal ist also L - L™! — d.h. die Hintereinanderschaltung der Abbildungen L~! und L —
die Identitdtsabbildung. Man vergleiche (11.25) wiederum mit dem entsprechenden Ausdruck bei
Matrizen:

ZLik(L_l)kj =0;;. (11.27)
%

Selbstverstindlich hat L~=!(z,y) im Allgemeinen nichts mit der Funktion 1/L(z,y) zu tun, ebenso-
wenig wie (L_l),»j nicht durch das Inverse der Matrixelemente 1/L;; gegeben ist. Diese Eigenschaft
gilt nur bei Diagonalmatrizen bzw. im vorliegenden Fall fiir die einfache Multiplikation mit einer
Funktion g(z) (vgl. Gleichung (11.9)).

Im Folgenden bezeichne ich L~!(z,y) fiir Differentialoperatoren mit G(z,y) (fiir Green’sche
Funktion). Hat L(z,d,) die Form (hier ist o ein Multiindex; siehe Abschnitt 10.1.3):

glal
(o3 1 n

erfiillt die Green’sche Funktion somit die Differentialgleichung

_ 9* _
Fiir eine allgemeine Differentialgleichung der Form
a()l
x = « =K 11.
Laf(@) = X 0ale) g 1(0) = Ko) (11.30)

lautet die Losung, ausgedriickt durch die Green’sche Funktion zum Operator L;:

f(@) = / Gz, y)K (y)d"y . (11.31)

In diesem Sinne kann man Green’sche Funktionen als das ,Inverse® eines Differentialoperators auf-
fassen.
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11.3.1 Vergleich: Endlich dimensionale Vektorrdume und Funktionen-
raume

Bevor wir Beispiele fiir Green’sche Funktionen behandeln und dadurch die obigen Uberlegungen
konkretisieren, werden hier nochmals in tabellarischer Form die Verhéltnisse in endlich dimensionalen

Vektorrdumen mit den Beziehungen in Funktionenrdumen verglichen.

lineare Algebra Funktionalanalysis
Vektoren veV f
Komponenten von Vektoren | v; € R flx) e R (C)
Dualer Vektorraum V*={w:V-oR} | {g:{f} =R (C)}
Komponentenschreibweise (w,v) =), wiv; = [g(=) f(z)d
Speziell i-te Komponente v =3 0iv5 | f = f(@o) = Jo(x —xo) f(x)d"x
Lineare Abbildungen Ly ~ Zj Lijv; Lf~ [Lz,y)f(y)d"y
Differentialoperatoren Lof(x)=>) aq @ f(x)

oz~

Identitit vi = 3 0ijv; fl@)=[dx—y)f(y)d"y
Inverse Abbildung >k LikL,:jl = 0;; [d"zL(z,2) L7} (z,y) = 0(z —y)
Green’sche Funktion L(x,0,)G(z,y) = d(x—1y)
Lasung von Lf = K fi= S, (L gk, | @) = [ Gy K@) dy

Im Folgenden werden einige in der Physik haufig auftretende Beispiele untersucht. Dabei werden die
Losungen aus physikalischen Uberlegungen , geraten®. Kapitel 13 geht auf Verfahren ein, Green’sche
Funktionen zumindest in einigen konkreten Fillen explizit zu berechnen.

11.4 Beispiel: Der gedampfte Oszillator

Betrachten wir nun GIl. 11.1. Die Green’sche Funktion zu dem Differentialoperator des gedampften
Ostzillators muss die Gleichung

2
<§t2 + 2y§t + wo) G(t,t) =4d(t—1t) (11.32)
erfiillen. Ist diese Funktion gefunden, lautet die Losung unserer Gleichung nach den Uberlegungen
des letzten Abschnitts: -

f@) = / G(t,t)K(t')dt' . (11.33)
Bei der Losung von Gl. 11.32 hilft uns die physikalische Intuition: Da die rechte Seite der Gleichung
nur von ¢t — t' abhiingt, gilt dies auch fiir die linke Seite (der Differentialoperator hat keine explizite
Zeitabhingigkeit — er ist ,zeittranslationsinvariant‘), also ist die gesuchte Funktion von der Form
G(t —t'). AuBerdem soll G(t —t') fiir t < ' und ¢t > t' (also abgesehen von ¢ = t’) eine Losung der
freien Differenzialgleichung sein. Aus der Mechanik ist bekannt (siehe auch Abschnitt 5.3.2), dass dies
die folgenden Funktionen f(t) sind, wobei wir hier nur den Schwingungsfall betrachten, die anderen
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Félle lassen sich dhnlich 16sen:
f(t) = (acoswt + bsinwt) exp(—7t), mit w=y/wi —~2. (11.34)

Die rechte Seite von Gl. 11.32 beschreibt eine Kraft‘, die die Geschwindigkeit des Systems um den
Wert Av = 1 dndert. (Wie schon erwiihnt wurde im Vergleich zur gewshnlichen Newton’schen Glei-
chung hier schon durch die Masse m dividiert, sodass K(t) keine Impulsinderung sondern eine Ge-
schwindigkeitsinderung bewirkt.) Dies entspricht auch den Uberlegungen aus Abschnitt 10.2, insbe-
sondere Gl. 10.32 und 10.33: Die erste Ableitung der Heaviside-Funktion (also einer Funktion mit dem
Sprung Az = 1) bzw. die zweite Ableitung einer Funktion, die zwar stetig ist, aber deren Steigung
sich um 1 dndert, ist gleich der §-Funktion.

Also kénnte eine mégliche Losung so aussehen: Der Oszillator ruht fiir ¢ < ¢ (d.h., G(t—t') =0
fiir t < ¢') und fiir ¢ > ¢ handelt es sich um eine Funktion der Form 11.34, wobei diese Funktion bei
t = t' mit der Steigung 1 aus der Ruhelage beginnt. Die Anfangsbedingungen fiir den Bereich ¢ > ¢/
sind also f(t =t") =0 und f'(t =) = 1. Das ist fiir « = 0 und b = 1/w der Fall. Die Losung lautet
also:

. /
Gret(t —t') = { ? fir <t (11.35)

sinw(t —t')exp(—y(t —t')) fiirt>¢

w

Dies kann man mit der Heaviside-Funktion auch in folgender Form schreiben:

Gret(t —1') = % sinw(t —t)exp(—y(t —t)) O —t)|. (11.36)

Diese Losung ist bei t = t’ stetig. Auf die Eindeutigkeit dieser Losung geht Abschnitt 11.6.1 ein.

11.5 Beispiel: Der Laplace-Operator
Sehr oft tritt in der Physik die Poisson-Gleichung
Ag(z) = —p(x) (11.37)

auf, wobei A den Laplace-Operator (siehe Gl. 4.32) bezeichnet (im Folgenden zunichst im gesamten
R3, Randbedingungen bzw. Losungen auf endlichen Gebieten werden in Abschnitt 11.6 betrachtet).
Ein Beispiel ist die Elektrostatik: Sei p(z) eine gegebene Ladungsverteilung, dann lautet die Maxwell-
gleichung fiir das elektrische Feld div E(z) = p(z) (der Einfacheit halber setze ich die Permittivitét
bzw. dielektrische Feldkonstante des Vakuums gleich 1). Da im statischen Fall auch rot E(z) = 0 gelten
soll, macht man den Ansatz E(z) = —V¢(z) (in cinem einfach wegzusammenhingenden Gebiet geht
das immer, siehe Abschnitt 7.3.4) und erhélt fiir das skalare Potenzial ¢(x) die obige Gleichung.
Die Green’sche Funktion zum Laplace-Operator erfiillt die Gleichung

AGz,2') =z —2). (11.38)

Der Index xz am Laplace-Operator soll andeuten, dass der Laplace-Operator auf das Argument x in
der Funktion G(z,z’') wirkt. Das Argument &’ ist nur ein Parameter — der Ort der AuBeren Quelle’.
Die Losung dieser Gleichung ist aber bekannt: Es handelt sich um das elektrische Potenzial einer
Punktladung (mit Ladung 1) am Ort 2, und dieses Potenzial hat die Form:

1

C@s) ==

(11.39)
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Zum Beweis zeigt man zunédchst durch explizites Nachrechnen, dass
A,G(z,2') =0 fir z —2' #0. (11.40)

In diesem Bereich (fiir £ —a" # 0) ist die Funktion G(z,2") wohldefiniert und zweimal stetig ableitbar.
In einem zweiten Schritt zeigt man, dass das Integral iiber eine Kugel, die den Punkt &’ enthilt,
den Wert 1 hat. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir ' = 0 withlen und betrachten
eine Kugel vom Radius R um den Ursprung. Wegen des Gauf’schen Satzes (siehe Kap. 7.4.3) und
‘A = div - grad’ gilt:

AG(z,0)d%r = / VG(z,0) - df (11.41)
r<R r=R
und mit 1 1
xr
- = 11.42
Al — 2’| 47 |z|3 ( )
und .
m-df:RQSianGdg) (11.43)
folgt:
1
AG(z,0)d%r = / R*sinfdfdp = 1. (11.44)
r<R r=R 41 R?

Man beachte, dass das Ergebnis nicht vom Radius R der Kugel abhéngt. Damit gilt das Ergebnis fiir
jedes beliebige Volumen, das den Nullpunkt enthélt, denn jedes solche Volumen lésst sich aufspalten
in ein Integral iiber eine Kugel mit ausreichend kleinem Radius um den Nullpunkt und ein Integral
iiber das Volumen ohne diese Kugel, und da AG auflerhalb des Nullpunkts verschwindet, triigt dieses
zweite Integral nichts bei. Damit kann man allgemein beweisen, dass fiir jede Testfunktion f(z) gilt:

/3 AG(z,y)f(y) PPz = f(z). (11.45)
.
Die Losung zu Gl. 11.37 lautet somit
3 1 1 3
px)=— [ Glyply)ds=_— | ——p(y)d’z. (11.46)
R3 4 Jps |z —y|

11.5.1 Die Green’sche Funktion zu A fiir beliebige Dimensionen

Der obige Beweis und die Tatsache, dass der Gaufi’sche Satz in beliebigen Dimensionen gilt, deuten

darauf hin, wie man die Green’sche Funktion zum Laplace-Operator in d Dimensionen finden kann.
Allgemein gilt:

1 T 1

22 =—(d—2)—0 und 2

m =0  fir £#0. (11.47)
Speziell fiir d = 2:

x

und Alnlz| =0 fir £#0. (11.48)

Da I%I in beliebigen Dimensionen der Normalenvektor auf dem Flachenelement einer Kugeloberfliche
ist, folgt -
mdf:Rd‘ldQ, (11.49)

wobei d2 das Hyperflichenelement einer Kugel in d Dimensionen ist. Das Integral iiber die Kugel-
oberfliche liefert die Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel (siche Anhang ?7):
27Td/2

d) = PR (11.50)
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Damit erhalten wir fiir die Green’sche Funktion zum Laplace-Operator in d Dimensionen:

Glx—12') = —%m (11.51)
und speziell fiir d = 2:
Gz —1')= %ln|m—x’|. (11.52)
Fiir d = 1 folgt:
Glx—2')= %|x—x’\. (11.53)

Betrachtet man allerdings in Gl. 11.36 den Fall v = 0 und bildet den Grenzfall w — 0, so erhélt man
Gz —2') = (x — 2")O(x — a’). Beides sind Green’sche Funktionen zur zweiten Ableitung, allerdings
zu verschiedenen Randbedingungen. Wihrend man in d > 2 Dimensionen erreichen kann, dass die
Green’schen Funktionen fiir x — £oo verschwinden, ist das in einer Dimension nicht mdoglich. Hier
kann man diese Randbedingung nur fiir einen Grenzfall fordern. Man kann allerdings erreichen, dass
G(z — 2') fiir x = 2’ verschwindet.

In d = 2 Dimensionen verschwindet die Green’sche Funktion weder bei £ = ' noch im
Unendlichen sondern fiir | — 2’| = 1. Man erhélt also in zwei Dimensionen eine ,,Skala“, d.h. einen
ausgezeichneten Abstand, obwohl der Laplace-Operator zunichst keine solche Skala festlegt (da in der
Physik 2 die Dimension einer Lénge hat, muss im Logarithmus zusitzlich eine Lingenskala auftreten).
In diesem Zusammenhang spricht man auch schon mal von einer spontanen Masseerzeugung (in
dimensionslosen Einheiten entspricht eine Masse einer inversen Linge) oder auch von einer spontanen
Brechung der Skaleninvarianz. Allgemein spricht man von einer spontanen Symmetriebrechung, wenn
die Losung einer Gleichung eine geringere Symmetrie als die Gleichung selbst hat.

11.5.2 Der Helmholtz-Operator

Der Helmholtz-Operator lautet A + k2, wobei A wieder der Laplace-Operator und k? eine beliebige
(positive) Konstante sind. Die Green’sche Funktion, also die Losung zu

(A, + EHG(z,2') =6(x — '), (11.54)
lautet:
. 1 e:i:ikla:—a:’l
= 11.
G(z,z") P P—— (11.55)

Der Beweis ist dhnlich wie beim Laplace-Operator. Man zeigt zuniichst, dass fiir z # 2’ gilt (A, +
k?)G(z,z’) = 0 und nutzt dann den Gaufl’schen Satz um zu zeigen, dass das Integral iiber eine Kugel
vom Radius R im Grenzfall R — 0 gegen 1 geht.

11.5.3 Die Diffusionsgleichung
Die Diffusionsgleichung lautet (in d Dimensionen):
0
aqﬁ(t,x) = AA¢(t,x). (11.56)

In Kapitel 13.2.1 werden wir mit Hilfe der Fourier-Transformation eine Losung dieser Gleichung
bestimmen:

1 1
o(t,x) = e P (—wﬁ) : (11.57)
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Diese Losung erfiillt die Anfangsbedingung:
9(0,2) =0(x). (11.58)

Fiir negative Werte von ¢, also t < 0, ist diese Losung nicht sinnvoll (und auch die Herleitung iiber
die Fourier-Transformation ist nur fiir ¢ > 0 moglich).
Suchen wir die Green’sche Funktion zur Diffusionsgleichung, also eine Lésung zu

%G(t,x) MGt T) = 6()d (), (11.59)

so konnen wir

G(t,x) = O(t)p(t, x) (11.60)

ansetzen. Diese Funktion erfiillt:

%G(i,z) = (;@(t)) o(t,x) + O(t) (;ﬁdt,@) =0(t)o(t,x) + NAO(t)p(t, ) (11.61)

und somit
%G(t,x} —MG(t,x) =6(t)o(t,x) = 6(t)d(x) . (11.62)

Der letzte Schritt gilt, weil fiir ¢ # 0 die rechte Seite ohnehin verschwindet (wegen d(¢)) und fiir ¢ =0
gilt Gl. 11.58. Die Fundamentallosung (Green’sche Funktion) zur Diffusionsgleichung lautet somit:

1 (:l: — )2
WGXP (M) . (11.63)

11.6 Randbedingungen fiir Green’sche Funktionen

G(t — to,ﬂ) — .1:0) = @(t — to)

In diesem Abschnitt geht es um allgemeine Uberlegungen, unter welchen Bedingungen die inverse
Abbildung L~! zu einer gegebenen linearen Abbildung L iiberhaupt existiert bzw. welche Freiheiten
man hat, diese Abbildung zu definieren. In der linearen Algebra endlich-dimensionaler Vektorrdume
gibt es ein einfaches Kriterium, wann zu einer Matrix L;; die inverse Matrix L™! existiert: Notwendige
und hinreichende Bedingung ist, dass die Determinante von Null verschieden ist. Diese Aussage ist
dquivalent zu der Aussage, dass das Gleichungssystem

Lv=0 bzw. > Liju; =0 (11.64)
J

keine Losungen aufler v = 0 besitzt. Gibt es solche Losungen, ist der Rang der Matrix L nicht
maximal, d.h.; es gibt lineare Unterrdume des Vektorraums, die auf die 0 abgebildet werden. Die
Abbildung L ist also nicht injektiv, und da es sich um eine lineare Abbildung auf einem endlich
dimensionalen Vektorraum handelt auch nicht surjektiv. Es gibt daher keine Umkehrabbildung der
Form L=!':V = V.

Trotzdem koénnen wir auch in diesem Fall Gleichungen der Form

Lv=k bzw. ZLijUj = kl (1165)
J
unter bestimmten Bedingungen 16sen. Voraussetzung ist, dass der Vektor k im Bild der Abbildung L
liegt. Ist dies der Fall, gibt es nicht nur eine Lésung, sondern jeder Vektor der Form

v =v+v (11.66)
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mit
Lv=k und Lvy=0 (11.67)

ist ebenfalls eine Losung. Zu jeder speziellen Losung der inhomogenen Gleichung kénnen wir also eine
beliebige Losung der homogenen Gleichung addieren. Dies hatten wir schon in Abschnitt 5.3 gesehen.

Uberlegen wir uns nun, wie sich die vorherigen Resultate auf Green’sche Funktionen
itbertragen. Wenn wir eine inhomogene Differentialgleichung der Form

L(z,0,)f(x) = K(z) (11.68)

16sen wollen, und

L(x,0,)f(x)=0 (11.69)
Losungen besitzt, so werden zwei Dinge zu beachten sein:

- Moglicherweise ist nicht jede Funktion K (z) im Bildraum der Abbildung £(z, ;). Zu manchen
dufleren , Einfliissen“ gibt es daher keine (reguliren) Losungen.

- Zu jeder speziellen Losung der inhomogenen Gleichung erhalten wir weitere Losungen, indem
wir Losungen der homogenen Gleichungen addieren. Sei fx Losung der inhomogenen Gleichung,

L(z,0;)fx(z) = K(z), (11.70)
und seien {f;(z)} linear unabhingige Losungen der homogenen Gleichungen,
L(x,0,)fi(x) =0, (11.71)
so ist die allgemeinste Losung der inhomogenen Gleichung von der Form:
fl@) = fx@) + > aifi(@). (11.72)
Durch die Wahl geeigneter Rand- oder Anfangsbedingungen werden die Koeffizienten «; fest-
gelegt.

Insbesondere gelten diese Uberlegungen auch fiir Green’sche Funktionen.

11.6.1 Randbedingungen beim gedidmpften Oszillator

In Abschnitt 11.4 hatten wir folgende Losung fiir die Green’sche Funktion des geddampften Oszillators
gefunden:

Gret(t — 1) = % sinw(t —t')exp(—y(t —t')) Ot — ). (11.73)

Doch weshalb diese Losung? Weshalb nicht eine Losung, die fiir ¢ < ¢ eine Schwingung beschreibt
und bei ¢ = t' zu schwingen aufhort, also beispielsweise

Gt — 1) = —é sinw(t — ¢') exp(—(t — ) Ot —1)7 (11.74)

Man bezeichnet die erste Losung gelegentlich als retardierte Losung und die zweite als avancierte
Losung. Man kann auch eine Linearkombination der beiden Green’schen Funktionen wéhlen:

Go(t —t') = aGret(t — ') + (1 — @)Gay(t — t'). (11.75)

Das ist noch nicht die allgemeinste Losung, da in diesem Fall noch G (¢t = t') = 0 gilt. Man kann immer
noch eine Losung der homogenen Gleichung (Gl. 11.34) addieren, die bei ¢ = ¢’ nicht verschwindet.
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Wie wir gesehen haben, hingt die Frage nach der Eindeutigkeit einer Losung fiir die
Green’sche Funktion davon ab, ob es Losungen zur homogenen Gleichung gibt. Ohne Einschrankungen
an die Losungsfunktionen hat der geddmpfte Oszillator solche Nullmoden, ndmlich die Funktionen in
Gl. 11.34, die wir immer zu einer Losung fiir die Green’sche Funktion addieren kénnen. In der Tat
erhalten wir die retardierte Losung aus der avancierten Losung, indem wir einfach eine bestimmte
Losung der homogenen Gleichung addieren:

Craalt— 1) = Guelt — )+ g(8)  mit g(t) = isinw’(t C exp(—Alt—t)).  (11.76)

Die Losungen sind also nicht eindeutig. Durch Addition von allgemeinen homogenen Lésungen (GI.
11.34) beispielsweise zur retardierten Losung erhalten wir eine unendliche Schar von Losungen (diese
bilden einen 2-dimensionalen affinen Raum).

Im Fall des geddmpften Oszillators (7 > 0) gibt es mathematische Griinde, die retardierte
Green’sche Funktion zu wihlen: Sie verschwindet fiir ¢ — +oo und ist auf . wohl definiert. Alle
anderen Losungen von Gl. 11.32 haben die Eigenschaft, dass sie fiir ¢ — —oo exponentiell ansteigen
und daher auch auf .% nicht mehr wohl definiert sind (allerdings immer noch auf 2).

Mit anderen Worten: Wenn wir als Raum der Losungen fiir die homogene Differentialglei-
chung den Dualraum (den Raum der Distributionen) zu . zulassen, gibt es keine Losungen zur
homogenen Differentialgleichung und damit ist auch die Green’sche Funktion eindeutig (es ist die
retardierte Green’sche Funktion). Lassen wir aber als Raum der Lésungen fiir die homogene Diffe-
rentialgleichung den Dualraum zu 2 zu, gibt es einen zweidimensionalen Vektorraum von Losungen
und die Green’schen Funktionen bilden einen zweidimensionalen affinen Raum.

Ahnliches finden wir auch in anderen Systemen. Eine Gleichung wie

2= -1 (11.77)

hat keine Losungen in R, sie hat aber zwei Losungen in C. Es hingt also immer davon ab, in welchem
Raum man nach Lésungen sucht.

11.6.2 Randbedingungen beim harmonischen (ungediampften) Oszillator

Fiir den ungedédmpften harmonischen Oszillator (v = 0) ist die Antwort nicht so eindeutig, da einer-
seits zwar alle Losungen fiir ¢ — +oo beschrinkt sind, andererseits aber keine Losung die Eigenschaft
hat, fiir beide Grenzwerte zu verschwinden. Hier muss die Antwort, welche Losung physikalisch sinn-
voll ist, aus der Physik kommen. Wenn K (¢) in Gl. 11.1 einen kompakten Triiger hat, also irgendwann
einmal eingesetzt hat und irgendwann auch wieder authort, erwarten wir aus physikalischen Griinden,
dass die Losung vor dem Einsetzen der dufleren Kraft null ist und nach dem Abklingen dieser Kraft
eine konstante Schwingung darstellt. Dann ist die retardierte Green’sche Funktion wieder die sinnvolle
Losung. Man beachte, dass hier ,,von Hand“ durch die Wahl der Green’schen Funktion eine Zeitrich-
tung ausgezeichnet wird. Die Differentialgleichung des ungeddmpften harmonischen Oszillators ist
zeitumkehrinvariant (das bedeutet, mit jeder Losung x(t) ist auch die Funktion z(—t) eine Losung),
doch durch die Wahl der retardierten Green’schen Funktion wird die Losung zu einer vorgegebenen
duBeren Kraft nicht mehr zeitumkehrinvariant: Sie beschreibt einen ruhenden Oszillator in der fernen
Vergangenheit und einen frei schwingenden Oszillator in der fernen Zukunft.

Im Allgemeinen entscheidet die physikalische Situation, welche Green’sche Funktion im Ein-
zelfall zu nehmen ist. In vielen Fillen ist auch eine Linearkombination aus retardierter und avancierter
Green’scher Funktion angebracht:

Go(t —t) = aGres(t —t) + (1 — )Gy (t —t') (0<a<1). (11.78)
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Den Fall o = % bezeichnet man als kausale Green’sche Funktion. In diesem Fall ist auch die Green’sche
Funktion zeitumkehrinvariant. Der avancierte Teil beschreibt Schwingungen, die bei ¢t = ¢ ,,absor-
biert“ werden, der retardierte Teil beschreibt Schwingungen, die bei ¢ = ¢’ angeregt werden.

11.6.3 Randbedingungen fiir die Green’sche Funktion zum Laplace-
Operator

Bisher haben wir fiir den Laplace-Operator nur eine Green’sche Funktion gefunden, GIl. 11.39 in
Abschnitt 11.5 (ich beschriinke mich auf drei Raumdimensionen, obwohl viele Uberlegungen auch
allgemeiner gelten). Diese Funktion verschwindet fiir |z — 2’| — oc.

Gerade in der Potenzialtheore der Elektrodynamik spielen Losungen der homogenen Glei-
chung (die Laplace-Gleichung) und der inhomogenen Gleichung (der Poisson-Gleichung) eine wich-
tige Rolle und die Konstruktion solcher Losungen unter vorgegebenen Randbedingungen wird dort
ausfiihrlich behandelt. Dementsprechend findet man zu diesem Thema auch viel in den Biichern
zur Theoretischen Elektrodynamik (z.B. [Jackson 2006], aus dem viele der folgenden Uberlegungen
entnommen sind). Im Folgenden gehe ich daher im Wesentlichen auf Dirichlet’sche und von Neu-
mann’sche Randbedingungen und die Eindeutigkeit der Losungen ein. In diesem Zusammenhang
spielen die erste und zweite Green’sche Identitét eine wichtige Rolle.

Die erste und zweite Green’sche Identitét
Der erste und zweite Green’sche Satz sind unmittelbare Folgerungen aus der allgemeineren Gaufi’schen

Identitét (siehe Abschnitt 7.4.3):

/V-F(x) Po= [ P(z)-ndf, (11.79)
v oV

Wiéhlen wir speziell F(z) = ¢(x)Vy(z), also das Produkt aus einem Skalarfeld und einem Gradien-
tenfeld, so folgt fiir die linke Seite:

/ V- (6(@)Vi(e) e = / Vo(z) - Vib(a) de + / o(z) Ap(z) da (11.80)
A% A% Vv

und fiir die rechte Seite:

()
on

6@ Vi) ndf = [ o@ 5 ar. (11.81)
)% oV
In der letzten Formel wurde die Richtungsableitung in Richtung der Fldchennormalen durch eine
partielle Ableitung in n-Richtung ersetzt:

()

Vi(z) -n = 5 (11.82)

Damit lautet die erste Green’sche Identitit (bzw. der erste Green’sche Satz):

/ Vo(z) - Vib(z) da + / o(z) A(z) d3x = ¢(m)81g(x) ar|. (11.83)
v % v n

Wir vertauschen nun in dieser Gleichung die Rollen von ¢ und % und subtrahieren die Ergebnisse
(bzw., wir setzen F(x) = ¢p(x)Vi(x) — (x)Vo(x)) und erhalten die zweite Green’sche Identitiit:

) (¢(x>a§ff’ - w(maf;f)) ar|. (11.84)

/v (¢(z) AY(z) — (z) A(b(x))d?’x _ /

1%}
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Eindeutigkeit von Losungen

Wir betrachten nun zwei Losungen ¢1(z) und ¢o(z) der Poisson-Gleichung zur selben Ladungsver-
teilung p(x). Insbesondere ist die Differenz der beiden Losungen, U(z) = ¢1(z) — ¢2(x), eine Losung
der homogenen Gleichung (also der Laplace-Gleichung): AU(z) = 0. Ersetzen wir in der ersten
Green’schen Identitéit (Gl. 11.83) ¢ und v durch U, so folgt

oU (z)

/|VU(:1:)|2d3x: Ul(zx) 5 df. (11.85)
% v n

Falls also die Losungen auf dem Rand 9V des Gebietes iibereinstimmen (Dirichlet’sche Randbedin-
gungen), also U(x)|zcoy = 0, stimmen sie {iberall iiberein, also ¢;(z) = ¢2(x). Falls die Normalenab-

leitungen der Losungen auf dem Rand iibereinstimmen (von Neumann’sche Randbedingungen), also

U ()
on

keine Rolle spielt. Man beachte, dass die rechte Seite der obigen Gleichung auch bei gemischten Rand-

lecoy = 0, konnen sich die Losungen nur um eine Konstante unterscheiden, die bei Potenzialen

bedingungen (also Dirichlet auf einem Teil der Fliche 0V und von Neumann auf einem anderen Teil)
verschwindet und sich daher die Lésungen bestenfalls (sofern keine Dirichlet-Bedingungen vorliegen)

um eine Konstante unterscheiden konnen.
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Kapitel 12

Hilbert-Raume

Nachdem in den letzten beiden Kapiteln unendlich-dimensionale Vektorrdume in Form von Test-
funktionenrdumen und Distributionenrdumen eingefithrt wurden, wendet sich dieses Kapitel einer
weiteren wichtigen Klasse von Vektorrdumen zu, den sogenannten Hilbert-Réumen. Hierbei handelt
es sich um Vektorrdume, insbesondere unendlich-dimensionale Vektorrdume, auf denen ein Skalar-
produkt definiert ist. Dieses Skalarprodukt impliziert eine Norm und damit eine Metrik und eine To-
pologie. Hilbert-Réume sind, ebenso wie Banach-Riume (Vektorrdume mit einer Norm), vollstéindig
beziiglich dieser Topologie. Der mathematische Formalismus der Quantentheorie ist im Wesentlichen
der Formalismus der Hilbert-Rdume und der linearen Operatoren auf diesen Rdumen. Aber auch in
anderen Zusammenhéngen treten Hilbert-Rdume — und hier beziehe ich mich hauptséchlich auf die
Hilbert-Riéume der quadratintegrablen Funktionen (diese Riume bezeichnet man meist mit £2) —
immer wieder auf. Insbesondere spielen sie eine wichtige Rolle fiir bestimmte Klassen von Differenti-
algleichungen (die in den Kapiteln 14 und 15 behandelt werden) sowie fiir die Fourier-Transformation
(Kapitel 13).

12.1 Grundbegriffe

Hilbert-Rdume sind spezielle Banach-Réume und Banach-R&ume sind spezielle topologische Vek-
torrdume. Da bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen oftmals sehr feine Unterscheidungen zu
beachten sind, soll an dieser Stelle ein kurzer Uberblick zu den wichtigsten Begriffen im Zusammen-
hang mit topologischen Réumen gegeben werden. Dieser Uberblick ist nur sehr grob und minimalis-
tisch — die Theorie topologischer Raume ist aulerordentlich umfangreich und verlangt eigentlich eine
ausfiihrlichere Behandlung der Grundbegriffe.

12.1.1 Topologische Riume

In Kapitel 3.1 wurde der Begriff einer Topologie und eines topologischen Raums schon eingefiihrt.
Daher werden hier nur die wichtigsten Definitionen wiederholt.

Definition: Fin tologischer Raum (M, T) ist eine Menge M zusammen mit einer Topologie T C

P(M). FEine Topologie T ist eine Teilmenge der Potenzmenge von M, die abgeschlossen unter be-
liebigen Vereinigungen und endlichen Durchschnitten ihrer Elemente ist (siche Kapitel 7?7 ). Es wird
definiert, dass die leere Menge O und die Menge M immer Elemente von T sind. Die Elemente von
T bezeichnet man als offene Mengen.

221
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Definition: Eine Teilmenge E C M eines topologischen Raums (M, T) heifit (abgeschlossen oder
geschlossen), wenn sie das Komplement einer offenen Menge ist.

Definition: Fine Teilmenge B C T heif$t Subbasis der Topologie T, wenn sich jedes Element aus T
als beliebige Vereinigung von endlichen Durchschnitten von Elementen aus B darstellen ldsst. (Die

Elemente aus B sind Teilmengen von M!)

Definition: Sei (M,T) ein topologischer Raum. Eine Folge (z;);en mit x; € M heifit konvergent
mit Grenzwert x, wenn es zu jeder offenen Umgebung U, von x (also © € U,) ein N gibt, sodass
x; € Uy fiir allet > N.

Eine Teilmenge E C M ist genau dann abgeschlossen, wenn die Grenzwerte aller Folgen (z;) mit
z; € E auch wieder in F liegen. Eine abgeschlossene Menge enthélt also sédmtliche Grenzwerte.
Man beachte, dass man an dieser Stelle noch nicht definieren kann, was eine Cauchy-Folge ist. Dazu
bendtigt man weitere Strukturen (z.B. eine Metrik).

Das bedeutet auch, dass man z.B. in einer Menge wie den rationalen Zahlen unterscheiden
muss, ob eine Folge konvergiert (und damit der Grenzwert auch in Q liegt) oder ob sie Cauchy-
konvergent ist, der Grenzwert aber nicht in Q liegt. Das abgeschlossene Intervall

0,]]cQ={zeQ0<z<1}

ist nur abgeschlossen beziiglich der Topologie in Q, nicht beziiglich der Topologie in R, wenn man
diese Menge als Teilmenge von R auffasst.

Einerseits bedeutet das Vorhandensein einer Topologie, dass man weifl, was offene Mengen sind.
Wichtiger ist aber, dass man von Grenzwerten bzw. der Konvergenz von Folgen sprechen kann. Damit
ist auch definiert, ob bzw. wann eine Abbildung von diesem Rraum in andere topologische Riume,
z.B. die reellen oder komplexen Zahlen, oder auch von diesem Raum in sich selbst, stetig ist.

Definition: Fine Abbildung f : My — My von einem topologischen Raum (My,Ty) in einen topolo-
gischen Raum (Ma, T1) heifit stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge in Ms eine offene Menge
m My ist.

Da wir Abbildungen auf Vektorrdumen betrachten, handelt es sich dabei fast immer um lineare Ab-
bildungen. Wéhrend bei endlich dimensionalen Vektorrdumen alle linearen Abbildungen auch stetig
sind, ist dies bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen nicht der Fall.

Aus den bisherigen Axiomen folgt noch nicht, dass beispielsweise der Grenzwert x einer konvergenten
Folge (z;) eindeutig ist. Um dies zu garantieren benétigt man sogenannte Trennungsaziome. Man
unterscheidet bei Topologien verschiedene Trennungsaxiome, von denen ich hier nur drei angebe.

Definition: FEine Topologie ist Ty-trennend, wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € M
mindestens eine offene Umgebung gibt, die einen der Punkte enthdlt, nicht aber den anderen.

Definition: Eine Topologie ist T -trennend, wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € M eine
offene Umgebung von = gibt, die y nicht enthdlt, und umgekehrt.

Definition: Eine Topologie ist To-trennend, wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € M eine
offene Umgebungen U, von x und eine offene Umgebung U, von y gibt, sodass U, N U, = 0.

Eine Topologie, die das Trennungsaxiom 75 erfiillt, bezeichnet man auch als Hausdorff-Topologie (vgl.
3.1). Eine wichtige Eigenschaft der Hausdorff-Topologie ist, dass der Grenzwert einer konvergenten
Folge eindeutig ist. Im Folgenden betrachten wir nur Hausdorff-Topologien.
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12.1.2 Metrische Riume

Ist auf einer Menge M eine Metrik d(z,y) definiert, kann man nach der allgemeinen Vorschrift auch
eine Topologie definieren: Die offenen Bélle vom Radius r um einen Punkt z sind definiert durch

B.(z) ={y € M|d(z,y) <r}. (12.1)

Die Menge aller Teilmengen von M, die sich durch beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte
solcher Biille darstellen lassen, bildet dann die durch die Metrik induzierte Topologie auf M. Die
offenen Biille bilden also eine Subbasis dieser Topologie. Man sagt auch, dass die offenen Bille diese
Topologie generieren.

Definition: Fine Menge, auf der eine Metrik definiert ist, bezeichnet man als metrischen Raum. Auf

einem metrischen Raum gibt es immer eine Topologie.

Nicht jede Topologie auf einer Menge stammt von einer Metrik, d.h., es gibt topologische Réume,
fiir die sich keine Metrik definieren lésst, sodass diese Metrik die vorgegebene Topologie nach obiger
Vorschrift induziert. Gibt es eine solche Metrik, bezeichnet man den topologischen Raum auch als
metrisierbar. Beispielsweise ist eine Topologie nicht metrisierbar, wenn sie nicht ¢rennend ist. Die von
einer Metrik induzierte Topologie ist immer trennend, da wir von einer Metrik verlangen: x # y =
d(z,y) > 0. Metrisierbare Topologien erfiillen sogar das Hausdorff-Axiom (d.h., sie sind To-trennend).
Beweis: Es sei # # y und d(z,y) = €. Die Bélle B 3(x) und B, /3(y) sind disjunkt und bilden offene
Umgebungen von x und y.

Ist auf einer Menge M eine Metrik gegeben, kann man die Cauchy-Konvergenz einer Folge

definieren:

Definition: Eine Folge (x;);eny mit x; € M heifst Cauchy-konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, sodass d(x;,x;) < € fiir allei,j > N.

Der Begriff der Cauchy-Konvergenz erlaubt es also, von Konvergenz zu sprechen, obwohl der Grenz-
wert nicht bekannt oder moglicherweise noch nicht einmal Teil dieser Menge ist. Damit kénnen wir
auch definieren, wann eine Menge vollstindig ist.

Definition: Fine Menge M heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-konvergente Folge ihren Grenzwert
in M hat.

Man beachte den Unterschied zwischen ,,abgeschlossen® und ,,vollsténdig“: Eine Menge ist abgeschlos-
sen, wenn sie das Komplement einer offenen Menge ist. Dies gilt fiir eine beliebige Topologie, selbst
wenn Cauchy-Konvergenz und damit Vollstéindigkeit im oben angegebenen Sinne nicht definiert sind.
Beispielsweise ist in der Menge der rationalen Zahlen @Q mit der iiblichen Metrik d(p,q) = |p — q|
ein abgeschlossenes Intervall ein Intervall, dessen Randpunkte dazugehoren. Die Menge Q ist jedoch
nicht vollsténdig. Teilmengen von Q aufgefasst als Teilmenge der reellen Zahlen sind allerdings nie
abgeschlossen: Das Komplement von Q in R ist keine offene (und keine abgeschlossene) Menge.

Definition: Eine Teilmenge A einer Menge M liegt dicht in M, wenn jede offene Umgebung U, von
einem x € M FElemente von A enthilt, bzw., wenn U, N A # O fiir alle x € M und alle offenen

Umgebungen U, von x.

Die Menge Q liegt beispielsweise dicht in R. Die Tatsache, dass eine Menge A dicht in einer anderen
Menge M liegt, heifit allerdings nicht, dass M vollstdndig ist. Beispielsweise liegt Q auch dicht in der
Menge der algebraischen Zahlen (also der Zahlen, die sich als Nullstellen von Polynomen endlicher
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Ordnung mit rationalen Koeffizienten darstellen lassen), trotzdem sind die algebraischen Zahlen nicht
vollstandig.

12.1.3 Normierte Vektorriume und Vektorridume mit Skalarprodukt

Fiir Vektorrdume kann man auch das Konzept einer Norm definieren (vgl. Kapitel 1.2.3). Ist eine
Norm gegeben, erhilt man nach der Vorschrift d(z,y) = |z — y| auch eine Metrik. Jede Norm
definiert also eine Metrik, aber nicht jede Metrik auf einem Vektorraum erlaubt die Definition einer
Norm. Notwendige Bedingungen dafiir sind: d(z,y) = d(z + 2,y + z) Vz und d(azx,0) = |a|d(z,0) V.
Ein triviales Gegenbeispiel ist die diskrete Metrik (d(z,y) = 0 fiir z = y und d(z,y) = 1 fiir x # y).

Noch spezieller ist die Struktur eines Skalarprodukts (siehe Kapitel 2.1). Ein Skalarprodukt
ermoglicht die Definition einer Norm nach der Vorschrift ||z|| = 1/g(x, z). Eine solche Norm, die von
einem Skalarprodukt induziert ist, erfiillt immer die sogenannte Parallelogramm-Identitét:

Iz +lI? + lle = ylI* = 2]|z]* + 2]ly||* - (12.2)

Umgekehrt kann man aus einer Norm, welche die Parallelogramm-Identitét erfiillt, nach folgender
Vorschrift ein Skalarprodukt definieren:

1 : : . .
gla,y) = 7 (ly+l? = lly = =l +illy + iall? — illy - iz|?) (12.3)

Dies bezeichnet man auch als den Satz von Jordan und von Neumann (siche Anhang A2.3). (Man
beachte, dass in dieser Formel die Konvention so gewéhlt wurde, dass das Skalarprodukt im zweiten
Argument, y, linear und im ersten Argument, z, antilinear ist.)

Insgesamt erhalten wir folgende Implikationen:

Skalarprodukt = Norm = Metrik = Topologie. (12.4)
Fiir die zugehorigen Vektorrdume erhalten wir:

Vektorraume mit Skalarprodukt C normierte Vektorrdume C (12.5)

C metrische Vektorrdume C topologische Vektorraume.

12.1.4 Kompakte Riume

Der Begriff der kompakten Teilmenge eines metrischen Raumes sollte aus der Analysis bekannt sein:

Definition: Eine Teilmenge E eines metrischen Raums heifft kompakt, wenn jede Folge (x;);en mit
x; € E eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in E enthdlt.

Diese Definition, die zun#chst nur fiir metrische Raume gilt, ldsst sich fiir allgemeine topologische

Réaume verallgemeinern:

Definition: Eine Teilmenge E eines topologischen Raumes heifit kompakt, wenn jede Uberdeckung

von E mit offenen Teilmengen eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Dies bedeutet Folgendes: Es sei E C M eine Teilmenge eines topologischen Raumes M und {4, }
eine beliebige Menge von offenen Teilmengen von M, sodass E C |J,, An (die Indexmenge muss nicht
abzihlbar sein). Man sagt in diesem Fall, dass {4, } eine (eventuell unendliche) Uberdeckung von E
bildet. Dann gibt es fiir eine kompakte Menge E immer eine endliche Anzahl von offenen Mengen
(A} = 1,..., N) mit A; € {A,}, sodass E C Y, A;. Umgekehrt ist eine Teilmenge E C M eines
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topologischen Raums M genau dann kompakt, wenn jede Uberdeckung von E mit offenen Mengen
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Fiir eine kompakte Teilmenge E C R™ bedeutet dies, dass E abgeschlossen und beschrinkt ist (siche
auch Kapitel 3 und 4). Das ist die Aussage des Satzes von Heine und Borel:

Satz von Heine und Borel: Fiir Teilmengen E C R™ sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
1. E ist kompakt.

2. E ist abgeschlossen und beschrdinkt.

(Dies gilt nur beziiglich der Standardtopologie des R™; dieser Satz gilt beispielsweise nicht in Bezug
auf die diskrete Topologie.)

Diese Aquivalenz zwischen kompakten Teilmengen und Teilmengen, die abgeschlossen und be-
schrankt sind, gilt in unendlich-dimensionalen topologischen Vektorrdumen nicht mehr. Der Begriff
der Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung zu einer beliebigen Uberdeckung ist einschriinkender,
d.h., es gibt Teilmengen unendlich-dimensionaler topologischer R&ume, die zwar beschrankt und
abgeschlossen sind, fiir die eine beliebige Uberdeckung mit offenen Mengen aber keine endliche
Teiltiberdeckung mehr besitzen muss. In unendlich-dimensionalen normierten Vektorrdumen V' ist
beispielsweise die Einheitskugel um den Ursprung, E1(0) = {z € V|||z|| < 1}, nicht kompakt (siche
Abschnitt 12.4.2).

12.1.5 Gleichheit von Topologien

Definition: Zwei Topologien heiflen gleich, wenn sie dieselben offenen Mengen enthalten.

Insbesondere bedeutet dies, dass zwei Topologien 77 und 73 auf einer Menge M gleich sind, wenn alle
Funktionen f : M — M, die beziiglich der einen Topologie stetig sind, auch beziiglich der anderen
Topologie stetig sind. Gibt es umgekehrt eine Funktion, die beziiglich der einen Topologie stetig ist,
nicht aber beziiglich der anderen Topologie, sind die beiden Topologien in jedem Fall verschieden.
Insbesondere ist die Identitéitsabbildung (M, 71) — (M, T2) nicht stetig, wenn 77 nicht in 75 enthalten
ist. Zwei Topologien sind also beispielsweise genau dann gleich, wenn die Identitdtsabbildung und ihr
Inverses stetige Abbildungen sind.

Fiir metrische Rdume kann man ein einfaches Kriterium angeben, wann zwei Topologien gleich
sind:

Satz: Zwei Metriken dy und do auf einer Menge M induzieren dieselbe Topologie, wenn es fiir jedes
x € M zwei Zahlen a,b > 0 gibt, sodass fir alle y € M gilt:

adl(xay> < dg(.’lf,y) < bdl(‘r’y) . (12'6)

a und b dirfen also von x abhingen, nicht aber von y (bzw. sie diirfen von einem Argument abhingen,

nicht aber von beiden).

Zwei Metriken, welche dieselbe Topologie definieren, bezeichnet man als dquivalent. Man kann sich
leicht iiberlegen, dass es in diesem Fall zu jedem x und jedem e¢ > 0 ein §; bzw. Jo gibt, sodass
Bj (x) € BZ(x) und B} (z) C Bl(x), wobei Bi(x) der offene Ball vom Radius € um den Punkt
beziiglich der Metrik ¢ ist. Zu jedem offenen Ball beziiglich der einen Metrik gibt es also offene Bille
beziiglich der jeweils anderen Metrik, die in diesem Ball enthalten sind. Eine andere Moglichkeit,
dquivalente Topologien zu charakterisieren, betrachtet konvergente Folgen:



226 KAPITEL 12. HILBERT-RAUME

Satz: Zwei Metriken sind dquivalent, wenn jede Folge, die beziiglich der einen Metrik eine Cauchy-
Folge ist, auch beziiglich der anderen Metrik eine Cauchy-Folge ist.

Diese Kriterien iibertragen sich entsprechend auf normierte Vektorrdaume.

Definition: Zwei Normen || - ||, und || - ||p auf einem Vektorraum V sind dquivalent, wenn es reelle
Zahlen ¢1 > 0 und co > 0 gibt, sodass fir allex € V gilt

cillzlla < ll2fly < collzlla - (12.7)

Aquivalente Normen definieren dieselbe Topologie. In der Anwendung wichtiger ist oft, dass eine Folge,
die beziiglich der einen Norm konvergent bzw. Cauchy-konvergent ist, auch beziiglich der anderen
Norm konvergent bzw. Cauchy-konvergent ist. Entsprechend kann man auch sagen: Eine Funktion
oder Abbildung, die beziiglich der einen Norm stetig ist, ist auch beziiglich einer dquivalenten Norm
stetig.

Auch in endlich-dimensionalen Vektorrdumen kann man verschiedene Normen definieren. Bei-

spielsweise gibt es auf dem R™ oder dem C” die sogenannten ¢,- Normen oder auch einfach p-Normen:

]l = <Z rﬂ) ; (12.8)

=1

und fiir p = oo definiert man die sogenannte Supremums-Norm:
[Z]loo = sup{|z;|} . (12.9)
3

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass es sich hierbei fiir alle p > 1 um eine Norm handelt
(die Positivitdt und die Skaleneigenschaft sind offensichtlich, die Dreiecksungleichung folgt aus der
Minkowski-Ungleichung, sieche Anhang A2.2). Diese Normen sind jedoch fiir endlich-dimensionale
Vektorrdume wie dem R™ im oben genannten Sinne gleichwertig.

Fiir 0 < p < 1 erhélt man keine Norm, da die Dreiecksungleichung nicht mehr gilt. Die
Funktion 2!/ ist fiir p < 1 nicht mehr subadditiv (beispielsweise ist (z + y)? > 22 + y? fiir positive
x,y). Allerdings definiert die Vorschrift d(z,y) = >, |x; — vi|? eine Metrik, sodass man in diesem
Fall zwar keinen normierten Vektorraum, aber einen metrischen Vektorraum erhélt, fiir den durch
die Abstandsfunktion d(-,-) ebenfalls eine Topologie definiert ist.

Betrachtet man den Grenzwert n — oo, gelangt man zum Raum der reellen oder komplexen
Folgen. Auch auf diesen Rdumen kann man die obigen £,-Normen definieren und gelangt so zu den
Vektorrdumen ¢” (um die Norm ¢, die auch im C" so bezeichnet wird, von dem Folgenraum (P mit
dieser Norm zu unterscheiden, verwende ich bei der Norm das Subskript und bei dem Folgenraum
das Superskript):

P = {IE = (Il,LEQ, )\:1:1 € (C,Z |.Ti|p < OO} . (1210)

i=1
In diesen unendlich-dimensionalen Vektorrdumen sind die verschiedenen f£,-Normen nicht mehr
dquivalent.

Zum Beweis betrachten wir die Folgen x,, = (21, x2,...) mit z; = n~* fir : < n und z; =0
fiir ¢ > n. Offensichtlich ist

n 1/p 1 1/]? )
Il = { D lwil” ) = (nnap> =nl/re, (12.11)
=1

Fiir 1/p — a < 0 oder p > 1/a konvergiert die Norm dieser Folgen gegen 0 und somit konvergieren
diese Folgen gegen die Nullfolge. Fiir p = 1/a bleibt die Norm konstant 1, die Folge konvergiert nicht,
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allerdings ist diese Folge Element des zugehérigen Raums 2. Fiir p < 1/« divergiert die Folge der
Normen, diese Folgen sind also keine Elemente des zugehorigen ¢7.

12.2 Banach-Riume

Definition: Ein Banach-Raum (B, || - ||) ist ein normierter Vektorraum (also ein Vektorraum B, auf

dem eine Norm definiert ist), der beziiglich der induzierten Topologie vollstindig ist.

Sei (B, - ||) ein Banach-Raum iiber R oder C. Der topologische Dualraum zu einem Banach-Raum
B* ist der Raum aller stetigen linearen Abbildungen w : B — R (oder C). Man bezeichnet diese
Abbildungen auch als lineare Funktionale.

Solche linearen Funktionale w sind genau dann stetig, wenn es eine reelle Zahl C' < oo
gibt, sodass |(w,z)| < Cllz|| fiir alle z € B. In diesem Fall gilt ndmlich fiir eine Folge (x;);en mit
lim; o z; = @ dass |{w, (x; —x))| < Cl|z; — ||, und wenn die rechte Seite gegen null geht, muss auch
die linke Seite gegen null gehen und es gilt lim;_, oo {(w, ;) = (w, x).

Man kann auf B* eine Norm definieren durch

|wl| = max ,epz)=1} {w, )| - (12.12)

Offensichtlich ist ||w|| genau die kleinste Zahl C, fiir die die Bedingung |[(w, z)| < C||z|| fiir alle z € B
erfiillt ist.

Ein sehr wichtiges Theorem fiir normierte Vektorrdume (die Vollstéindigkeit des Vektorraums
wird fiir dieses Theorem nicht benétigt) ist das Hahn-Banach-Theorem:

Satz (Hahn-Banach): Es sei V ein normierter Vektorraum (iber dem Korper K =R oder K =C)
und W ein linearer Unterraum. Es sei weiterhin w : W — K ein lineares Funktional, das durch
C < oo beschrinkt sei. Dann gibt es eine lineare Erweiterung von w zu einer linearen Abbildung auf
V' mit derselben Schranke C.

Diese Erweiterung ist nicht eindeutig und das Theorem gibt auch nicht an, wie man eine solche
Erweiterung konstruiert.

Weitere wichtige Eigenschaften von Banach-Riumen sind sogenannte Fizpunktsditze. Sei f :
X — X eine Abbildung einer Menge X in sich selbst, dann bezeichnet man ein Element z € X als
Fizpunkt von f, wenn f(x) = z. Das Element x wird also unter der Abbildung f auf sich selbst
abgebildet. Einer der bekanntesten Fixpunktséitze ist der Fixpunktsatz von Brouwer, der zunichst
nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdume (bzw. den R™) formuliert wurde. Er besagt:

Satz (Fixpunktsatz von Brouwer): Sei D ein konvezes, kompaktes Gebiet im R™, dann besitzt
jede stetige Abbildung f : D — D einen Fizpunkt.

(Eine Teilmenge D eines Vektorraums heifit konver, wenn mit je zwei Elementen x,y € D auch die
Verbindungslinie az+(1—a)y fiir 0 < o < 1in D liegt.) Insbesondere ist eine Kugel, {z € R"|||z| < 1}
ein solches kompaktes, konvexes Gebiet. Diese Satz wurde auf unendlich-dimensionale normierte Vek-
torriume erweitert. Es gibt hier verschiedene Versionen (Satz von Schauder, Satz von Banach-Picard,
Satz von Tychonoff) mit leicht unterschiedlichen Annahmen. Sehr oft erlauben diese Sitze einen Be-
weis fiir die Existenz und teilweise auch Eindeutigkeit fiir die Losungen von Differentialgleichungen.

Sei beispielsweise T : B — B die Abbildung, die eine (eventuell mehrkomponentige) Funktion
x: 1 CR— R" (mit t — z(t)) auf die Funktion T'(x) abbildet, mit:

T(a:)(t)zaco(t)—l—/ Fla(r),7)dr. (12.13)

to
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Dann kann man (unter bestimmten Bedingungen an die Funktion F'; insbesondere soll sie Lipschitz-
stetig im Argument = sein) beweisen, dass die Abbildung T einen Fixpunkt hat und dass man die-
sen Fixpunkt ausgehend von einer beliebigen Funktion zo(t) als Grenzwert der Iteration xz,(t) =
T(T(...(T(z0(t))))) = T™(xo(t)) erhalten kann. Diese Iteration tritt beispielsweise bei dem Verfah-
ren von Picard und Lindeldf zum Losen von Differentialgleichungen auf (siehe Kap. 5.2). Die Fix-
punktsétze erlauben also Beweise fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von Differential-
gleichungen.

Ein Beispiel fiir Banach-Réume sind die Folgenrdume ¢# mit den ¢,-Normen, die wir schon
im letzten Abschnitt definiert haben. Ein weiteres Beispiel fiir Banach-Réaume sind die £P-R&dume.
Hierbei handelt es sich um Funktionenrdume, auf denen die £,-Normen definiert sind:

1= ([ 1r@pPaa)” 1l = 1oy =m0} (12.14)

Diese Normen sind im Allgemeinen nicht dquivalent. Auflerdem gibt es bei Funktionenriumen noch
weitere Normen, die z.B. auch die Ableitungen von Funktionen einbeziehen, was die Theorie dieser
Banach-Radume sehr reichhaltig macht.

Funktionen in £! sind absolut integrierbar. Fiir solche Funktionen existiert beispielsweise das

<),

Als Beispiel fiir die Verschiedenheit der Normen betrachten wir die £1-Norm und die Supre-

Fourier-Integral (Néheres siehe Kap. 13):

(z)elF® da
R’!L

f(x)eikﬂ:

dr < / ()| dz . (12.15)

mumsnorm || f|lsup = max, |f(z)|. Wir wéhlen die Funktionenfolge
fa(z) = e =) (12.16)

Die £:-Norm dieser Funktionen ist:

el = [ e = (12.17)

—n{(r—nm 2
| ()l = i o= = 1 (12.18)

Die Supremumsnorm ist

Offenbar gibt es keine Zahl ¢, sodass || fr||sup < ¢|| fn]|1 flir alle n € N. Beziiglich der £,-Norm handelt
es sich bei (f,)neny um eine Null-Folge, beziiglich der Supremumsnorm konvergiert die Folge nicht.
Dass diese Folge auch nicht gegen eine andere Funktion als die Null-Funktion konvergiert sieht man
allerdings erst, wenn man das Cauchy-Kriterium verwendet: Da lim,, oo || fn () — frn(2)]| = 1 Vn ist
diese Folge auch nicht Cauchy-konvergent. Hiitte man statt der obigen Folge die Folge g, (x) = S
gewiihlt, wiirde diese Folge gegen die Funktion g..(x) konvergieren mit go.(x) = 0 fiir © # 0 und
9oo(0) = 1. Beziiglich der £;-Norm konvergiert die Folge also gegen die Null-Funktion, beziiglich der

Supremumsnorm gegen ¢goo.

12.2.1 Zum Begriff der Basis in Banach-Ridumen

Gewohnlich definiert man eine Basis in einem Vektorraum als eine maximale Menge von linear un-
abhéngigen Elementen des Vektorraums, sodass diese den gesamten Vektorraum erzeugen. Das be-
deutet, jeder Vektor in dem Vektorraum lésst sich eindeutig als Linearkombination dieser Vektoren
darstellen. Man kann auch beweisen (mithilfe des Zorn’schen Lemmas), dass jeder Vektorraum eine
solche Basis besitzt.
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Bei unendlich dimensionalen Vektorraumen muss man jedoch bedenken, dass die Verkniipfung
xz,y € V = x4+ y € V nur fir endliche Linearkombinationen gilt. Eine unendliche Summe von
Vektoren ist zunéchst nicht definiert bzw. muss nicht mehr in dem Vektorraum liegen. Betrachtet
man beispielsweise den Vektorraum aller unendlichen Folgen (x1, 2, z3,...), bei denen nur endlich
viele z; # 0 sind — bis auf endliche viele z; gilt also z; = 0. Die Summe von zwei (und damit
endlich vielen) solcher Folgen hat wieder die Eigenschaft, dass nur endlich viele Elemente von null
verschieden sind. Daher bilden diese Folgen einen Vektorraum. Das gilt aber nicht mehr fiir eine
unendliche Summe. Beispielsweise sind alle {e;} mit e; = (0,...,0,1,0,...) (die 1 an der i-ten Stelle)
Elemente dieses Vektorraums. Doch zumindest formal wire

D ei=(1,1,1,..), (12.19)
i=1

und dieser Vektor liegt nicht mehr in dem Vektorraum. Auflerdem wére zunéchst iiberhaupt zu klaren,
in welchem Sinne die Partialsummen der linken Seite (also die Summen bis zu einem N-ten Term)
gegen die rechte Seite konvergieren.

Das impliziert insbesondere auch, dass sich in einem Vektorraum jeder Vektor durch eine
endliche Linearkombination der Basisvektoren darstellen lassen muss (da unendliche Linearkombi-
nationen in einem allgemeinen Vektorraum nicht definiert sind). Das bedeutet aber auch, dass die
Menge {e;} keine Basis des Vektorraums aller unendlichen Zahlenfolgen ist, da es Vektoren gibt (z.B.
(1,1,1,...)), die sich nicht als endliche Linearkombination dieser Basis ausdriicken lassen.

Den bisher verwendeten Basisbegriff, der nur von dem Konzept der endlichen Linearkom-
binationen und der linearen Unabhéngigkeit Gebrauch macht, bezeichnet man auch technisch als
Hamel-Basis (benannt nach Georg Hamel (1877-1954)). Fiir unendlich dimensionale Vektorrdume ist
héufig nur bekannt, dass es eine solche Basis geben muss, ohne dass eine solche Basis tatséchlich
angegeben werden kann.

In einem normierten Vektorraum — insbesondere also in einem Banach-Raum — gibt es aber
ein Konvergenzkriterium fiir unendliche Summen. Es gilt:

n
T — E €T;€;

i=1

=0. (12.20)

oo
ng r;e; <— lim
i=

In einem Banach-Raum (und damit auch in einem Hilbert-Raum) kann man daher eine Basis {e;}
dadurch definieren, dass sich jeder Vektor x in dem hier spezifizierten Sinn als eventuell unendliche
Linearkombination von Basisvektoren darstellen ldsst. Eine solche Basis bezeichnet man auch als
Schauder-Basis (benannt nach Juliusz Schauder (1899-1943)).

In einem endlich dimensionalen Vektorraum sind die beiden Definitionen dquivalent, d.h.,
eine Hamel-Basis ist immer auch eine Schauder-Basis. Bei unendlich dimensionalen Vektorrdumen
verwenden wir im Folgenden nahezu ausschliefflich das Konzept der Schauder-Basis. Dies wird in der
Physik meist nicht betont. Wichtig ist lediglich, dass in Banach- und Hilbert-Rdumen alle unendlichen
Linearkombinationen (und damit fast alle Entwicklungen nach einer Basis) im Sinne des in Gl. 12.20
angegebenen Grenzprozesses zu interpretieren sind, wobei sich || - || immer auf die in dem jeweiligen
Raum definierte Norm bezieht.

12.3 Der Hilbert-Raum

Definition: Ein Pri-Hilbert-Raum ist ein Vektorraum mit einem (positiv definiten, nicht entarteten)
Skalarprodukt.
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Definition: Fin Hilbert-Raum ist ein Vektorraum mit einem (positiv definiten, nicht entarteten)
Skalarprodukt, der beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten Topologie vollstindig ist.

Wenn nicht explizit erwédhnt betrachte ich in diesem Kapitel immer einen Hilbert-Raum iiber den
komplexen Zahlen.

Wie schon erwihnt erlaubt ein Skalarprodukt, also eine Abbildung z,y € H — g(z,y) €
C (wobei g(-,-) die Eigenschaften aus Kap. 2.1 hat), die Definition einer Norm (und damit einer
Topologie) auf einem Vektorraum: ||z|| = \/g(z, x).

In der Physik spricht man auch bei endlich-dimensionalen Vektorrdumen — insbesondere iiber
den komplexen Zahlen — von Hilbert-Rdumen, wenn auf diesen Vektorrdumen ein Skalarprodukt de-
finiert ist. In der Mathematik wird der Begriff Hilbert-Raum oft nur fiir unendlich-dimensionale Vek-
torrdume verwendet. Die Forderung der Vollstdndigkeit ist fiir endlich-dimensionale Hilbert-Raume
(iiber R oder C) nicht notwendig, da diese bereits vollstindig sind. Fiir unendlich-dimensionale
Hilbert-Rédume muss die Vollstdndigkeit jedoch gefordert werden.

In der Physik, insbesondere der Quantentheorie, verwendet man bei Hilbert-Riéumen fiir das
Skalarprodukt meist die sogenannte ,Bra-Ket“-Schreibweise: g(x,y) = (z|y). Manche der Vorteile
werden in Abschnitt 12.5 im Zusammenhang mit dem Dualraum offensichtlich, allerdings zeigt sich
der volle Nutzen dieser Notation erst in der Quantenmechanik. Die Notation wurde 1939 von Paul Di-
rac eingefiihrt [Dirac 1939], daher bezeichnet man sie auch oft als Dirac-Notation. In dieser Notation
wird ein Vektor des Hilbert-Raums durch einen ket-Vektor |-) gekennzeichnet und ein dualer Vektor
durch einen bra-Vektor (-|. Die Bezeichnungen ,bra‘ und ket‘ stammen von Dirac und sind ein Wort-
spiel mit dem englischen Ausdruck ,bracket’ fiir Klammer. Der hier verwendete Punkt ,-* in einem
bra- oder ket-Vektor ist durch ein Symbol zu ersetzen, das ausdriickt, um welchen Vektor es sich han-
delt. Die Notation |z) fiir einen Vektor ist durchaus zu vergleichen mit dem Vektorpfeil (Z), den man
hauptséchlich fiir Vektoren im R? verwendet, oder der Fettschrift z, die oft bei endlich-dimensionalen
Vektorrdumen und Koordinatensystemen verwendet wird. Der duale Vektor (x| entspricht bei reel-
len Vektorriumen der Transposition, also dem Zeilenvektor 7 = (x1,...,7,), und bei komplexen
Vektorriumen zusitzlich noch der komplexen Konjugation: 27 = (Z7, 73, ..., T, ).

Im Gegensatz zu einem fritheren Teil dieses Skripts verwende ich die Bra-Ket-Notation nur
gelegentlich, um die Schreibweise zu verdeutlichen. Da diese Notation ihre volle Stéiirke erst erlangt,
wenn man auch lineare Operatoren in dieser Form ausdriickt, was in diesem Skript nicht generell
geschehen wird, bleibe ich bei der in der Mathematik iiblichen Schreibweise, bei der die Elemente
eines Hilbert-Raums meist durch lateinische Buchstaben (manchmal auch durch die griechischen
Buchstaben 1, ¢ oder ¢) ausgedriickt werden und das Skalarprodukt durch g(-,-).

Auch in Hilbert-Raumen, also unendlich-dimensionalen Vektorrdumen mit Skalarprodukt,
gelten die Ungleichung von Cauchy und Schwarz (vgl. Gl. 2.19) und die Dreiecksungleichung;:

l9(z,9)[* < g(,2)g(y,y) ~ (Cauchy-Schwarz) (12.21)
lz +yll < llzll + Iyl (Dreiecksungleichung) . (12.22)

Zur Erinnerung: Die Elemente einer Teilmenge eines Vektorraums mit Skalarprodukt {z, €
H} (x, # 0) heiflen orthogonal, wenn die Elemente paarweise orthogonal sind, also

9(Tn,xm) =0 Yn#£m. (12.23)

(Man beachte, dass der Index nicht diskret sein muss.) Die Elemente heilen orthonormal, wenn

9(Tn, Tm) = (12.24)

0 sonst.

{ 1 firm=n
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Bilden diese Elemente eine endliche oder abzéhlbare Menge, schreibt man oft:
9(Tn, Tm) = Opm  fiir alle m, n. (12.25)

Definition: Eine Menge orthogonaler Elemente {e,} (e, # 0) heifit Basis von H, wenn sie mazimal
ist, d.h., wenn es in H kein Element y # 0 gibt, sodass g(y,e,) = 0 fir alle n.

Eine maximale Menge orthogonaler Elemente kann also nicht um weitere Elemente erweitert wer-
den. Um dem Grad der Unendlichkeit zumindest eine gewisse Grenze zu setzen, definieren wir den
separablen Hilbert-Raum:

Definition: Fin separabler Hilbert-Raum ist ein Hilbert-Raum mit einer abzdhlbaren Basis.

Ein separabler Hilbert-Raum hat somit die Eigenschaft, dass es Basen gibt, bei denen man die Ba-
sisvektoren durchnummerieren kann {ey, ez, ...}. Beziiglich einer solchen Basis kann man oftmals wie
mit gewohnlichen Vektoren oder Matrizen rechnen, sofern man beriicksichtigt, dass Summen auch
divergent sein konnen. Wie schon in Abschnitt 12.2.1 betont wurde, ist die Konvergenz von Summen
in Vektorrdumen dhnlich wie bei Reihen definiert. Eine Summe

=Y e, (12.26)
i=1
wobei §; € C und {e;} eine Folge von Vektoren (z.B. eine Basis) in H ist, heifit konvergent mit

Grenzwert x, wenn

lim
N—oo

—0. (12.27)

N
T — Z&' e
=1

Zu beachten ist, dass hier die durch das Skalarprodukt definierte Norm gemeint ist. Das spielt gerade

bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen eine wichtige Rolle, da man oft verschiedene Normen
definieren kann, in Bezug auf die die Konvergenz von Folgen unterschiedlich sein kann.
Ein Banach-Raum kann genau dann zu einem Hilbert-Raum gemacht werden, wenn fiir die

Norm die sogenannte Parallelogramm-Identitit gilt (siehe Abschnitt 12.1.3):
2+ ylI* + [l =yl = 2(z]* + ly*) - (12.28)
Wie wir noch sehen werden, ist dies bei den £,-Normen und £,-Normen fiir p = 2 der Fall.
Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. {en}nen ist eine abzdhlbare Orthonormalbasis von H.

2. Fir jedes Element x € H gilt
n=1 n=1

Die Koeffizienten &, = g(en,x) bezeichnet man auch als verallgemeinerte Fourier-Koeffizienten.

3. Fiir je zwei Elemente x,y € H gilt

9y, ) =D g(y,en) glen, ). (12.30)

Mit g(en,x) = &, und g(en,y) = vy ist dies das (*-Skalarprodukt g(y,z) =, Un &n.
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4. Fiir jedes Element x in H gilt
g(z,x) = ||lz|* = ZIg en, ). (12.31)

Die Gleichungen 12.30 und 12.31 bezeichnet man auch gelegentlich als Parseval’sche Identititen.

Beweis (aus [Richtmyer 1981]): Wir zeigen 1 =2 =3 =4 = 1.
1 = 2: Das Element x € H sei beliebig, dann ist x — > p- | g(ek, z)e), orthogonal zu jedem Element

en:
env Zg ekv enaek) = g €n, T Z(Snkg eka = g(enax) - g(en,x) =0. (1232)
k=1

Da nach Voraussetzung {e,} eine Basis bildet und damit vollstindig sein soll, muss x —
>0 g(en, x) e, = 0 sein. Damit folgt 2.
2 = 3: Man bilde auf beiden Seiten das Skalarprodukt von links mit y.
3 = 4: Man setze y = .
4 = 1: Wire x orthogonal zu allen e,, wiirde die rechte Seite von Gl. 12.31 verschwinden, also wére
x = 0. Damit ist {e,} vollstindig (kann also nicht erweitert werden).

Jedes Element eines Hilbert-Raums kann also nach den Basiselementen entwickelt werden
(G1. 12.29).

12.4 Zwei Beispiele separabler Hilbert-Riume

Die folgenden zwei Beispiele — der Raum der quadratsummierbaren Folgen und der Raum quadratin-
tegrierbarer Funktionen — sind die wichtigsten Beispiele fiir Hilbert-Rdume in der Physik und auch
die einzigen Beispiele, auf die wir ndher eingehen werden.

12.4.1 (* — Quadratsummierbare Folgen komplexer Zahlen

Dieser Raum besteht aus der Menge aller abzéhlbar unendlichen, quadratsummierbaren Folgen von
komplexen Zahlen {(x1,z2, z3,...)|x; € C}, fiir die also gilt

> il < 0. (12.33)
i=1

Aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm folgt, dass auch die Summe von zwei solchen Folgen
quadratsummierbar ist; dasselbe gilt fiir die Multiplikation mit einer komplexen Zahl. Solche Folgen
bilden also einen Vektorraum.

Durch die Definition des Skalarprodukts

g((xhx%“') ylay27--- szyz (1234)

wird dieser Vektorraum zu einem Hilbert-Raum, der mit der Forderung der Quadratsummierbarkeit
auch schon vollstandig ist. Die Forderung der Quadratsummierbarkeit bedeutet, dass dieser Hilbert-
Raum nur Elemente mit endlicher Norm enthélt. Die Norm ist hierbei die /5-Norm:

||(I1,J?2, )” = ||(l‘1,l‘2, )HQ = \/g((xl,xg, ), (Il,l‘g, )) = (1235)
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Die abzéhlbar unendlich vielen Vektoren
e; =(0,...,0,1,0,...) (1 an i-ter Stelle) (12.36)

bilden eine Orthonormalbasis. Die Folge (e;);en ist ein Beispiel fiir eine Folge mit Elementen aus einem
beschriankten, abgeschlossenen Gebiet (der abgeschlossenen Einheitskugel), die keine konvergente Teil-
folge bzw. keinen Hiufungspunkt enthélt. Dies ist ein Beispiel dafiir, dass in unendlich-dimensionalen
normierten Vektorrdumen der Satz von Heine und Borel nicht gilt.

Wir hétten auch mit einem kleineren Vektorraum beginnen kénnen, beispielsweise mit dem
Vektorraum aller Folgen, die nur endlich viele von null verschiedene Elemente haben, bzw. (was
gleichbedeutend ist), bei denen es zu jedem Element (z;);ecn eine Zahl K gibt, sodass x; = 0 fiir alle
1 > K. Definieren wir nun auf diesem Vektorraum das Skalarprodukt aus Gl. 12.34, so gibt es Folgen
von solchen endlichen Folgen — z.B. die Folge f,, = (1, %, %, ceny %, 0,0,0) die beziiglich der Norm aus
diesem Produkt konvergent sind aber deren Grenzwert nicht mehr im Raum dieser endlichen Folgen
liegt. Die Vervollstindigung fiihrt dann auch auf den Raum ¢2.

12.4.2 £? — Der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen

Der zweite wichtige Hilbert-Raum besteht aus der Menge der quadratintegrablen (oder auch quadrat-
integrierbaren) komplexwertigen Funktionen iiber den reellen Zahlen (bzw. iiber dem R™). Diesen
Raum bezeichnet man mit £?(R,dz) (oder kurz £2) bzw. £2(R",d"z), wobei hier der Urbildraum
sowie das Maf, beziiglich dessen Quadratintegrabilitidt verlangt wird, angegeben wird. Eine Funktion
f:R™ — C heifit dabei quadratintegrabel oder quadratintegrierbar [square-integrable], wenn gilt:

/n |f(@)]?d"z < oo (12.37)

Auch hier kann man sich leicht iiberzeugen, dass die Menge solcher Funktionen einen Vektorraum
bildet.

Das Skalarprodukt fiir zwei Funktionen f und h ist definiert als:

o(f ) = [ F@h@)as. (12.38)

Wir werden spiter (Kapitel 15) verschiedene Sétze von Basisfunktionen, die den Raum der quadrat-
integrablen Funktionen aufspannen, kennenlernen.

Man kann natiirlich sowohl den Definitionsbereich der Funktionen fiir einen £2-Raum ein-
schrinken, beispielsweise auf ein abgeschlossenes Gebiet I' € R™, als auch ein verallgemeinertes Inte-
grationsmaf} du(z) verwenden, wobei ich mich spéter auf Integrationsmafle beschrénke, die sich durch
eine reelle, positive Gewichtsfunktion w(z) ausdriicken lassen (also du(z) = w(z)d™z). Solche Rédume
kennzeichnet man durch £2(T', du(z)).

AuBerdem liegen viele Funktionenriume dicht im £2-Raum. Beispielsweise liegen sowohl der
Schwartz-Raum S als auch der Raum der kompakten Testfunktionen D dicht im £2. Auch hier gilt
es aber zu beachten, dass die Vervollstdndigung um die Grenzwerte konvergenter Cauchy-Folgen
immer in Bezug auf die £o-Norm zu verstehen ist. (Eine Folge kann beziiglich der £o-Norm Cauchy-
konvergent sein, obwohl sie beziiglich der Konvergenzkriterien in S nicht konvergent ist.)
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12.5 Der duale Vektorraum und die Bra-Ket-Notation

Auch bei Hilbert-Rdumen betrachten wir ausschliellich den topologischen Dualraum, d.h., die Menge
aller stetigen linearen Abbildungen von dem Hilbert-Raum in seinen Kérper C:

w : H=C
ViheHVa,BeC : (w(af+ph)=calwf)+5w,h) (12.39)

Da der Hilbert-Raum vollstéindig ist, konvergiert jede Cauchy-Folge (f;) gegen ein Element f in
diesem Hilbert-Raum, und die Forderung der Stetigkeit an ein Element w € H* bedeutet wieder, dass
fiir solche Folgen gilt:

dim [[f = fll=0 = lim [{w, f;) ~ {w, /)| =0. (12.40)

Durch das Skalarprodukt gibt es eine natiirliche Abbildung, die jedem Vektor einen dualen Vektor
zuordnet:

feH—»wr=g(f,-)eH* mit (wp,h)=g(f,h) VheH (12.41)

Der Riesz’sche Darstellungssatz (oder auch Darstellungsatz von Riesz-Fréchet) besagt, dass sich um-
gekehrt auch jeder duale Vektor auf dem Hilbert-Raum auf diese Weise darstellen ldsst:

Satz (Riesz-Fréchet): In einem Hilbert-Raum H gibt es zu jedem Element w € H* ein Element
v € H, sodass (w, f) = g(v, f) Vf € H.

Dieses Ergebnis mag zunéchst iiberraschen, denn bei den Distributionen hatten wir gesehen, dass
z.B. der Dualraum zu den Testfunktionenrdumen wesentlich gréfler ist und viele Elemente enthélt,
denen keine Testfunktionen zugeordnet werden kénnen. Das Skalarprodukt und die Vollsténdigkeit
des Hilbert-Raums ermoéglichen jedoch die explizite Konstruktion der Umkehrabbildung:

Beweis (aus [Richtmyer 1981]): Sei w ein beschriinktes lineares Funktional auf dem Hilbert-Raum.
Der Kern dieses Funktionals, d.h. die Teilmenge

M ={a € H|{w,a) =0} CH, (12.42)

ist ein linearer, abgeschlossener Unterraum von #. Da w nicht identisch auf H verschwinden soll, ist
das orthogonale Komplement M~ nicht leer (falls w die Nullabbildung ist, kann man v = 0 wihlen).
Es seien f,h € M* (ungleich 0), dann sind diese beiden Elemente linear abhingig, d.h. M+ ist
1-dimensional; denn da sowohl (w, f) als auch (w, h) ungleich 0 sind, gibt es eine Zahl «, sodass

(w, f) = alw,h) = (w,(f—ah)=0 = [f=ah. (12.43)

Der erste Schritt folgt aus der Linearitdt von w, der zweite, weil eine Linearkombination zweier
Elemente aus M+ wieder in M~ liegen muss (M~ ist ebenfalls ein Vektorraum wenn M ein Vektor-
raum ist), die spezielle Kombination f — ah aber gleichzeitig auch ein Element von M ist, somit ist
f — ah = 0. Definieren wir nun: -
L )

g(h, h)

so folgt (w, f) = g(v, f) fiir alle f € H. Um das zu sehen zerlegen wir f in seinen Anteil in M+

heH (12.44)

(proportional zu h) und den dazu senkrechten Anteil, der orthogonal zu h ist und dessen Beitrag
verschwindet, wenn man w darauf anwendet. Der Anteil von f proportional zu h ist:

_9hf),

1
I = )

(12.45)
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e () S

und damit gilt

Andererseits gilt auch:

_(w,h)
ol0.1) = 5L g0 1), (12.47)

Der Grund, dass hier (w,h) und nicht (w,h) steht, ist, dass der duale Vektor zu v der komplex
konjugierte (und transponierte) Vektor ist.

Im Zusammenhang mit diesem Ergebnis sollte man sich nochmals vor Augen halten, dass die
Elemente von £2 Aquivalenzklassen von Funktionen sind und nicht Funktionen. Daher ist beispiels-
weise die Dirac’sche Delta-Funktion kein Element des Dualraums von £2.

Dieser natiirliche Isomorphismus zwischen einem Hilbert-Raum A und seinem Dualraum ver-
anlasste Paul Dirac zu der Bra-Ket-Notation fiir Hilbert-Riume. Zu jedem Vektor |f) € H gibt es
den dualen Vektor (f| und umgekehrt.

Statt also zu schreiben z € H, schreibt man in der Quantentheorie oft |x) € H. Und fiir den
dualen Vektor w, = g(z,-) schreibt man (z|. Fiir das Skalarprodukt von zwei Vektoren — hier durch
g(z,y) ausgedriickt — schreibt man (x|y), was nach dem obigen Satz dasselbe ist wie die Wirkung
des dualen Vektors w, auf den Vektor y, also (w,,y). Fiir eine allgemeine Linearkombination zweier
Vektoren = und y schreibt man «|z) + Sly). Fiir den Nullvektor schreibt man meist einfach 0.

12.6 Periodische Funktionen und Fourier-Reihen

Eine Funktion f : R — R heifit periodisch, wenn f(z + L) = f(z) fiir alle z € R und einen festen
Wert L, die sogenannte Periode. Eine solche Funktion ldsst sich auch als Funktion auf einem Kreis
mit Umfang L interpretieren.

Periodische Funktionen kénnen unter sehr allgemeinen Bedingungen nach Sinus- bzw. Kosi-
nusfunktionen entwickelt werden. Diese Entwicklung bezeichnet man als Fourier-Reihe.

Periodische Funktionen lassen sich addieren oder mit einer reellen Zahl multiplizieren und das
Ergebnis ist wieder eine periodische Funktion mit derselben Periode. Periodische Funktionen bilden
also einen Vektorraum. Das gilt auch, wenn man sich beispielsweise auf stetige, stiickweise stetige,
Lipschitz-stetige oder differenzierbare periodische Funktionen einschrinkt. Wir betrachten zunéchst
den Vektorraum reell-wertiger periodischer Funktionen; im néichsten Abschnitt verallgemeinern wir
die Uberlegungen auf komplex-wertige Funktionen.

Man kann auf diesem Vektorraum ein Skalarprodukt g(-,-) definieren: Fiir je zwei reellwertige
periodische Funktionen f und h sei

2 L
s =7 [ F@hla)ds. (12.48)
0
Dass es sich hierbei um ein Skalarprodukt handelt, ist offensichtlich: Das Produkt ist symmetrisch,

g(f,h) = g(h, f), es ist positiv, g(f, f) > 0, und es ist bilinear, also linear in jedem seiner Argumente.
Wie iiblich, kann man mit dem Skalarprodukt eine Norm definieren:

L
IFI*=9(f. ) = %/O fz)?dz. (12.49)

Gilt ||f]] =0, so ist f =0 (bis auf eine Menge vom Maf 0, also fast iiberall).
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Man kann nun zeigen, dass die Funktionen

1 . 2mne 2mne . B
{ﬂ , sin <L) , COS ( 7 >} (firn=1,2,3,...) (12.50)

beziiglich des Skalarprodukts 12.48 eine Orthonormalbasis fiir stetige periodische Funktionen der

Periode L bilden. Dazu sind folgende Formeln hilfreich:

L L
2 2
/ sin< mf”) dz =0 / cos( mx) de=0 (n=1,23,.) (12.51)
0 L 0 L

sowie:

Smn (12.52)

L
2 2
/ sin( 7mm)cos( me)dx =0 (nm=1,23..).
o L L

Zum Beweis dieser Orthogonalitdtsrelationen kann man folgende Additionstheoreme der Winkelfunk-

tionen ausnutzen:

sinasinf = %(cos(afﬂ) fcos(aJrB))
cosacosff = %(cos(a — ) + cos(a + B)) (12.53)
sinacosf = %(sin(a — ) + sin(a + B)) .

Im Folgenden seien die Funktionen, fiir die Fourier-Reihen aufgestellt werden, alle Lipschitz-
stetig. Dann kann man zeigen, dass die Fourier-Reihen iiberall konvergieren. Da der Definitionsbereich
kompakt ist, ist diese Konvergenz auch gleichférmig. Man kann die Lipschitz-Stetigkeit auch durch
stiickweise Stetigkeit ersetzen, allerdings gilt die Konvergenz dann nur noch ,fast iiberall* und sie ist
nicht mehr gleichférmig.

Fine periodische Funktion der Periode L besitzt also die Darstellung;:

flz) = do—= JrZancos( mx) Zb sin (27””) . (12.54)

Die Koeffizienten ag, a,, und b, ergeben sich aus:
L
1
apg = - f(z)dz
() =2 v
2 2 2
< ( ”m) ,f) = —/ cos < mx) F(z)dz (12.55)
. 2mnx f 2 [F
sin | —— = — = .
I\° L ) L
Meist setzt man ag = ag/ v/2 und schreibt:

x) =ag+ Z p, COS ( 7m:1:> Z by, sin (27””) . (12.56)
n=1

Gnp

bn
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Anschaulich geben die Koeffizienten a,, bzw. b,, die Amplitude an, mit der eine reine Kosinus-
bzw. Sinusfunktion in einer allgemeinen periodischen Funktionen enthalten ist. (Nach der hier angege-
benen Definition bezieht sich der Koeffizient ag auf die konstante Funktion eg(z) = 1, der Koeflizient
beziiglich der normierten konstanten Funktion 1/4/2 ist entsprechend v/2ay.)

Je ,scharfkantiger® eine Funktion f(x) ist, umso intensiver treten hohe Wellenzahlen k& =
27n/L in der Entwicklung auf. Bei periodische Funktionen, die Lipschitz-stetig sind, fallen die Ampli-
tuden typischerweise wie 1/k? ab, bei Funktionen, die ein (oder mehrere) Unstetigkeitsstellen haben,
verhalten sich die Amplituden wie 1/k (siehe auch Anhang ??). In diesem Fall konvergieren die Rei-
hen nicht mehr punktweise und in den Bereichen, wo sie punktweise konvergieren, ist die Konvergenz
nicht gleichférmig.

12.7 Komplexe Fourier-Reihen

Nun betrachten wir komplex-wertige periodische Funktionen {iber der reellen Achse mit Periode L
(bzw. auf dem Kreis S mit Umfang L). Wir definieren das Skalarprodukt (vgl. S.??):

L
2

g(fm) = |~ F@h(e)da. (12.57)

L
2

Der Grund fiir die Wahl der Integrationsgrenzen (die eine volle Periode umfassen) wird spiiter offen-
sichtlich. Ebenso die Wahl der Normierung, bei der ich den Faktor 2/L weggelassen habe.
Statt der Sinus- und Kosinusfunktionen bestehe die Basis nun aus den Funktionen

_ _ iex 2minx n
en = en(x) = Vi p (L ) neZz). (12.58)

Man beachte, dass fiir » nun auch negative ganze Zahlen zugelassen sind (dies wire auch bei den
Fourier-Reihen durch die Definition b, = a_,, moglich gewesen). Aulerdem habe ich einen Faktor
1/ V'L eingefiigt, sodass diese Funktionen beziiglich des obigen Skalarprodukts auf 1 normiert sind:

L

5 i(m — 0
glen,em) = l/ exp <27r1(mn):v> dz = 0 = { m#n . (12.59)
L —L L 1 m=n

Jede komplexwertige, stetige, periodische Funktion lédsst sich nach dieser Basis entwickeln:

f(z) = % i Cn €X (%iLm) . (12.60)

n=—oo

Dies nennt man eine (diskrete) Fourier-Entwicklung. Die Koeflizienten {c,} (n € Z) berechnen sich

nach
2minx

en = glen. ) = \% /_ exp (— & )f(a:) dz (12.61)

und sind somit im Allgemeinen beliebige komplexe Zahlen.
Falls f(x) eine reellwertige Funktion ist, folgt aus Gl. 12.60

o0 oo

fl@) = % Y exp ( QWiLm) = % 3 eexp <2”1Lm) = f(2) (12.62)

n——oo n—=—oo

und damit
T = cCn . (12.63)
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Diese Bedingung bezeichnet man manchmal auch als Realitdtsbedingung. Unter anderem ist cq reell.
AuBlerdem ist offensichtlich, dass die Koeffizienten c¢,, zu einer reellen Funktion im Allgemeinen nicht
reell sind.

Die Koeffizienten {c,} bezeichnet man als die Fourier-Koeffizienten der Funktion f(x). In
den Koeffizienten {c, } steckt (fast) dieselbe Information wie in der Funktion f(z). Ist f(x) Lipschitz-
stetig (oder von beschriinkter Varianz oder stiickweise stetig differenzierbar — diese Bedingungen sind
gleichwertig), konvergiert die Summe (Gl. 12.60) gleichformig gegen f(z). Ist f(z) stiickweise stetig,
gilt die Konvergenz nur ,,fast iiberall®.

Den Zusammenhang mit der Reihenentwicklung nach Sinus- und Kosinusfunktionen (Gl
12.56) fiir reellwertige Funktionen erkennt man, wenn man die Realititsbedingung ausnutzt und
die Fourier-Entwicklung in der Form

fla) = % (co n i (cn exp (2”2"”;) T exp (— 2”2"”;))) (12.64)

n=1

schreibt. Mit ¢,, = g(an — ib,,) folgt die Entwicklung aus Gleichung 12.56.

Fiir die periodische §-Funktion

Op(x) = i 0(x —nlL) (12.65)

n=—oo

erhélt man formal aus den Integralen

! (12.66)
Cp = —F= .
VL
und somit:
1 & 2minx
Sp(z) = Ln_z_:ooexp< 7 ) : (12.67)

Diese Darstellung ist im distributiven Sinn zu verstehen. Bricht man die Reihe nach |n| < N Termen
ab (es handelt sich dann um endliche geometrische Reihen), folgt:

N ) N
1 2mina 1 sin(2N +1)%%
— = === 12.68
L n;NeXp ( L ) L~ snzz (12.68)

Diese Folge konvergiert nicht fiir N — oo im reguléren Sinn, es handelt sich aber um eine Regulari-
sierung der periodischen §-Funktion in folgendem Sinne (fiir eine Testfunktion f(z)):

* 1sin(2N +1)Z2
lim 7—111( )L

N—oo J_

fla)yde = Y f(Ln). (12.69)

L sin =£
L n=-—oo

oo

12.8 Die Elemente von £2-Riumen

Man kann beweisen, dass alle unendlich-dimensionalen separablen Hilbert-Réume iiber demselben
Zahlenkorper isomorph sind. Es gibt also eigentlich nur einen solchen Hilbert-Raum. Das mag
zunéchst erstaunen, wenn man die obigen Beispiele sieht. Doch da man nach Voraussetzung jedes
Element des Hilbert-Raums in einer abzéhlbaren Basis darstellen kann — und man kann sich leicht
davon iiberzeugen, dass die Entwicklungskoeffizienten dann quadratsummierbar sein miissen —, erhélt
man einen Isomorphismus von einem separablen Hilbert-Raum in den Hilbert-Raum ¢2.
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12.8.1 Gleichheit von Elementen — Konvergenz von Folgen

Eine erste Besonderheit ergibt sich aus der Fragestellung, wann zwei unterschiedliche Darstellungen
von Vektoren dasselbe Element des Hilbert-Raums bezeichnen. Zwei Elemente x und y eines Hilbert-
Raums sind identisch (bzw. in dem Hilbert-Raum zu identifizieren), wenn

r=y < |z—y|=0. (12.70)

Das entspricht natiirlich der Forderung an ein nicht-entartetes Skalarprodukt und erscheint somit
trivial. Doch die Folgerungen daraus sind es nicht immer.

Betrachten wir zunichst zwei Elemente des ¢2. Es seien © = (21, 22,...) und y = (y1,v2,...)
zwei Elemente des ¢2, dann gilt

=y = ||$—y||2=Z|$i—yi|2:0 = =y Vi. (12.71)
i=1
Zwei solche Folgen definieren also dasselbe Element im Hilbert-Raum genau dann, wenn alle ihre
Folgenglieder gleich sind. Das wiirde man auch so erwarten.
Betrachten wir nun jedoch zwei Elemente f und h (quadratintegrierbare Funktionen) aus
L2(R), so folgt:

f=h < /|f(x) —h(z)*de =0. (12.72)
R
Diese Bedingung lidsst im Allgemeinen nicht den Schluss zu, dass f(x) = h(z) Vz. Der Hilbert-
Raum £? besteht somit aus Aquivalenzklassen von Funktionen: Zwei Funktionen f(z) und h(x)
sind dquivalent, wenn das Integral iiber das Absolutquadrat ihrer Differenz verschwindet. Auf diesen
Aquivalenzklassen ist die Norm beispielsweise nicht mehr entartet, d.h., nur die Aquivalenzklasse
zur Nullfunktion hat die Norm null. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass auch die
Aquivalenzklassen einen Vektorraum bilden (z.B. ist die Summe zweier Reprisentanten aus
Aquivalenzklassen wieder in einer Aquivalenzklasse, die nicht von der Wahl dieser Repriisentanten
abhéngt).
Betrachten wir als Beispiel die Funktion

do(z) = { (1) z ;3 (12.73)

Diese Funktion ist quadratintegrierbar, aber ihre Norm ist 0, d.h., sie ist im Sinne der L£o-Norm mit
der Null-Funktion zu identifizieren. Wiahrend diese beiden Funktionen (do(z) und die Null-Funktion)
beziiglich der Supremumsnorm (also || f||sup = max,|f(z)|) verschieden sind, sind sie beziiglich der
Lo-Norm #quivalent. Das betont nochmals, dass die Elemente von £2 keine Funktionen sind, die an
jedem Punkt einen wohl definierten Funktionswert haben.

Ganz entsprechend konvergiert eine Funktionenfolge (f,,(r)) gegen ein Element f(x) in £2
(manchmal sagt man auch ,konvergiert im Mittel“ [converges in the mean]), wenn

lim fo(e) = f(z) = lim [[f() ~ falo)]? = lim / @)~ ful@)Pde = 0. (12.74)

n— oo

Daher kann man Funktionen wie do(z) auch nicht ohne weiteres ausschlieBen und sich nur auf ste-
tige oder differenzierbare Funktionen beschrinken. Die folgende Funktionenfolge (f,) besteht aus
integrierbaren stetigen Funktionen:

fn(z) = exp(—nz?) . (12.75)
Diese Folge konvergiert punktweise (allerdings nicht gleichmiifig) gegen die obige Funktion dy(x).
Beziiglich der Lo-Norm konvergiert sie aber zu der Aquivalenzklasse von Funktionen, zu der als
Représentant auch f(z) =0 Va gehort.
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12.8.2 £? enthilt auch nicht-stetige Funktionen

Man konnte zunichst einwerfen, dass man sich bei den Funktionen im £2 auf stetige Funktionen
beschrinken solle, die ja schlielich auch einen Vektorraum bilden. Doch die Funktionenfolge in GI.
12.75 zeigt, dass dies nicht moglich ist: Alle Funktionen in dieser Folge sind stetig und quadratinte-
grierbar, doch der Grenzwert (beziiglich der punktweisen Konvergenz) ist es nicht. Andererseits ist
der Grenzwert dieser Folge beziiglich der £o-Norm die (Aquivalenzklasse zur) Null-Funktion, und die
ist stetig. Man koénnte sich in diesem Fall also noch auf stetige Funktionen als Représentanten der
Aquivalenzklasse beschrinken.

Doch der Hilbert-Raum £2 enthélt auch nicht-stetige Funktionen. Betrachten wir dazu die
Approximationen zur Heaviside-Funktion aus Kapitel 10.3,

1

On () = T+ oxp(—na)’

(12.76)

und bilden das Produkt:
1 1

B,.(z)=0,01-2)0,(1+z) = 1+exp(—n(l —z)) 1+ exp(—n(l+z))

(12.77)

Die Funktionen B, (z) sind alle quadratintegrabel und stetig (sie sind sogar Elemente des Schwarz-
Raums .¥). Im Grenzfall n — oo konvergiert diese Folge punkweise (aber nicht gleichférmig) gegen
die Funktion:

0 z2>1
By (z) = % 2 =1 (12.78)
1 22<1

Diese Funktion ist quadratintegrabel und somit Element des £2 (die obige Folge (B,) konvergiert
natiirlich auch beziiglich der £2-Norm gegen B.,). Diese Funktion hat zwei Sprungstellen und ldsst
sich nicht durch eine stetige Funktion ersetzen.

12.8.3 Stiickweise stetige Funktionen

Wir haben gesehen, dass der Hilbert-Raum £2? aus Aquivalenzklassen von Funktionen besteht, wobei
zwei Funktionen als dquivalent gelten, wenn sie sich nur auf einer Menge vom Maf3 null unterscheiden.
Auf der Menge der quadratintegrierbaren! Funktionen ist die Lo-Norm entartet (d.h., auBer der
identischen Null-Funktion gibt es noch weitere Funktionen mit der Norm null). Da die Elemente von
£? jedoch Aquivalenzklassen von Funktionen sind (zwei Funktionen f und h sind dquivalent, wenn
|f — hll2 = 0), und nicht einzelne Funktionen, ist die £o-Norm in dem Hilbert-Raum £? auch nicht
entartet.

Das hat zur Folge, dass der Wert eines Elements aus £2 an einer bestimmten Stelle nicht
definiert ist. Ahnlich wie schon bei den Distributionen ist es eigentlich nicht sinnvoll, von Funktionen
zu sprechen (sofern man damit Abbildungen von R™ in C meint) sondern die Elemente von £2 sind
durch ihre Integraleigenschaften definiert, d.h., es sind spezielle Distributionen.

Trotz dieser Eigenschaft kann man zumindest bei einigen Aquivalenzklassen (viele, die in der
Physik von Interesse sind) einen Aquivalenzklassenvertreter finden, der als Funktion sinnvoll ist: Dies
sind die stickweise stetigen Funktionen. Diese Funktionen besitzen an jedem Punkt x € R einen
rechts- und einen linksseitigen Grenzwert (die nicht gleich sein miissen und, wie in obigem Beispiel
bei der Funktion By (), auch nicht mit dem definierten Funktionswert iibereinstimmen miissen). Die
Sprungstellen sind daher isoliert und abgesehen von diesen Sprungstellen sind die Funktionen stetig.

1Streng genommen sollte man zwischen Lebesgue-integrierbar und Riemann-integrierbar unterscheiden; beispiels-
weise ist die Dirichlet-Funktion, d(z) = 1 fiir z € Q und d(z) = 0 sonst, Lebesgue-integrierbar aber nicht Riemann-
integrierbar.
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12.8.4 L3(R) enthiilt auch Funktionen, die fiir |z| — oo nicht gegen 0 kon-

vergieren

Sehr oft hort man, dass Funktionen in £2(R), fiir die also gilt

—+oo
[ lr@pPds <, (12.79)

die Eigenschaft haben miissen, dass lim ;o f(z) = 0. Das ist nicht ganz richtig, wie die folgenden
zwel Beispiele zeigen (aus [Richtmyer 1981]):
fi(z) = exp(—z*(sinz)?) und fo(x) = 2 exp(—2®(sinz)?). (12.80)

Die zweite Funktion ist sogar ein Beispiel fiir eine quadratintegrable Funktion, die fiir || — oo nicht
beschriinkt ist. Fiir z,, = 7n divergiert fo(z,) wie (7n)2, trotzdem ist die Funktion quadratintegrabel:
Die Beitréige zum Integral aus der Umgebung dieser Punkte verschwinden ausreichend rasch, sodass
ihre Summe endlich bleibt.

Die Ableitungen dieser Funktionen sind allerdings nicht quadratintegrabel. Man kann zei-
gen, dass fiir quadratintegrable Funktionen, deren Ableitungen ebenfalls quadratintegrabel sind,
tatséchlich gilt f(z) — 0 fiir || — oco. Der folgende Beweis stammt aus [Richtmyer 1981]:

Beweis: Es seien f und f’ quadratintegrierbar, dann gilt nach der Cauchy-Schwarz’schen Unglei-

2 b b
s(/|ﬂ@ﬁm>(/|f@ﬁ¢ﬁ. (12.81)

Da der Integrand auf der linken Seite eine totale Ableitung darstellt, folgt:

b b
%!f(b)2 — f(a)?] < </a If(x)zdw> </a If’(:c)Ide> : (12.82)

Wir setzen nun b = a+ Aa (wobei Aa nicht notwendigerweise klein sein muss) und lassen a gegen +00

chung:
b
/fwﬁ%wm

gehen (fiir —oo ist der Beweis entsprechend). Die rechte Seite muss in diesem Grenzfall verschwinden,
andernfalls wiren die Funktionen nicht quadratintegrabel. Das bedeutet aber lim,_,, f(a + Aa) —
f(a) = 0 bzw. f(x) geht fiir # — oo gegen eine Konstante. Diese Konstante kann aber wegen der
Quadratintegrabilitit nur null sein.

12.8.5 £? enthilt auch singulire Funktionen

Selbst die Beschrinkung auf stiickweise stetige Funktionen wird dem L£? nicht gerecht. Auch die
Funktion

f(z) = exp(—z?) =z € R\ {0} (12.83)

1
Vlal
ist quadratintegrierbar. Diese Situation wird im R™ mit wachsendem n schlimmer: In 3 Dimensionen
darf sich eine Funktion in einer Umgebung von 0 wie 1/|z| verhalten, um quadratintegrierbar zu
sein. Solche Funktionen lassen sich auch als Grenzwert einer Folge von stetigen Funktionen (sogar
Elementen aus .#) erhalten, z.B.:

exp(—z?)
V2 + €2

Im Grenzfall € — 0 konvergieren diese Funktionen beziiglich der £o-Norm gegen exp(—z?)/|z|. Diese

feo(x) = z € R3. (12.84)

Beispiele zeigen, dass die Charakterisierung der Elemente von L5 durch gewhnliche Funktionen nicht
trivial ist.
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Streng genommen sollte man in Bezug auf den £2 nicht sagen ,eine Folge konvergiert gegen
die Funktion f(z)‘, sondern man sollte eher sagen ,eine Folge konvergiert gegen die Aquivalenzklasse,
zu der die Funktion f(z) gehort'. Diese Aquivalenzklasse enthilt neben stiickweise stetigen und
quadratintegrierbaren Funktionen auch Distributionen (d.h. Elemente, die zunichst nur iiber ihre
Wirkung auf Testfunktionen definiert sind). Der Einfachheit halber werde ich trotzdem haufig die
erste Sprechweise verwenden, auch wenn meist die zweite gemeint ist.

12.8.6 Dichte Teilmengen des £?

Ein ,Lichtblick‘ im Umgang mit dem Hilbert-Raum £? ist, dass viele regulire Funktionenriume dicht
in diesem Raum liegen. Erinnern wir uns: Eine Menge A liegt dicht in einem topologischen Raum M,
wenn jede offene Umgebung U, C M von einem Punkt x € M auch Elemente von A enthilt, oder
anders ausgedriickt:

A dicht in M <= Vz € M und YU, > x (offen) : U, NA#0. (12.85)

In jeder beliebig kleinen offenen Umgebung von jedem Punkt x € M befinden sich also Elemente
von A, bzw., x ldsst sich durch Elemente in A beliebig approximieren. Nochmals anders ausgedriickt:
Jedes Element = € M lasst sich als Grenzwert einer Folge in A darstellen.

Beispielsweise liegt die Menge der quadratintegrablen stetigen Funktionen dicht in £2. Ebenso
liegen der Schwarz-Raum %’ und der Raum der kompakten unendlich oft differenzierbaren Funktionen
2 dicht in £2. Wir haben oben schon mehrere Beispiele gesehen, wie sich Elemente aus £? durch
Folgen von Elementen aus .# approximieren lassen. Die .#-Folge (f,,) mit f,(z) = exp(—22/n)f(z)
konvergiert in der Lo-Norm gegen f(z), sofern f(z) quadratintegrierbar ist (sie konvergiert allerdings
nicht als Folge in . nach dem Kriterium aus Abschnitt 10.1.3).

Wir werden spéter lineare Abbildungen betrachten, die nur auf dichten Teilmengen im £?
definiert sind.

12.9 Lineare Operatoren in Hilbert-Riumen

Die Definition eines linearen Operators A in Hilbert-Réumen entspricht der iiblichen Definition von

Linearitat:
Alaf + Bh) = aA(f) + BA(R) . (12.86)
Zusétzlich verlangen wir, dass lineare Operatoren stetig sein sollen, also
lim fi= f = lm A(f) = A(), (12.87)
bzw.
lim |[fi = fl =0 = lim [JA(f;) = A(f)[ = 0. (12.88)
1—00 1—00

Da ich jetzt konkret lineare Abbildungen von £2(T',du(z)) — £2(T',du(x)) betrachten werde, ist hier
unter || - || immer die £o-Norm gemeint, d.h. Gl. 12.88 bedeutet:
lim g |fi(z) = f(@)Pdu(z) =0 = lim g JA(fi) (x) — A(f) () Pdu(z) = 0. (12.89)

1—00 11— 00

Ein linearer Operator ist genau dann stetig, wenn er beschrankt ist, d.h., wenn es eine Zahl K gibt,
sodass

IA@)| < K|z Vo eH. (12.90)

Die kleinste Schranke K, die dieser Ungleichung geniigt, bezeichnet man als Norm von A (siehe
Abschnitt 12.9.3).
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12.9.1 Beispiele linearer Operatoren

Es folgen ein paar Beispiele fiir lineare Operatoren. Manche dieser Operatoren sind nur auf einem
Teilraum des £2 definiert; da die Testfunktionen jedoch dicht in £? liegen, sind alle Operatoren auf
einer dichten Teilmenge definiert. Inwieweit diese Operatoren auch stetig (d.h. beschrénkt) sind, wird
teilweise noch untersucht.

1. Die Multiplikation mit x ist eine lineare Abbildung, da

z(af(x) + By(x)) = axf(x) + frg(x). (12.91)

Dementsprechend ist auch die Multiplikation mit einer Potenz von x, also x™, oder auch mit
einer Funktion h(x) eine lineare Abbildung:

h(z)(ef(x) + By(x)) = ah(z) f(z) + fh(z)g(x) . (12.92)

Auf dem £2(R,dz) ist die Multiplikation mit z oder Potenzen von x allerdings nicht stetig, da
dies unbeschrénkte Operationen sind (siehe auch Abschnitt 12.10.1). Beschrénkte und daher

stetige lineare Multiplikationsoperatoren sind z.B. die Multiplikation mit h(z) = > oder

2+a
h(z) = exp(iax). AuBerdem ist die Multiplikation mit = eine stetige Abbildung auf £2-Riumen

tiber einem kompakten Gebiet (beispielsweise dem Intervall [—1,1]).

2. Die Ableitung nach z ist eine lineare Abbildung, da

L af(@) + gla)) = a-- f(a) + 5L g(a). (12.93)

Dementsprechend sind auch héhere Ableitungen nach x oder (in mehr als einer Dimension) z.B.
der Laplace-Operator lineare Abbildungen:

Alaf(z) + By(x)) = aAf(z) + Ag(x) . (12.94)

Auch diese Abbildungen sind unbeschrankt (Abschnitt 12.10.1) und daher nicht Stetig Ein
interessanter stetiger Operator, der eine Funktion von Ableitungen ist, ist T, = exp( ) Fir
Funktionen f € .% gilt

oo

(Tof)(x) = exp (ozdi> flz) = Z %an dcil”f(x) =f(z+a). (12.95)
n=0 "

Die Wirkung dieses Operators auf eine Testfunktion entspricht also einer Translation des Ar-
guments um den Wert . Die Translation ist aber fiir alle Elemente aus £2(R) definiert, daher
ist die Wirkung von T, auf eine beliebige £?(R)-Funktion: (T, f)(z) = f(z + ).

3. Die Faltung mit einer Testfunktion ist eine stetige lineare Abbildung:

«(af + Bg)(x) = / Wz — y)(of (4) + Bo(w))dy (12.96)
= / h(z —y)f(y)dy + B /F h(z —y)g(y)dy (12.97)
= ahx f(z)+ Bhxg(x). (12.98)

4. Das Integral iiber einen (verallgemeinerten) Integralkern ist eine lineare Abbildung:

/Kwyaf(Hﬁg y—a/ny )dy+B/FK(w,y)g(y)dy- (12.99)

Ob diese Abbildung stetig (d.h. beschrinkt) ist, hingt von dem Integralkern ab.
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12.9.2 Matrixdarstellung linearer Operatoren

Auch in unendlich-dimensionalen Vektorraumen ist eine lineare Abbildung bereits eindeutig festgelegt,
wenn ihre Wirkung auf eine Basis bekannt ist, da fiir einen beliebigen Vektor z =, &; e; gilt:

Alz)= Az = A (Z & ei> = Zg Ale;) . (12.100)

(Bei linearen Operatoren bedeuten A(z) und Az dasselbe: Der lineare Operator A angewandt auf
den Vektor x.) Beziiglich einer abzihlbaren Basis {e;} kann man die lineare Abbildung auch durch
ihre Matrixelemente kennzeichnen:

a;j = g(ei, Alej)) = g(ei, Aej) (12.101)

In Bezug auf eine abzéhlbare Basis kann man daher auch bei unendlich-dimensionalen Hilbert-
Réaumen eine Matrixdarstellung angeben:

A= (12.102)

Speziell fiir einen Funktionenraum wie den £2(T', du(x)) bedeutet dies Folgendes: Gegeben eine Basis
orthonormaler Funktionen {f, ()}, sodass

/FMfm(z)du(z) = bpm » (12.103)

dann gilt fiir die Matrixdarstellung eines linearen Operators:

Amn = 9(frs Afm) = /F Fu(@) Afp(2)dp(z) . (12.104)

Es wurde zwar betont, dass wir uns auf separable Hilbert-Rdume beschréinken und dass
separable Hilbert-Rdume immer eine abzihlbare Basis haben, das bedeutet jedoch nicht, dass die
Operatoren auch immer beziiglich einer solchen abzihlbaren Basis ausgedriickt werden miissen. Wie
wir gesehen haben, ist der Ableitungsoperator 8%1 ein linearer Operator auf dem separablen Hilbert-
Raum der quadratintegrablen Funktionen, doch erst wenn wir die quadratintegrablen Funktionen

nach einer Basis entwickeln, wird aus dem Ableitungsoperator in dieser Basis eine Matrix:

Pnm =9 (fn, aim) = /Fh(x);%fm(x)du(x). (12.105)

(Anmerkung: Der Ableitungsoperator spielt in der Quantentheorie eine wichtige Rolle, allerdings wird
er mit der imaginédren Einheit i multipliziert. Die Griinde werden spéter offensichtlich.)

12.9.3 Die Norm von Operatoren

Man kann fiir lineare Operatoren verschiedene Normen definieren. Noch schlimmer: Man kann sehr
viele Topologien auf der Menge der linearen Operatoren definieren und daher insbesondere sehr viele
verschiedene Konvergenzbegriffe.

Ich beschrénke mich hier auf die sogenannte Operatornorm und die schwache Operatornorm.
Mit jeder Norm erhélt man auf der Menge der Operatoren auch eine entsprechende Topologie, aus den
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genannten Normen beispielsweise die sogenannte Normtopologie (oder auch gleichformige Topologie)
und die schwache Operatortopologie.

Definition FEs sei A ein linearer Operator auf einem Banach-Raum, dann ist die Operatornorm
definiert als:

A
|A|ls = sup, ”;ﬁ . (12.106)
Handelt es sich um einen Operator auf einem Hilbert-Raum, kann man auch schreiben
g(x, AT Ax)
[Alls = sup, ~~———=— = sUp{y(g(s.2)=1} g(x, At Ax) (12.107)
9(z, )
und es gilt
IANIE = 1A Alls (12.108)
wobei At der adjungierte Operator zu A ist.
Definition: Die schwache [weak] Operatornorm ist:
||A||W = Supr”:L”m”le(y’, A($)>| w e B*, r€B. (12109)
Fiir einen Hilbert-Raum gilt:
[Allw = supjz=y=1l9(y; Az)]. (12.110)

Bei endlich-dimensionalen Hilbert-Rdumen definieren beide Normen dieselbe Topologie auf
der Menge der linearen Abbildungen. Dies ist bei unendlich-dimensionalen Hilbert-Rdumen nicht
mehr der Fall.

Wie schon erwiahnt bezeichnet man Operatoren mit endlicher Operatornorm als beschrdnkt,
andernfalls sind sie unbeschrdinkt. In endlich-dimensionalen Vektorrdumen sind alle linearen Abbil-
dungen beschrinkt. Dies ist in unendlich-dimensionalen Rdumen nicht mehr der Fall.

Nach unserer Definition fiir lineare Abbildungen gehéren die Beispiele unbeschrinkter Ope-
ratoren streng genommen nicht zu den linearen Operatoren auf den jeweiligen Hilbert-Rdumen, denn
eine Minimalvoraussetzung fiir eine Abbildung ist, dass sie jedem Element des Urbildraums ein Ele-
ment des Bildraums zuordnet, was aber bei unbeschrankten Operatoren nicht erfiillt ist. Man umgeht
diese Probleme meist, indem man diese Operatoren nicht auf dem gesamten Hilbert-Raum H defi-
niert, sondern nur auf jenem Teilraum D C H, auf dem die Bilder wieder im Hilbert-Raum liegen.
Diesen Teilraum bezeichnet man als den Definitionsbereich der Operatoren.

Besondere Vorsicht ist dann geboten, wenn mehrere unbeschriankte lineare Abbildungen hin-
tereinander ausgefithrt werden. Damit sich lineare Abbildungen hintereinanderschalten lassen, muss
der Bildraum der ersten Abbildung im Urbildraum (Definitionsbereich) der zweiten Abbildung ent-
halten sein. Dies ist fiir lineare Abbildungen auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen immer der Fall,
gilt aber im Allgemeinen bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen nur, wenn die Abbildungen be-
schrankt sind. Ich werde hier jedoch fast nie eine Einschrankung machen und auch unbeschréinkte
Operatoren, die in der Physik sehr oft vorkommen, hintereinanderschalten. St6t man an manchen
Stellen auf scheinbare Widerspriiche, sollte man immer {iberlegen, ob nicht unbeschrénkte Operatoren
daran Schuld sind.

Beispiel eines unbeschrinkten Operators im ¢2

Es kann in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen mit einer vorgegebenen Basis vorkommen, dass
lineare Abbildungen zwar auf jedem Basiselement definiert sind, trotzdem aber keine linearen Abbil-
dungen auf dem gesamten Vektorraum darstellen. Betrachten wir dazu folgendes Beispiel aus dem



246 KAPITEL 12. HILBERT-RAUME
Raum ¢2. Auf der Standardbasis |e,) = (0, ...,0,1,0,...) (1 an der n. Stelle) sei die Abbildung
Ne,, = ne, (12.111)

gegeben. Angewandt auf den quadratsummierbaren Vektor
11 1
z=11 o0 ] ||(EH =
2°3 n

Nz=(1,1,1,..,1,..) . (12.113)

- (12.112)

folgt

Dieser Vektor ist jedoch nicht mehr quadratsummierbar und daher kein Element des Vektorraums der
quadratsummierbaren Folgen. Die Menge der Vektoren, auf denen die lineare Abbildung N definiert
ist, liegt jedoch dicht in dem Hilbert-Raum ¢2. Zum Beispiel ist N auf allen Folgen wohldefiniert, die
ab einer bestimmten Stelle nur noch das Element 0 haben.

12.9.4 Der Kommutator von Operatoren

Das Produkt von Matrizen hiingt im Allgemeinen von ihrer Reihenfolge ab, d.h., AB # BA. In diesem
Sinne handelt es sich bei dem Produkt von Matrizen um ein nichtkommutatives Produkt. Dies gilt
natiirlich auch fiir linearen Operatoren in einem Hilbert-Raum. Unter anderem in der Quantenme-
chanik spielt die Frage, ob zwei Operatoren miteinander kommutieren oder nicht, eine wichtige Rolle.
Daher definiert man gew6hnlich den Kommutator von zwei Operatoren als die Differenz zwischen den
beiden Produkten und somit als ein Maf fiir die Nichtkommutativitdt von Operatoren:

[A,B] := AB — BA (12.114)

Wir wollen ein paar formale Eigenschaften des Kommutators zusammenfassen, die fiir beliebige lineare
Operatoren A, B, C' gelten:

1. Der Kommutator ist ein anti-symmetrisches Produkt:
[A,B] = —[B, A]. (12.115)
2. Der Kommutator ist ein bilineares Produkt:
[A,aB + BC] = afA, B] + §|A, C] (o, B € C) (12.116)
mit einer entsprechenden Identitét fiir den ersten Eintrag.
3. Der Kommutator erfiillt die sogenannte Jacobi-Identidt:
[[A4,B],C]+[[B,C], Al + [|[C, A], B] = 0. (12.117)
4. Der Kommutator ist eine Derivation, d.h.:
[A, BC] = [A, B]C + B[A,C]. (12.118)

Als Beispiel soll der Kommutator der beiden Operatoren z und i% berechnet werden. Dabei
muss beriicksichtigt werden, dass es sich um Operatoren handelt, die auf eine Funktion anzuwenden
sind. Wir berechnen somit:

o] 0

@ (iiﬂf(x)) - id% (xf(x)) (12.119)

I
8
|
=
&
|
C,;
&
|
g8
&l
~
—
&

(12.120)
= —if(z) (12.121)
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(Der erste und dritte Term in der zweiten Zeile heben sich weg.) Damit schreibt man fiir den Kom-
mutator:

d
Tl 12.122
|:£E,1dx:| i ( )

12.9.5 Adjungierte, selbst-adjungierte und normale Operatoren

Definition: Sei D : H — H ein linearer Operator auf einem Hilbert-Raum H, dann ist der dazu
adjungierte Operator DT definiert durch die Bedingung

9(y, Dy) = g(Dly,x) Va,yeH. (12.123)

Fiir einen selbst-adjungierten Operator gilt D' = D. Seziell fir einen linearen Operator D :
L2(T,dp(x)) — L2(T,dp(x)) ist der dazu adjungierte Operator DV definiert durch:

[ DT dute) = [ F@D0(a) duo). (12.124)
r T

Kapitel 15 beschéftigt sich mit einer besonders wichtigen Klasse von selbst-adjungierten Operato-
ren, den sogenannten Sturm-Liouville-Operatoren, daher gehe ich an dieser Stelle nur kurz auf diese
Operatoren ein. Die wesentlichen Aussagen, die wir in Kap. 2.3 fiir den endlich-dimensionalen Fall
bewiesen haben, gelten auch hier:

1. Selbst-adjungierte Operatoren haben reelle Eigenwerte.
2. Die Eigenrdume selbst-adjungierter Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
3. Zu einem selbst-adjungierten Operator gibt es eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren.

Die Beweise zu den ersten beiden Aussagen sind identisch zu den Beweisen im endlichen dimensionalen
Fall. Die Vollstéindigkeit der Eigenrdume erfordert einen etwas grofleren Aufwand. Eines der Probleme
ist, dass viele selbst-adjungierte Operatoren unbeschriinkt und daher streng genommen nicht auf dem
gesamten Hilbert-Raum definiert bzw. nicht stetig sind.

An dieser Stelle betrachten wir zwei wichtige Operatoren der Quantentheorie, die ,, Multipli-
kation mit z“, den sogenannten Ortsoperator, und die , Ableitung nach x, multipliziert mit i“, den
sogenannten Impulsoperator. Auf beide Operatoren geht Abschnitt 12.10 genauer ein.

Der Ortsoperator — Multiplikation mit = (z € R) — ist selbst-adjungiert, da

/%xg(m) dx:/(xf(x))g(x)dm. (12.125)
R R

Entsprechend ist der Impulsoperator — Ableitung nach & multipliziert mit i — selbst-adjungiert, da

/RW (iig($)> de = —AWig<x) do = AWg(m)dx. (12.126)

Der Faktor i ist also wichtig, um den Vorzeichenwechsel durch die partielle Integration (Schritt 1)
wieder riickgéingig zu machen, indem dieser Faktor komplex konjugiert wird (Schritt 2). Auerdem
ist wichtig, dass bei der partiellen Integration keine Randterme hinzukommen, weil die Funktionen f
und g quadratintegrabel (und natiirlich ableitbar) sein sollen. Betrachtet man Funktionenrdume iiber
Gebieten mit einem Rand (z.B. ein Intervall oder die positive reelle Achse), muss man solche Rand-
terme beriicksichtigen. Das kann dazu fiihren, dass Operatoren, die auf der gesamten reellen Achse
selbst-adjungiert sind, diese Eigenschaft auf Funktionenrdumen iiber begrenzten Gebieten verlieren.



248 KAPITEL 12. HILBERT-RAUME

Definition: Ein linearer Operator D : H — H heif$t normal, wenn er mit seinem adjungierten
Operator kommutiert, wenn also gilt:

DD' = DI'D bzw. [D, D] =0. (12.127)

Normale Operatoren haben ebenfalls die Eigenschaft, dass ihre Eigenrdume zu verschiedenen Ei-
genwerten orthogonal sind und dass diese Eigenrdume eine Orthonormalbasis definieren. Die Eigen-
werte miissen allerdings nicht reell sein. Normale Operatoren lassen sich als Funktionen von selbst-
adjungierten Operatoren schreiben.

12.9.6 Unitédre und isometrische Operatoren

Wir hatten uns in endlich-dimensionalen Vektorrdumen schon mit unitdren Abbildungen beschéftigt
(Abschnitt 2.5). In unendlich-dimensionalen Hilbert-Rdumen muss man zwischen isometrischen (das
Skalarprodukt erhaltenden) und unitéiren Abbildungen unterscheiden.

Definition: Fine lineare Abbildung U : H — H heifst isometrisch, wenn
9(z,y) = g(Uz,Uy) Vz,yeH. (12.128)

Eine lineare Abbildung U : H — H heifit unitdr, wenn sie isometrisch und bijektiv ist.

Wiéhrend in endlich-dimensionalen Vektorrdumen die Unitaritdt aus der Isometrie folgt, ist dies in
unendlich-dimensionalen Vektorrsumen nicht mehr der Fall, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei H = £2
und der Operator S (fiir Shift-Operator) sei definiert durch:

S(Il,JEQ,l‘g,...) :(071’1,172,1‘3,...). (12129)

Der Operator verschiebt also jeden Eintrag in diesem unendlichen Vektor um eine Stelle nach rechts.
Dieser Operator ist isometrisch, denn offensichtlich gilt:

9(z,y) = g(Sz,Sy) Va,y eH. (12.130)

Dieser Operator ist aber nicht unitér, da er nicht bijektiv ist: Der Vektor (1,0,0,...) hat kein Urbild.
Damit gibt es zu S auch keinen rechtsinversen Operator, sondern nur einen linksinversen, d.h., es gilt

S1Sr=x VreH, (12.131)
wobei S~1 definiert ist durch
S (wy, 29, 23,...) = (x2, T3, T4,...), (12.132)

also ein Verschiebeoperator nach links, wobei die erste Komponente wegfillt. S~ ist aber kein rechts-
inverser Operator zu S, da

SS™ Nz, w0, 23,...) = (w2, 73, 74,...) = (0,29, 23,...) . (12.133)
Sei U eine bijektive, isometrische Abbildung auf dem Hilbert-Raum, dann folgt

g(Uy,Uz) = g(y, UTUx) =g(y,x). (12.134)
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Die erste Gleichung ist dabei eine identische Umformung und impliziert die Definition des adjungierten
Operators zu U, die zweite Gleichung ist eine Bedingungsgleichung. Damit diese Bedingung fiir alle
Vektoren z,y erfiillt ist, muss gelten:

U =1 (12.135)

Fiir diesen Schritt ist wichtig, dass U bijektiv ist. Daher kénnen wir auch sagen, ein Operator heifit
unitdr, wenn gilt:

Ut=uv-1, (12.136)

wobei U~! sowohl rechts- als auch linksinvers zu U sein soll.

Auch in unendlich-dimensionalen Vektorraumen gilt, dass ein unitirer Operator U mit seinem
adjungierten Operator U! kommutiert und somit ein normaler Operator ist und sich als Funktion
eines selbst-adjungierten Operators schreiben lisst:

U=¢e? (A sclbst-adjungiert) (12.137)
Der adjungierte bzw. inverse Operator dazu ist
Ul =e 4, (12.138)

Die Eigenwerte eines unitéren Operators erfiillen die Bedingung A = A~! bzw. A\ = 1 und sind daher
alle von der Form \ = e'®, wobei « eine reelle Zahl ist.

Eine besonders wichtige unitire Transformation auf dem £? ist die Fourier-Transformation
(siehe Kapitel 13).

12.9.7 Eigenwerte und Spektrum eines Operators

Wir haben in Abschnitt 1.4 den Begriff des Eigenwerts definiert. Fiir endliche Matrizen sind die
Eigenwerte diskret. Sie konnen zwar entartet sein, aber letztendlich bleibt die Menge der Eigenwerte
eine diskrete Punktmenge.

Bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen und linearen Operatoren auf diesen Vek-
torrdumen kann es vorkommen, dass die Gleichung

Axr = Az (12.139)

fiir manche Werte von A keine wirklichen Losungen x € H hat, allerdings liegen die Eigenrdume ,,fast®
in dem Vektorraum. Dieses , fast* wird in diesem und den folgenden Abschnitten etwas erlautert. Wir
unterscheiden in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen zwischen Eigenwerten und dem sogenannten
Spektrum eine Operators.

Um den Begriff des Spektrums exakter definieren zu koénnen, iiberlegen wir uns zunéchst,
dass die Eigenwertgleichung (Gl. 12.139)

(A= Az =0 (12.140)

impliziert, dass der Operator (A — A1) nicht invertiert werden kann. Diese Beobachtung kann man
fiir Operatoren in einem unendlich-dimensionalen Banach-Raum verallgemeinern:

Definition: Das Spektrum eines Operators A besteht aus allen komplexen Zahlen A, fir die der
Operator (A — \1)~1 ein unbeschrinkter Operator ist.

Der Begriff des Spektrums ist allgemeiner als der Begriff des Eigenwerts. Alle Eigenwerte liegen zwar
im Spektrum eines Operators, aber sie bilden dort eine diskrete Punktmenge. Das Spektrum kann
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jedoch auch Elemente A enthalten, die ein Kontinuum (z.B. ein Intervall) bilden. Zu diesem Teil des
Spektrums gibt es zwar keine Eigenvektoren, die Elemente des Vektorraums sind, allerdings kann
die Eigenwertgleichung ,fast“ erfiillt werden. Mit anderen Worten: Es gibt Eigenvektoren zu die-
sen Werten von A, aber diese Eigenvektoren liegen nicht in dem Banach-Raum, z.B. weil sie nicht
normierbar sind. Man bezeichnet diese Eigenvektoren auch schon mal als ,,uneigentliche Eigenvekto-
ren”, weil sie eben nur ,fast in dem Vektorraum liegen. Es gibt allerdings normierbare Elemente in
dem Banach-Raum, die diesen Eigenvektoren , beliebig nahe* kommen. Auch dieses Konzept wird im
Folgenden (Abschnitt 12.10) erldutert. Dabei beschrinke ich mich auf Hilbert-Réume, obwohl viele
Uberlegungen allgemeiner fiir Banach-Réume gelten. AuBerdem erliutere ich diese Konzepte anhand
von zwei Beispielen: dem Operator ,, Multiplikation mit #*“ und dem Operator ,,Ableitung nach z*.
Im Allgemeinen hat die Frage, ob ein Operator ein kontinuierliches Spektrum besitzt, nichts
damit zu tun, ob dieser Operator unbeschréankt ist oder nicht. Es gibt unbeschrankte Operatoren
mit diskreten Eigenwerten (beispielsweise der Operator N in Gl 12.111), und es gibt beschrinkte
Operatoren, die keine Eigenwerte sondern nur ein Spektrum besitzen (beispielsweise die Multiplikation
mit 1/(2? + a?)). Man kann beweisen, dass die diskreten Teile des Spektrums eines Operators auch
gleichzeitig Eigenwerte sind (d.h. die zugehérigen Eigenvektoren sind Elemente des Hilbert-Raums),
wohingegen ein kontinuierlicher Teil des Spektrums keine Eigenvektoren im Hilbert-Raum besitzt.
Mit etwas grolerem Aufwand kann man auch zeigen, dass nicht nur die Eigenwerte, sondern
auch das Spektrum von selbst-adjungierten Operatoren reell ist. Ahnliches gilt fiir die Orthogona-
litdt von uneigentlichen Eigenvektoren (die keine wirklichen Eigenvektoren sind) zu verschiedenen
Werten des Spektrums. Und auch die Spektraldarstellung (manchmal spricht man auch von Spek-
tralzerlegung) ldsst sich auf normale Operatoren mit einem kontinuierlichen Spektrum erweitern. Der
Aufwand besteht darin, ein ,operatorwertiges Integrationsmafl‘ dPy zu definieren, mit dem gilt:

A:/)\dPA (12.141)

Dazu definiert man fiir den selbstadjungierten Operator A zuniichst den Projektionsoperator P(<
A) als den Operator auf den Unterraum aller Vektoren z, fiir die gilt | Az| < Allz|. Man kann
dann den Operator AP(A) = P(< (A + AX)) — P(< A) betrachten. Dieser Operator ist wieder
ein Projektionsoperator (dazu muss man sich iiberlegen, dass der Unterraum zu P(< ) in dem
Unterraum zu P(< (A + A))) enthalten ist, das Produkt dieser beiden Projektionsoperatoren also
immer gleich P(< A) ist). Nun kann man das Integral als Grenzwert im ,iiblichen‘ Sinne definieren.

Auch in diesem Fall lassen sich Funktionen f(A) definieren, sofern die Funktion f auf dem
Spektrum von A definiert ist:

Definition: Sei A ein normaler Operator mit Spektrum {\} und der Spektraldarstellung
A=\ Py baw. A= /AdPA, (12.142)
so ist fiir eine Funktion f (auf dem Spektrum von A) die Funktion f(A) definiert durch

FA) =Y FA B, bow. f(A) = / FN Py (12.143)

Natiirlich gibt es Operatoren, deren Spektrum sowohl diskrete Eigenwerte als auch einen (oder
mehrere) kontinuierliche Anteile umfassen kann. In diesem Fall besteht die Spektraldarstellung aus
einer Summe und einem Anteil, der dem Kontinuum entspricht und durch ein Integral gegeben ist.
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12.9.8 Spurklasseoperatoren

Auch fiir Operatoren in einem unendlich-dimensionalen Hilbert-Raum kann man eine Spur definieren.

Definition: Sei {e;};cn eine (der Einfachheit halber orthonormale) Basis, so ist

SpA = glei, Ae;) (12.144)

die Spur des Operators A.

Falls die Spur existiert, hingt sie nicht von der gewéhlten Orthonormalbasis ab. Operatoren, fiir
welche die Spur endlich ist, bezeichnet man als Spurklasseoperatoren.

In unendlich-dimensionalen Hilbert-Ridumen muss die Spur eines linearen Operators nicht
notwendigerweise existieren. Fiir unbeschréinkte Operatoren existiert sie nie. Als Beispiel betrachte
man den Operator N (Gl. 12.111). Aber auch fiir beschrinkte Operatoren existiert die Spur nicht
immer. Ein Beispiel ist der Identitdtsoperator, dessen Spur gewohnlich gleich der Dimension des
jeweiligen Vektorraums ist.

Wenn Operatoren keine Spurklasseoperatoren sind, erhéilt man meist unsinnige Ergebnisse,
wenn man trotzdem die Spur berechnet. Ein klassisches Beispiel sind die kanonischen Vertauschungs-

relationen in der Quantenmechanik:
[Q,P]=QP — PQ =1ihl (12.145)

Die Spur des Identitéitsoperators auf der rechten Seite ist offenbar unendlich, fiir die linke Seite hat
man zunéchst den Eindruck, als ob die Spur null ergibt: Die Spur der Summe zweiter Operatoren ist
gleich der Summe der Einzelspuren und die Spur des Produkts der Operatoren héngt nicht von deren
Reihenfolge ab. Damit erhielte man 0 = co. Dieses unsinnige Ergebnis beruht darauf, dass keiner der
Operatoren (@, P, 1) ein Spurklasseoperator ist. Fiir Spurklasseoperatoren kann die obige Gleichung
tatséchlich nie erfiillt werden. Daher gibt es auch keine (endlichen) Matrizen, welche die kanonischen
Vertauschungsregeln erfiillen.

FEine Untermenge der Spurklasseoperatoren sind die Hilbert-Schmidt-Operatoren. Fiir sie ist

Sp (ATA) < co. (12.146)

Die Menge dieser Operatoren definiert sogar wieder einen Hilbert-Raum, indem man fiir das Skalar-
produkt zweier Operatoren definiert:

(A,B) =Sp(A'B) (12.147)

12.10 *Der Orts- und Impulsoperator

Wie schon erwihnt, sind zwei wichtige Operatoren fiir die Quantentheorie der Operator Q = =
(Multiplikation mit z, diesen Operator nennt man in der Quantentheorie den Ortsoperator) und der
Operator P = —i% (Ableitung nach z — der Grund fiir den Faktor i wird spéiter deutlich, hiingt
aber damit zusammen, das die Operatoren selbst-adjungiert sein sollen und ein reelles Spektrum
haben sollen). Diesen Operator bezeichnet man in der Quantentheorie als Impulsoperator, wobei in
der Quantentheorie noch ein Faktor i = h/2w, die reduzierte Planck’sche Konstante, hinzukommt.
Beide Operatoren sind unbeschrinkt auf dem £2(R). Im Folgenden geht es allerdings hauptsichlich

darum, die ,,uneigentlichen“ Eigenvektoren dieser Operatoren etwas genauer zu untersuchen. Wegen
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der besonderen Bedeutung dieses Abschnitts fiir die Quantentheorie, werde ich in diesem Abschnitt
sowohl die herkémmliche Notation fiir Vektoren und das Skalarprodukt als auch die Dirac’sche Bra-
Ket-Notation verwenden.

12.10.1 Orts- und Impulsoperator sind unbeschrinkt

Wir betrachten zunéichst die Multiplikation einer Funktion mit . Als Beispiel einer quadratintegrier-

baren Funktion wéahlen wir I

f(z) = . (12.148)
sodass 1
() = 2+a2 (12.149)
und somit N oo
e 1
/ |f(z)]? dz = garctanE = g . (12.150)

Diese Funktion ist also Teil des Hilbert-Raums. Anwendung des Operators Q ,Multiplikation mit z*

fithrt jedoch auf

2

__* : 2 _
xf(x) = P und somit |xf(z)|* = i (12.151)

Diese Funktion ist offensichtlich nicht mehr quadratintegrierbar.

Der Ableitungsoperator ist ebenfalls unbeschrankt. Man betrachte als Beispiel die Funktion
|v/Z| exp(—z?). Auch fiir die beiden quadratintegrierbaren Funktionen aus Abschnitt 12.8.4 gilt, dass
ihre Ableitungen nicht mehr quadratintegrierbar sind.

12.10.2 Das Spektrum von x und —i%

Wie wir gesehen haben, sind sowohl die Multiplikation einer Funktion mit x als auch die Ableitung
(multipliziert mit der imaginéiren Einheit i) lineare und selbst-adjungierte Operatoren fiir Funktionen.

Wir versuchen zunéchst, mégliche Eigenwerte von x und —i% zu bestimmen. Dabei beginnen
wir mit dem Ableitungsoperator, d.h., wir suchen Lésungen zu der Gleichung

—i%f(x) =kf(x). (12.152)

Wir wissen, dass bei Gleichungen dieser Art ein Exponentialansatz zum Ziel fithrt und finden als
Losungen

fr(x) = Ae*® (12.153)

Die Losungen sind also durch einen Parameter k charakterisiert, der gleichzeitig formal der Eigenwert
)

von —iz- wire, falls fi(z) eine zuldssige Losung darstellte. Die Amplitude A ist eine Integrationskon-
stante und deutet an, dass beliebige Vielfache eines moglichen Eigenvektors ebenfalls Eigenvektoren
sind.

Hier tritt jedoch ein Problem auf: Diese Funktionen fi(x) sind nicht quadratintegrabel. Fiir
komplexe Werte von k£ mit einem nicht verschwindenden Imaginirteil steigen die Funktionen zumin-
dest auf einer Seite (fiir  gegen plus oder minus unendlich) exponentiell an. Diese Funktionen sind
noch nicht einmal niherungsweise quadratintegrabel. Fiir reelle Werte von k gilt |fi(2)|?> = |A|?;
das Integral iiber die gesamte reelle Achse ist daher unbeschrinkt (auer fir A = 0, wozu aber
keine sinnvolle Lésung gehort). Trotzdem beziehen wir solche Funktionen in unsere Betrachtungen
ein (die mathematische Begriindung fiir diesen Schritt ist unter der Bezeichnung ,Gel’fand Tripel*

oder rigged Hilbert space’ bekannt und wird in Abschnitt 12.10.4 angedeutet). Das physikalische
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Argument lautet, dass man es ohnehin nie mit wirklich unendlich langen Wellenziigen zu tun hat
und man eher von Wellenpaketen sprechen sollte; diese haben zwar keine mathematisch scharfe Wel-
lenliéinge (bzw. keine wohldefinierte Wellenzahl k), doch die Verteilung der zugehorigen Wellenzahlen
ldsst sich auf ein beliebig kleines Intervall beschréanken. Ein weiterer Grund ist, dass das Produkt
aus fr(z) mit einer quadratintegrablen Funktion integriert werden kann, was in diesem Fall auf die
Fourier-Transformierte fithrt (auch dies wird in Abschnitt 12.10.4 n&her erldutert).

Man spricht bei den Funktionen fi(x) (fiir reelle k) auch von uneigentlichen Eigenfunktionen.
Und statt von der Menge der Eigenwerte (deren Eigenfunktionen Elemente des Hilbert-Raums sein
miissen) spricht man in diesem Fall vom Spektrum, ganz im Sinne von Abschnitt 12.9.7. Im Hilbert-
Raum der quadratintegrierbaren Funktionen ist der Operator (71% — k)~ fiir reelle Werte von k
unbeschrénkt. Das Spektrum von —ia% (sofern die Eigenfunktionen keinen weiteren Einschrankungen
unterliegen) besteht somit aus allen reellen Zahlen k € R:

Spec <_iaasc) = {k|k e R} (12.154)

Aus der Theorie der Fourier-Transformationen ist folgende Gleichung bekannt (vgl. auch Abschnitt
13):
+oo ,
/ R =F) dp = 276 (k — k) . (12.155)
Offensichtlich sind die uneigentlichen Eigenfunktionen zu verschiedenen Werten von k beziiglich des
Skalarprodukts (Gl. 12.38) orthogonal. Fiir die normierten komplexen Exponentialfunktionen

i) = —=el® (12.156)
wurde also gezeigt, dass
0 _
g fr(®) = kfi(@) und /R da fi () fulw) = 3k = ). (12.157)

Da dieser Operator selbst-adjungiert ist hat er ein reelles Spektrum. In der Quantenmechanik schreibt
man fiir die Funktion fj auch oft |k) und die Orthogonalitétsrelation ist dann (k'|k) = §(k — k').

Wir betrachten nun den Operator ,Multiplikation mit 2. Eine Eigenfunktion f,,(z) zum
Eigenwert xg sollte folgende Gleichung erfiillen:

T fuo (T) = 20 fro () - (12.158)

Das bedeutet aber, dass diese Eigenfunktion fiir x # x¢ verschwinden muss. Die Funktion

0 sonst

oo () = { Loor= (12.159)

erfilllt zwar die Eigenwertgleichung, ihre Norm (bzgl. des Skalarprodukts Gl. 12.38) ist aber null und
damit entspricht sie im Hilbert-Raum £2 dem Nullvektor.

Die Delta-Distribution f,, () = §(x—x¢) hat fast alle gewiinschten Eigenschaften. Der Triger
ist auf den Punkt zy konzentriert und das Integral mit (stetigen) quadratintegrablen Funktionen
definiert eine lineare Abbildung:

+oo
xd(x — xo) = xod(x — x0) /_ 0(x — o) f(z) dx = f(xo) (12.160)

Aber 6(x —x¢) ist ebenfalls nicht quadratintegrierbar. Somit besitzt auch der Multiplikationsoperator
mit dem Argument z keine Eigenfunktionen im Raum der quadratintegrierbaren Funktionen, aber er
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besitzt uneigentliche Eigenfunktionen (streng genommen Distributionen) und sein Spektrum ist die
gesamte reelle Achse:

Spec(x) = {zg|zo € R} , uneigentliche ,Eigenfunktionen‘: f,, (z) = §(x — xo). (12.161)

—1¢ ein unbeschrinkter Operator

Auch hier gilt wieder, dass der Operator ,Multiplikation mit (z — )
auf dem Raum der quadratintegrierbaren Funktionen darstellt und somit jede reelle Zahl xy zum

Spektrum gehort. Fiir die Funktionen f,, schreibt man in der Quantentheorie meist |z).

12.10.3 Die z- und k-Basis
Das Skalarprodukt auf dem £2 ist (vgl. Gl. 12.38):

+oo

a(f) = (fw) = [ Fahia)de (12.162)
wobei hier auch die Dirac’sche Notation des Skalarprodukts verwendet wurde.

Wir betrachten nun das Skalarprodukt von quadratintegrablen Funktionen mit den uneigent-
lichen Eigenfunktionen des Abschnitts 12.10.2.2 Offenbar gilt:

+oo
@l = 96nh)= [ s = e (12.163)
1OO too _
und (k|f) = 9(fx,f) = E/— e ke f(x)de = f(k). (12.164)

Hierbei ist f die Fourier-Transformierte der Funktion f.

Wir sollten Ausdriicke der Form ¢(d,, f) = (x|f) = f(z) &hnlich interpretieren wie beispiels-
weise bei diskreten Basisvektoren Ausdriicke der Form g(e;,z) = x; (Gl. ??). Das Skalarprodukt
eines Vektors f mit dem Vektor ¢, (einer Eigenfunktion des Multiplikationsoperators mit x) ist ver-
gleichbar mit der Projektion eines Vektors auf eine seiner Komponenten und besteht in diesem Fall
in der Auswertung der Funktion an einer bestimmten Stelle x. Hier wird der Unterschied zwischen
der Funktion selbst und dem Wert der Funktion an einer bestimmten Stelle besonders deutlich.

Interessant ist noch das Matrixelement g(d., fr) = (z|k), fir das formal gilt:

1

ikx
—e'". 12.165
or ( )

+oo
960 fi) = (2] f) = # / 5y — x) e dy =

12.10.4 Das Gel’fand-Tripel

Wir hatten gesehen, dass die Losungen zu den Eigenwertgleichungen zum Multiplikationsoperator mit
z — dem Ortsoperator — und zum Ableitungsoperator — bis auf einen Faktor i dem Impulsoperator
— keine Elemente des Hilbert-Raums sind. In einem gewissen Sinne sind sie aber ,fast“— Elemente.
Dieses ,,fast“ soll nun etwas erldutert werden. Dabei handelt es sich eher um eine Skizze der Idee als
um eine wirkliche Erlduterung.

In der Physik wird oft argumentiert, dass es sich bei ,,reinen Wellen* (also Wellen mit einer
scharfen Wellenléinge) eigentlich um sogenannte Wellenpakete handelt, d.h. Funktionen, die zwar iiber
eine im Vergleich zur Wellenlidnge grofie Distanz eine konstante Wellenléinge haben, aber schliellich
(fiir |#| — oo) doch gegen null gehen. Ahnlich argumentiert man bei den Eigenfunktionen zum
Ortsoperator: Es gibt eigentlich keine wirkliche J-Verteilung in der Realitét, aber die entsprechenden
Wellenpakete sind auf ein sehr kleines Volumen konzentriert.

2Streng genommen gelten diese Uberlegungen nicht fiir alle Elemente des £2, sondern nur fiir eine dichte Teilmenge.
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Diese Wellenpakete sind Teil eines Unterraums ® C £2, der aus Testfunktionen besteht, z.B.
dem schon definierten Schwarz-Raum (siche Abschnitt 10.1.3). Diese Funktionen liegen dicht im £2,
und wenn man diesen Raum beziiglich der £-Norm vervollstindigt, gelangt man wieder zum £2.
Der Dualraum ®* enthélt aber auch das §,-Funktional sowie weitere Distributionen, die nicht in £2*
liegen. Man kann zeigen, dass die ,uneigentlichen Eigenfunktionen‘ Elemente von ®* sind. In diesem
Sinne liegen sie fast’ im £2. Das Tripel (®,£2, ®*) bezeichnet man manchmal als Gel’fand-Tripel
oder auch rigged Hilbert space‘.
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Kapitel 13

Fourier-Analyse und
Fourier-Transformation

Fourier-Reihen wurden schon in Kap. 12 behandelt. Dieses Kapitel verallgemeinert die Konzepte auf
nicht-periodische Funktionen und damit die Fourier-Transformationen. Ihren Ursprung hat die Theo-
rie der Fourier-Transformationen zu Beginn des 19. Jahrhunderts, als der franzésische Mathematiker
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) im Zusammenhang mit seinen Untersuchungen zur Aus-
breitung von Wirme die Behauptung aufstellte, man kénne alle periodischen Funktionen nach Sinus-
und Kosinusfunktionen entwickeln. Fiir einige Funktionen waren solche Entwicklungen schon frither
bekannt, einen allgemeinen Beweis fiir diese Behauptung (fiir Lipschitz-stetige Funktionen) fand man
jedoch erst spéter.
Fiir komplex-wertige periodische Funktionen hatten wir das Skalarprodukt

L
2

g(fh) = f(@)h(z) dz (13.1)

L
2

definiert, womit wir (nach der entsprechenden Vervollstéindigung und Aquivalenzklassenbildung) den
Hilbert-Raum £2(S') erhalten. Ein Satz orthonormaler Basisfunktionen ist

en(@) = —— exp (2”2”x> (nez). (13.2)

Damit erhalten wir die diskrete Fourier-Entwicklung einer komplexwertigen, stetigen, periodischen

- 1 27in
flx) = Z cnen(az):ﬁ Z cnexp< i3 > (13.3)

n=—oo n=—oo

Funktion:

Die Koeflizienten {c,} (n € Z) erhilt man nach der Vorschrift:

2minx

cn=glen, f) = \%/_2 exp (— T ) f(z)dz. (13.4)

13.1 Fourier-Transformation

Ob man schon die Entwicklung in Gl. 13.3 und ebenso die Riicktransformationen 13.4 als Fourier-
Transformation bezeichnet, ist eine Frage der Definition. Oft versteht man unter der Fourier-
Transformation die Erweiterung der komplexen Fourier-Reihenentwicklung auf beliebige (nicht peri-
odische) Funktionen iiber der reellen Achse.

257
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Man erhilt diese Darstellung, indem man den Grenzwert L — oo betrachtet. Die ,,Periode®
wird somit unendlich lang. Der folgende Abschnitt versucht diesen Gedankengang zu konkretisieren.
In weiteren Abschnitten gehe ich dann auf die mathematischeren Aspekte der Fourier-Transformation

ein.

13.1.1 Der Grenzwert L — oo

Wir definieren zunéchst eine Variable
kp = —. (13.5)

Da n € Z, nimmt auch k, (diskrete) Werte zwischen —oo und +oco an. Allerdings ist der Abstand
zwischen zwei benachbarten Werten nun

2
Ak = knypr — kn = — . (13.6)
L
Dieser Abstand wird also mit wachsendem L immer kleiner.

Nun schreiben wir fiir Gl. 13.3:

f(x) \/» Z ) exp(iknx), (13.7)

n=-—oo

wobei wir einfach ¢(k,,) = ¢, definiert haben, d.h., wir interpretieren die Koeffizienten als eine Funk-
tion von k,,.
Fiir diese Koeffizienten gilt nun:

c(kn) \F/ exp(—iknx) f(z)dz. (13.8)

2

h

Es zeigt sich (wegen des Faktors 1/ V'L und weil die Funktion f (x) fir £ — +oo gegen 0 gehen muss,
damit das Integral definiert ist; vgl. Abschnitt 12), dass die Koeffizienten c(k,,) fiir sehr grofie Werte

von L kleiner werden, sodass wir eine neue Funktion definieren:

Fkn) == \/Zc(k,m (13.9)

wobei der Faktor 1/4/27 reine Konvention ist (dadurch werden die Formeln am Ende symmetrischer).
Die genauen Bedingungen, unter denen die Integrale bzw. die Transformationsgleichungen existieren,
werden in den folgenden Abschnitten noch diskutiert.

Mit dieser Funktion wird aus Gleichung 13.7:

f(z) = )exp(iknz) Ak. (13.10)

mzf

n=—oo

Im Grenzfall L — oo entspricht die rechte Seite der Definition des gewohnlichen Integrals und wir
erhalten:

Flz) = jﬂ/m (k) exp(ikz) dk (13.11)
Andererseits wird aus Gleichung 13.8:
f(k) \/ﬂ/ exp(—ikx)f(z) dz. (13.12)
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Diese Gleichungen bezeichnet man als Fourier-Transformation. Die Funktion f (k) ist die Fourier-
Transformierte der Funktion f(xz) und Gl. 13.11 nennt man die Fourier-Darstellung oder auch
Fourier-Analyse der Funktion f(x).

Bezieht sich in der Physik der Parameter z auf eine Raumkoordinate, dann beschreibt die
Funktion exp(ikx) eine Welle mit der Wellenzahl k = 5F und X ist die zugehorige Wellenlénge, also die
Lange der Periode dieser Welle. Die Fourler—DarsteHung ist eine Zerlegung einer beliebigen Funktion
nach reinen harmonischen Wellen, und die Fourier-Transformierte f (k) gibt die Amplitude an, mit
der eine Welle mit Wellenzahl k in dieser Zerlegung vertreten ist.

Bezieht sich der Parameter = auf die Zeit (in diesem Fall wihlt man statt x meist den
Buchstaben t), spricht man bei f(¢) von einer Zeitreihe. Statt k schreibt man in diesem Fall w = 2%
und bezeichnet die Periode mit 7. w ist nun die Winkelfrequenz. Man kann sich die Fourier-Darstellung
eines akustischen Signals f(¢) als eine Zerlegung nach reinen Ténen mit der Winkelfrequenz w = 27v
vorstellen — v = 1/T ist die zugehérige Frequenz — und entsprechend die Fourier-Transformierte f (w)

als die Amplitude, mit der eine bestimmte reine Winkelfrequenz w in einem Signal vertreten ist.

13.1.2 Fourier-Transformation fiir Testfunktionen in .

Das Fourier-Integral (Gl. 13.12) existiert im iiblichen (z.B. Riemann’schen) Sinne nur fiir Funktionen
in £! (siehe Gl. 12.15):

feL = / 7)|dz < 0. (13.13)

Allerdings ist die Fourier-Transformierte einer £!-Funktion,

k) = j%/_w o~k f(2) dar, (13.14)

nicht notwendigerweise wieder ein Element von £'. Man kann lediglich zeigen, dass f (k) eine stetige
Funktion ist und dass lim| f(k) =0 (dies bezeichnet man als den Satz von Riemann-Lebesgue).
Dieser Grenzwert kann jedoch so langsam angenommen werden, dass f(k) nicht iiber die gesamte
reelle Achse integriert werden kann. Das bedeutet, auf dem Raum £!(R) existiert zwar die Fourier-
Transformation einer Funktion f(x), es ist aber nicht garantiert, dass (im Sinne eines Riemann- oder
Lebesgue-Integrals) auch die Umkehrtransformation existiert.

Ein moglicher Zugang (der z.B. in [Reed-Simon 1975]) gewéhlt wird) definiert die Fourier-
Transformation zunichst auf dem Raum der Testfunktionen .. Hier existieren alle Integrale im
iiblichen Sinn. Auflerdem ist die Fourier-Transformierte einer Testfunktion aus . wieder eine Test-
funktion aus . (da die Fourier-Transformation ,, Ableitung nach z* und ,, Multiplikation mit z* aus-
tauscht, siehe GI. 13.21 und 13.22, und somit das definierende Kriterium einer Funktion aus . erhal-
ten bleibt). Damit ist die Fourier-Transformation auf diesem Raum umkehrbar und ein Vektorraum-
Automorphismus. AnschlieBend erweitert man die Definition der Fourier-Transformation auf den
Dualraum der temperierten Distributionen .. Auf diese Weise ist die Fourier-Transformation zu-
mindest im distributiven Sinne auch auf Funktionen definiert, die nicht in £!(R) liegen, und sogar
fiir Distributionen (z.B. die Fourier-Transformation der §-Funktion).

Fiir f € . definieren wir die beiden Fourier-Transformationen:

FAR = fk) = m / e f(2) da (13.15)
md  FAR =R = = / o f(2) (13.16)
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Oftmals findet man die Darstellung:

F1f)k) = fk) = @ / e~k f(2) da (13.17)
md  FE) =) = o= / et () (13.18)

Man beachte jedoch, dass sich die beiden Fourier-Transformationen lediglich im Vorzeichen im Expo-
nenten unterscheiden. Die Integrationsvariablen x und k sind austauschbare Parameter. Die zweite
Darstellung betont lediglich, dass %, die inverse Transformation zu .%_ ist (s.u.). Im Allgemeinen
bezeichnet man %_ als Fourier-Transformation und % als inverse Fourier-Transformation.

Die Fourier-Transformationen sind stetige lineare Abbildungen, d.h.

im =) = lm Fi(f] = Ful). (13.19)
Es gilt:
FUFA=f  wd  FFf]=f (13.20)

Die beiden Transformationen sind also Umkehrabbildungen voneinander. Der Beweis (siche z.B.
[Reed-Simon 1975]) verwendet im Wesentlichen Gleichung 12.59. Weitere Identitéiten sind:

\/127/_(:8_1“ (—iif(x)) dz = kf(k) (13.21)

L Ooe_““x r)dr = iiA
T / (@) f(k) (13.22)

bzw.
Zafl) =i F Y (R)  wd T [if)k) = RF[I(R). (13.23)

Entsprechende Relationen mit umgekehrten Vorzeichen gelten fiir % . Diese Identitéten sind gemeint
wenn man sagt, dass die Fourier-Transformation Ableitung und ,,Multiplikation mit z“ vertauscht.
Fiir f,h € .7 ist die Faltung [convolution] definiert durch

b‘

[ / f(z—y)h(y) dy (13.24)

Unter einer Fourier-Transformation gilt:

F_[f«h|(k) = 1% /O:O ei’”( O:o (z —y)h(y )dy> dx (13.25)

_ 1% /0; </O;eisz(x —y) dz) h(y) dy (13.26)

_ 1% [ O:O < [ Zeik@w) (@) dx> h(y) dy (13.27)

_ 1% [ O:O ok < [ Zei’m (@) d:c) h(y)dy (13.28)

= Vor f(k)h(k) (13.29)

" F_[fxh) =Vor F_[f]- F_[h]. (13.30)

Unter einer Fourier-Transformation geht somit eine Faltung in ein gewohnliches Produkt iiber (und
umgekehrt). Fiir .7, gilt die entsprechende Relation.
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Eines der Ziele ist, die Fourier-Transformation auf Distributionen zu verallgemeinern. Dazu
untersuchen wir zunéichst wie die Fourier-Transformierte einer Testfunktion im Sinne einer Distribu-
tion auf eine andere Testfunktion wirkt (alle Funktionen immer noch aus .#):

i = [ (g2 [ e na (13.31)
= /m f(z) <\/ﬂ /m e M h(k) dk) de = (f,Z_[h]). (13.32)

Man beachte, dass (-,-) die Wirkung einer Distribution auf eine Testfunktion beschreibt: Die In-
tegraldarstellung ist nicht identisch zum L£2-Skalarprodukt — es fehlt die komplexe Konjugation im
ersten Argument. Trotzdem lassen sich diese Relationen mit entsprechenden Abanderungen auf das
Skalarprodukt iibertragen.

Diese Relation verwenden wir nun, um die Fourier-Transformation einer Distribution zu de-
finieren. Sei w eine Distribution aus ./, dann definieren wir die Fourier-Transformation von w durch

(Zalol, ) = (w, Zef]). (13.33)

Da mit f € . auch F1[f] € .7, ist die rechte Seite dieser Gleichung wohl definiert und damit auch
F4 |w] als Distribution.
Betrachten wir als Beispiel die Fourier-Transformierte der §-Distribution:

<y—[5ro]af> - <5r , (1334)

5x—x0 <\1ﬁ/ e kT f( )dk) (13.35)

/ 0(x — xo) F_[f](x)dx (13.36)
7 [f1(wo) (13.37)
e ko £ (k) dk (13.38)

m/
<\/127Te_””'°, f> . (13.39)

Dieses Ergebnis rechtfertigt die ,,sloppy“ Gleichung fiir die Fourier-Transformation der -Distribution:
/ 1
\/ 27 Varm

Zum Abschluss soll noch eine Gleichung angegeben werden, die implizit in dem Beweis, dass

F_ [0 (K e M (x — x9)da = e ko (13.40)

Z_ und Z, inverse Transformationen sind, gezeigt wurde. Die Identitét

0= [ e )= [ (3 v o s

rechtfertigt im distributiven Sinne die Gleichung

1

(oo}
Sz —y) = E/ @V gk (13.42)
—00

13.1.3 Verallgemeinerung auf den R"

Nahezu sdmtliche Gleichungen in diesem Abschnitt lassen sich auf den R™ iibertragen. Die Fourier-

Transformationen sind:

F+[f](k)

) = Gy [ @) (13.43)
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Die Beziehung zwischen der ,,Multiplikation mit z;“ und der ,, Ableitung nach x;*“ gelten entsprechend:

1 —ik-z . d i
! — d"z = k;f(k 13.44
o [ (Ciam i@ ) 4 = (13.44)
1 —ik-x n s d
ebenso die Beziehung fiir die Faltung:
1 : A
FAehl) = oy [ e ([ fe-yh@)any) de = o2 fiohk)  (1340)
(271—)77,/2 Rn Rn
Fiir die Fourier-Transformation der §-Distribution gilt:
_ 1 —ik-x n,. _ 1 —ik-x
T [5as] () = (%)n/?/]R RS — ) A" = e, (13.47)
Und fiir die Darstellung der §-Distribution erhalten wir:
1 ik-(z—y) qn
—_ = . 1 .4
=) = Gy /ne "k (13.48)

13.1.4 Fourier-Transformation auf £*(R)

Uber den Umweg der Testfunktionen ., die dicht im £2(R™) liegen, kénnen wir nun die Fourier-
Transformation auf dem L£2(R™) betrachten. Fiir Funktionen, die auch in £!(R™) liegen, ist die
Fourier-Transformation als (z.B. Riemann’sches) Integral definiert. Fiir Elemente des £2(R"), die
nicht in £}(R™) liegen, kénnen wir die Fourier-Transformation zumindest im distributiven Sinn de-
finieren: Sémliche Elemente des £2(R") liegen ja auch in .’ und fiir diese Elemente haben wir im
letzten Abschnitt eine Definition der Fourier-Transformation gefunden.

Es gibt aber auch einen direkteren Weg, die Fourier-Transformation auf £2(R) (bzw. R") zu
definieren, die mit den anderen Definitionen iibereinstimmt. Da £*(R) N £2(R) dicht in £2(R) liegt,
konnen wir Fourier-Transformationen im £2(R) als Grenzwerte von Fourier-Transformationen integ-
rabler Funktionen definieren. Eine Moglichkeit ist, £2(R)-Funktionen im Unendlichen abzuschneiden,
also beispielsweise die Fourier-Transformation von f € £2(R) durch

R
FLIfI(k) = lim —— /_ (@) da (13.49)

zu definieren. Der Grenzwert ist hier im Sinne der £o-Norm zu verstehen. Insbesondere ist der Grenz-
wert nicht punktweise (es kénnte sein, dass z.B. fiir k£ = 0 der punktweise Grenzwert nicht existiert).
Aber ohnehin handelt es sich bei den Elementen in £2(R) um Aquivalenzklassen von Funktionen, die
nicht punktweise definiert sind.

Die Verallgemeinerung von Gl. 13.49 auf £2(R") ist:

1 .
T I +ik-xz n
F=|f1(k) = Jlim (2m)n/2 /|z|<Re fl@)d"s. (13.50)
Manchmal betrachtet man auch Integrale iiber einen Wiirfel:

Z4(f)(k) = lim .

+tik-x n
d"z . 13.51
A S o @rp® @A (13.51)

Wichtig ist jedoch, dass bei diesen Integralen die Grenzen ,,gleichférmig* gegen unendlich gehen. Das
Volumenintegral im Sinne von [ ( ffooo()dxg) dwz; muss nicht existieren. (Hier gilt also der Satz
von Fubini nicht; vgl. Abschnitt 7.1.5.)
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Viele Biicher definieren daher die Fourier-Transformation direkt auf dem Raum £2?(R). Wegen
der Identitit von Parseval (benannt nach dem franzosischen Mathematiker Marc-Antoine Parseval
des Chénes (1755-1836)) fiir periodische Funktionen (siehe Gl. 12.30),

L/2
117 = | M=l (13.52)

n

bezeichnet man auch oft die Identitat

112 = /Oo @) dz = / F k= | 7211 (13.53)

—0o0

als Parseval’sche Indentitét, allerdings sollte man hier eher von der Plancherel-Identitdt sprechen
(nach Michel Plancherel, 1885-1967). Unter den genannten Bedingungen gilt auch die Verallgemei-

nerung:

g(h, f) = / h(z) f(x)dz = / hk) (k) dk = g(h, f) . (13.54)
Beweis: Direktes Nachrechnen (unter der Annahme, dass alle Integrale existieren und die Vertau-
schungen erlaubt sind, was fiir Testfunktionen immer der Fall ist und im distributiven Sinne ebenfalls
gilt):

g(h, f) =

_ O:o (\/17/ ””h(k)dk) <f/ ot )dk:)d (13.56)

/
/
_ /oo /Oo <27T i+ k>zdx> h(k) F (') dkd’ (13.57)
IR
/

h(z)f(x)dzx (13.55)

K )h(k) f (k') dkdk’ (13.58)

h(k)f(k)dk = g(h, f). (13.59)

Aus diesen Identitéten folgt, dass die Fourier-Transformationen (mit beiden Vorzeichen) auf £2(R) das
Skalarprodukt erhalten und somit isometrisch sind. Auflerdem ist %, das Rechts- und Linksinverse
zu F+. Damit ist die Fourier-Transformation auf £2(R) bijektiv und somit auch unitér.

Wendet man %, oder .#_ zweimal auf eine Funktion f(z) an, erhdlt man f(—=x). Bei vier-
maliger Anwendung erhilt man wieder f(x). Damit sind die moglichen Eigenwerte der Fourier-
Transformation die Zahlen A = {1,i,—1,—i}. Die zugehérigen Eigenfunktionen sind Hermite-
Polynome multipliziert mit Gau-Funktionen (siche Abschnitt 15.3.3).

13.2 Anwendungen

Im Folgenden betrachten wir einige Beispiele fiir die Anwendung von Fourier-Transformationen. Ins-
besondere bei linearen Differentialoperatoren bieten sich Fourier-Transformationen an, um die Losung
einer Differentialgleichung auf die Losung einer algebraischen Gleichung (und ein Integral) zu redu-

zieren.
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13.2.1 Die Diffusionsgleichung

Thren historischen Anfang hatte die Fourier-Transformation im Zusammenhang mit der
Wirmeleitung. Dabei geht es um Losungen der Diffusionsgleichung:

%u(x, £) = Au(z, t). (13.60)

Hierbei ist A der Diffusionskoeffizient, der in einem homogenen Medium als konstant angenommen
werden kann.

Bei dieser (und vielen dhnlichen) Gleichungen kann man fiir u(z,t) beziiglich der Variablen
z eine Fourier-Darstellung ansetzen:

1 ik-x n
u(z,t) = W/Rne’“ a(k,t)d"k . (13.61)

Da Ableitungen unter Fourier-Transformation in die Multiplikation iibergehen (Gl. 13.21 und 13.22),
32

Wu(a:,t) - —k?u(k,t), (13.62)
folgt fiir @(k,t) die Gleichung
aa(k,ze) = —\ku(k, t) (13.63)
mit der Losung
a(k,t) = a(k,t = 0) exp (—\k*t) . (13.64)

G(k,t = 0) ist die Fourier-Transformierte der Anfangsverteilung fiir die Substanz, deren Diffusion
durch die Diffusionsgleichung beschrieben werden soll.

Betrachten wir zuniichst die Anfangsbedingung u(z,t = 0) = d(z — y); die Substanz ist also
»punktformig® am Punkte y konzentriert. Aus Gl. 13.48 folgt

1

ar _ —ik-y
F_[oyl(k) = (27T)n/26 (13.65)
und damit 1
" _ . 2
Uy (k,t) = 2T exp (—ik -y — \k*t) . (13.66)
Die gesuchte Losung u(z,t) erhalten wir durch eine Riicktransformation:
1
™ n

Mit einer quadratischen Ergénzung im Exponenten

. 2
1
K2t ik (z— :—<\//\tk—lx— ) — (- y)? 13.68
(z—y) 2\/ﬂ( y) @Y ( )
und einem Variablenwechsel
i 1
\% 5 ﬁ/\t( Yi) TIRE ( )

sowie dem GaufB-Integral

/ ey = \/Z (13.70)

uy(x,t) = W exp (—;M(z - y)2> . (13.71)

folgt:
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Diese Funktion haben wir in Kapitel 11.5.3 schon verwendet.

Die Verschiebung des Integrationswegs von der reellen Achse zu einer Achse parallel dazu mit
einem Imaginérteil ist nach dem Residuensatz erlaubt, sofern keine Polstelle in dem Verschiebungs-
bereich liegt.

Ist die Anfangsverteilung u(z,t = 0) = ug(x) keine §-Funktion, erhilt man die Lésung durch
ein Faltungsintegral. Da

up(z) = [ o(x —y)uo(y)d"y, (13.72)
RTL
folgt allgemein:
u(z,t) = W/RGXP( 74)\15(1' y) )Uo(y)d Y. (13.73)

13.2.2 Poisson-Gleichung

Die Poisson-Gleichung

AD(z) = p(z) (13.74)

16st man iiblicherweise mit der Green’schen Funktion (siche Abschnitt 11.5):

o (z) :/ Gz —y)p(y)dly, (13.75)
wobei die Green’sche Funktion eine Losung der Gleichung
A,Glx—y)=0d(z—y) (13.76)

ist. In Abschnitt 11.5 hatten wir die Green’sche Funktion zum Laplace-Operator aus physikalischen
Uberlegungen geraten. Mithilfe der Fourier-Transformation kann man diese Funktion auch herleiten.

Werden sowohl die Green’sche Funktion als auch die d-Distribution (Gl. 13.48) als Fourier-
Transformierte dargestellt,

1 . A
G(x—y) = W/R ® @V G (k) dnk, (13.77)
erhalten wir aus Gl. 13.76 die Gleichung
A 1
oder
. 1 1
Damit folgt fiir die Green’sche Funktion zum Laplace-Operator:
]_ eik'(zfy) n
Gz—y)=— @y / 2 d"k. (13.80)

Fiir dieses Integral betrachten wir die drei Fille n = 3, n = 1 und n = 2 getrennt. Die Falle n > 3
sind dhnlich wie n = 3. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit setzen wir y = 0.
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Der Fall n =3

Die Singularitéit bei k = 0 spielt keine Rolle, da das Maf} (z.B. in Kugelkoordinaten) diese Singularitit
aufhebt. Das Integral divergiert aber fiir |k| — oo, sodass wir die Definition aus Gl. 13.50 wiihlen:

G I ! Y 2k sin 6d6d 13.81
<””>AEEO(27T>3/IH<A1@ sin bdfde. (13.81)
Mit
T ‘ 1 ] i . . 2
/ elklelcost ¢in 949 = / eklEleostq cosf = ——— (elk‘zl — e_1k|”‘> = —sinkl|z| (13.82)
0 “1 kx| k|z|
folgt
o) = — tim = [ L Gkl d (13.83)
D= g f, g ~
Mit dem Integral (siehe Anhang A1.2.1)
A -
i [ SnERD T (13.84)
A—oo Jo k 2
erhalten wir schliellich: L1
Der Fall n =1
Zu l6sen ist: _
1 oS} elk:v

Nun gibt das Integral einen divergenten Beitrag bei k = 0, nicht jedoch fiir |k| — co. Dieser Beitrag
lasst sich auch durch das verallgemeinerte Integral (Gl. 13.49) nicht beheben. Hier kommt etwas ins
Spiel, das man Regularisieren nennt. Gesucht ist ja eine Funktion G(z), die Losung der Gleichung
G'"(z) = d(x) ist. Wie schon mehrfach erwiihnt, haben wir immer die Freiheit, eine Losung der
homogenen Gleichung, also f”(z) = 0, zu addieren. In diesem Fall kénnen wir also eine Konstante
und einen Term proportional zu x addieren, d.h. die allgemeinste Losung hat die Form

G(z) = Gs(x) + o+ P, (13.87)

wobei G4(x) eine spezielle Losung von G”(z) = §(x) ist. Meist fithrt man bei der Regularisierung
zunéchst einen Parameter € ein, sodass fiir € > 0 die Integrale wohl definiert sind, fiir ¢ — 0 aber
formal der singulidre Ausdruck wieder auftritt. Wir konnen hier die Regularisierung

Ge(z) = i/oo e (13.88)
N or J_ K2 e? ’
wéhlen. Dieses Integral wurde schon berechnet (Gl. 9.127) und das Ergebnis ist
1
— _ —gcl=l 1
Ge(x) 5 . (13.89)
Fiir kleine Werte von € gilt
1
Ge(@) = =5 (1 — ezl + O(é%)) (13.90)

Wir wihlen nun die freie Konstante o in Gl. 13.87 so, dass der Grenzwert ¢ — 0 definiert ist, also

Lo
= , 13.91
a 26—1—@ (13.91)
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wobei o’ eine beliebige (endliche) Konstante ist. Nun gilt:
1
G(x) = liné(Ge-l—ozE-I-ﬁx) = 5|a:|—|—o/—|—6a:. (13.92)
e—

Das stimmt mit dem Ergebnis aus Abschnitt 11.5.1, GI. 11.53, iiberein.

Der Fall n =2

Fiir n # 2 (selbst fiir ,nicht ganzzahlige Dimensionen®) hétte man die Abhingigkeit von G(z)
schon aus Dimensionsiiberlegungen erraten kénnen. Das Integral hat die Dimension [k]"~2, und
da [x] = 1/[k] (wobei die eckigen Klammern die Dimension angeben) muss G(z) von der Form
G(z) o |x|>~™ sein. Fiir n = 2 liisst sich diese Uberlegung nicht anwenden. Da z andererseits die
einzige dimensionsbehaftete Grofe ist, miisste |z|° die Losung sein, was jedoch offensichtlich kei-
ne Losung der Differentialgleichung ist. In diesem Fall muss man nicht nur regularisieren (also z.B.
das Integral sowohl in der Umgebung von k = 0 als auch im Unendlichen abschneiden), sondern
durch die Regularisierung kommt ein weiterer dimensionsbehafteter Parameter ins Spiel, der auch
nicht verschwindet (man sagt auch ,die Symmetrie der Skaleninvarianz wird durch die Regularisie-
rung gebrochen®). Auf diesen Punkt wurde schon in Kapitel 11.5.1 aufmerksam gemacht. Mit dem
Regularisierungsparameter € ist eine spezielle Lésung

G(z) = % Inel|z|. (13.93)

13.2.3 Der gedidmpfte harmonische Oszillator

Auch die Green’sche Funktion zum geddmpften harmonischen Oszillator haben wir bisher aus phy-
sikalischen Uberlegungen geraten (Abschnitt 11.4). Nun wéhlen wir die Fourier-Darstellung der
Green’schen Funktion:

1 < Noa
Gt —t) = —/ =) Gw) dw. 13.94
e - (w) (13.94)
Damit lautet die Differentialgleichung:
d? d d d L[ i A
Dy — 2 Y _ Dy — 2 / iw(t—t") 13.
(dt2+ th—i—wo) G(t—1t) (dt2+ vdt—l—w0> Nors _Ooe G(w)dw (13.95)

1 [ o
= — (—w? 4 27iw + wd)e“E) G(w)dw  (13.96)
vV 2 /—oo

1 [ . /
= ] (=) gy (13.97)
Vergleich der beiden letzten Gleichungen liefert:
G(w) ! ! (13.98)
w) = .
Vor (—w? 4 27iw + w3)
und damit
Gt -t Lo[e e 13.99
t—t)=—— . .
( ) 27 /_OO (w? — 27yiw — w?) “ ( )

Dies ist ein Beispiel fiir ein Integral, das man nach dem Residuensatz 16sen kann. Die beiden Polstellen
von G(w) sowie die zugehérigen Residuen sind

. , (VW —2) (1)
wijp =iy £y /wg — 7 ll%/ezs =F oy (13.100)
0
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Streng genommen miissen wir wieder die Fille w? > 72, w3 = 72 und w3 < 72 unterscheiden;
ich beschrinke mich auf den ersten Fall. Beide Polstellen befinden sich in der oberen komplexen
Halbebene, tragen also nur dann bei, wenn der Weg oberhalb geschlossen werden muss, also fiir
(t—t') > 0. Fiir (¢t —¢') < 0 gibt es keine Polstellen und das Integral verschwindet. Wir erhalten also
nach dem Residuensatz:

2mi(Res + Res) = ¢~ 7(¢—1) sin \/wg —y2(t —t') fir {—1 >0
Git-t)= 1 2 Vwg — 2 (13.101)

0 sonst

Dies entspricht auch der Losung aus Kapitel 11.4. Die Fourier-Transformation hat uns also nur die
quadratintegrierbare Losung der retardierten Green’schen Funktion geliefert.

13.2.4 Der ungedimpfte Oszillator

Der ungedéampfte Oszillator ist ,zeitumkehrinvariant“, das bedeutet beispielsweise, dass eine Film-
aufnahme einer Schwingung, riickwérts abgespielt, ebenfalls eine Losung der Bewegungsgleichungen
zeigt. Wir hatten in Kapitel 11.4 gesehen, dass kein mathematisches Argument z.B. zwischen der
retardierten und der avancierten Green’schen Funktion unterscheidet. Wie duflert sich das in der
Fourier-Darstellung der Green’schen Funktion?

Fiir den ungedédmpften Fall wird aus den Gleichungen 13.98 und 13.99:

G )__LL G(t—t’)——i ~ ﬂd (13.102)
w) = 5 @ —wd) = o dw. )

27 J_ oo (W2 — wd)
Die Polstellen des Integranden liegen nun auf der reellen Achse: w;/; = Fwp. Damit erhebt sich
die Frage, wie man iiber die Polstellen integrieren soll. Eine Moglichkeit besteht darin, einen
Déampfungsfaktor € einzufiihren, der dieselbe Wirkung hat wie v im vorherigen Abschnitt. Man ver-
schiebt dadurch die beiden Polstellen in die obere Halbebene, was fiir kleine € dasselbe bedeutet, wie
ein Integrationsweg unten um die reellen Polstellen herum (siehe Abbildung 13.1 (oben)).

N 1 1
AT ot ' — . 13.1
Gt —t) lim \/ﬂ/ G( mit  Ge(w) or o= (13.103)

(Die Polstellen sind nun bei w; /o = £wpg +ie.) Das Ergebnis ist die retardierte Green’sche Funktion:

i t—t'
sinwolt =) g s
Gret(t — ') = wo (13.104)

0 sonst

Man kann aber auch einen Dampfungsfaktor mit umgekehrtem Vorzeichen einfiihren (dies hat dieselbe
Wirkung, wie eine Umkehrung der Zeitrichtung) und erhilt die avancierte Green’sche Funktion, da
nun die beiden Polstellen auf der unteren komplexen Halbebene liegen (Abb. 13.1 (Mitte)):

. ) 0 t—t' >0
Ge(w) = —

=  Ga(t—t)= .
V21 (w+i€)? — wd ( ) _ sinwg(t — ')

fiir (¢t -t 0
o ir ( ) <

(13.105)

Schliellich kann man auch die Polstellen in verschiedenen Richtungen durchlaufen, z.B. die
Polstelle bei w = —wg in der unteren Halbebene und die Polstelle bei w = 4wy in der oberen Halbebene
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—Wwo +wo —wq + i€ ® ® fwqy +ie
. ° <~ 0 0
] . — - -
—Wwo “+wo —wp —l€ ® ® +wy — 1€
+wo ® +wy + i€
° ° <~ -
—Wo —Wp —le ®

Abbildung 13.1: Der Integrationsweg kann die Polstellen bei w = +wg auf verschiedene Weisen umge-
hen. Umgeht man die Polstellen in der unteren Halbebene (oben) hat dies dieselbe Wirkung wie ein
positiver Dampfungsfaktor und man erhélt die retardierte Green’sche Funktion. Umgeht man die Pol-
stellen in der oberen Halbebene (mitte) hat dies dieselbe Wirkung wie ein negativer Démpfungsfaktor
und man erhélt die avancierte Green’sche Funktion. Umgeht man die negative Polstelle in der oberen
Halbebene und die positive in der unteren (unten) erhélt man die sogenannte kausale Green’sche
Funktion; sie ist zeitumkehrinvariant.

(sieche Abb. 13.1(unten). Auf diese Weise erhélt man eine zeitsymmetrische Green’sche Funktion, die
man in der Quantenfeldtheorie auch als kausale Green’sche Funktion bezeichnet:

A 1 1 sin(wplt — t'])
GE = — —t G X t — t/ e ———
(w) TT( w2 (OJO i i6)2 causal( )

Die Freiheit, beim ungeddmpften Oszillator die Green’sche Funktion wiihlen zu konnen (keine der
Funktionen ist Element des £2(R), aber sie alle sind in .¥/ und daher im distributiven Sinne wohl

definiert), driickt sich beim ungeddmpften Oszillator darin aus, dass die Polstellen der Fourier-

13.106
20 ( )

Transformierten auf der reellen Achse liegen und man sich entscheiden muss, wie man das Integral
iiber diese Polstellen definiert.

13.2.5 Quantenmechanik

In der Quantenmechanik spielt die Fourier-Transformation aus mehreren Griinden eine wichtige Rolle.
Drei dieser Griinde werden kurz angesprochen.

Die freie Schrédinger-Gleichung

Die freie (zeitabhéngige) Schrodingergleichung hat die Form:
ih 0 U(x,t) ! A(z,t) (13.107)
1 —_— = —— . .
ot 2m ’

Hierbei sind A = h/27 die reduzierte Planck’sche Konstante und m die Masse eines Teilchens. 9 (z,t)
bezeichnet man als die Wellenfunktion, mit der das Teilchen beschrieben wird.

Dies ist eine ,imaginire Diffusionsgleichung® mit A = i/(2mh) in Gl 13.60. Wir kénnen
daher die Losung der Diffusionsgleichung iibernehmen (und hoffen, dass wir auf dem richtigen Blatt
der Wurzel aus komplexen Zahlen landen):

Uy (z,t) = <mh>3/2 exp <1mh(z_y)2> ‘ (13.108)

27it 2t
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Diese Losung bezeichnet man in der Quantentheorie als den Zeitentwicklungsoperator. Der Zeitent-

wicklungsoperator erfiillt ebenfalls die Schrodinger-Gleichung, ist aber so normiert, dass Uy(z, t) =,
t—0

d(x — y), also wie die fundamentale Losung der Diffusionsgleichung. Fiir eine Wellenfunktion eines
wechselwirkungsfreien Teilchens folgt daraus:

V(@ 1) = (;:Z)S/Q /R o (imh(wgty)Q> Vo) dy | (13.109)

wobei 9 (y) die Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist.

Orts- und Impulsdarstellung

In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Teilchens beziiglich seiner Ortsfreiheitsgrade durch
Wellenfunktionen 1 (z,t) im £2(R3) beschrieben (¢, die Zeit, ist hier ein externer Parameter, der
Hilbert-Raum bezieht sich auf die Ortskoordinaten). Die Tatsache, dass die Fourier-Transformation
eine unitire Abbildung £%(R3) — L£2(R3) ist, bedeutet, dass Wellenfunktionen im Ortsraum und
Wellenfunktionen im Impulsraum (hier wird die Beziehung von deBroglie p = fik verwendet) eine
vollkommen gleichwertige Beschreibung fiir den Zustand eines Systems liefern.

Der harmonische Oszillator in der Quantenmechanik

Die eindimensionale zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung des harmonischen Oszillators in der
Quantenmechanik kann auf folgende Form gebracht werden:

d2
<dx2 + xQ) Y(z) = By(z). (13.110)
(Die mehrdimensionale Gleichung ldsst sich durch einen Separationsansatz auf Gleichungen dieser
Form reduzieren.) Die gesuchten Losungen v (z) sollen Elemente von £2(R) sein. Das schrinkt die
moglichen Werte fiir E auf einen diskreten Satz von Eigenwerten ein (die mit der Energie des Oszil-
lators zusammenhéngen).

Unter einer Fourier-Transformation geht die Gleichung iiber in

2
(17 5 00 = B, (18.111)
p

Da es sich um dieselben Gleichungen handelt, miissen auch die Lésungen (sowohl fiir die méglichen
Werte von E als auch fiir die Funktionen () bzw. $(p)) gleich sein. Das bedeutet, die Lésungen
konnen nur Eigenfunktionen unter der Fourier-Transformation sein, also Funktionen, fiir die gilt:
F_[f] = Af, wobei |A| = 1 ist (da die Fourier-Transformation eine unitére Abbildung ist, kénnen
die Eigenwerte nur vom Betrag 1 sein). Die einzigen Funktionen dieser Art sind Hermite-Polynome
multipliziert mit einer Gaufi-Funktion (siehe Abschnitt 15.3.3).

13.2.6 Datenanalyse

In der Datenanalyse spielt die Fourier-Transformation eine wichtige Rolle, um ,,versteckte“ periodische
Abhingigkeiten beispielsweise in einer Zeitreihe von Daten zu finden. Sei z.B. T'(t) eine Datenreihe,
welche die Temperatur als Funktion der Zeit iiber mehrere Jahre darstellt. Man wiirde erwarten,
dass es besonders grofle Fourier-Amplituden zu Werten von w gibt, die einer Periode von einem Tag
entsprechen (tagsiiber ist es meist wiarmer als nachts) und auch einem Jahr (im Winter ist es meist
kélter als im Sommer). Man kann in diesen Daten aber auch eine Periode von 11 Jahren finden, die
mit dem Zyklus der Sonnenaktivitéit zu tun hat, die das Wetter auf der Erde beeinflusst.
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13.2.7 Eine weiterfithrende Abschlussbemerkung

Gelegentlich taucht die Frage auf, weshalb gerade die Fourier-Transformation eine so wichtige Rolle
bei der Losung von Differentialgleichungen spielt und welche Art von Differentialgleichungen durch
eine Fourier-Transformation gelost werden konnen.

Die wichtige Eigenschaft der Exponentialfunktionen, nach denen bei einer Fourier-
Transformation entwickelt wird, ist die ,,Diagonalisierung der Ableitung®, ausgedriickt in den Glei-

chungen 13.21 und 13.44 bzw.

d . .
—iaelkm = kelk® (13.112)

Die Exponentialfunktionen sind somit Eigenfunktionen zum Ableitungsoperator. Ausgedriickt in der
Basis dieser Eigenfunktionen (d.h. in der Fourier-Darstellung) wird der Ableitungsoperator diagonal,
d.h., die Eigenfunktionen zu verschiedenen Werten von k werden durch die Ableitung nicht vermischt.
Wir koénnen den Blickwinkel auch noch etwas erweitern und betrachten die Gruppe der Trans-
lationen. Eine Translation ist eine Verschiebung des Arguments und sie wirkt auf Funktionen (z.B.

Funktionen auf dem R™):
Tof(z)= f(x+a). (13.113)

Hierbei beschreibt T, eine Translation um den Vektor a@ und T, f ist eine neue Funktion, bei der
das Argument der alten Funktion f um den Vektor a verschoben wurde. Die Exponentialfunktionen
bilden Eigenfunktionen zu diesem Operator, d.h., sie sind Losungen der Gleichung

flx+a)=Aa)f(z), denn es gilt: ek @ta) — cikagiks (13.114)

Die Eigenwerte \, = ¢*¢ lassen sich durch den reellen Parameter (bzw. Vektor) k parametrisieren.
Es handelt sich um Phasen, was schon darauf hindeutet, dass es sich bei T, um eine unitéire Trans-
formation handelt. Die Exponentialfunktionen sind also Eigenfunktionen zum Translationsoperator.

Der Ableitungsoperator ist der Generator von Translationen. Um dies zu sehen, betrachten
wir die Translation einer Funktion, die durch ihre Taylor-Entwicklung gegeben ist (der Einfachheit
halber in einer Dimension):

fl@+a)= i LA 0 e (ia (—ii)) f(2). (13.115)

n! dzm
0

n=

Die Erweiterung um i- (—i) ist Konvention, damit man die Translation als Exponentialfunktion eines
selbst-adjungierten Operators schreiben kann:

__ iaP : _.d
T, =e mit P = —1£ . (13.116)
Eine Eigenfunktion zum Translationsoperator ist auch Eigenfunktion zum Generator P bzw. dem
Ableitungsoperator.

Wenn eine Differentialgleichung invariant unter einer Gruppe ist, d.h., mit jeder Losung der
Differentialgleichung ist auch die transformierte Funktion eine Losung, dann ist es sinnvoll, die Funk-
tionen nach den Eigenfunktionen dieser Gruppe zu entwickeln, um nach Lésungen der Differential-
gleichung zu suchen. Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten sind typischerweise invari-
ant unter Translationen. Daher lassen sich homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeflizienten auch durch die Fourier-Darstellung auf algebraische Gleichungen zuriickfithren bzw.
diagonalisieren.

Fiir rotationsinvariante Differentialgleichungen lohnt sich ein Ansatz mit Eigenfunktionen
zur Drehgruppe. Diese Eigenfunktionen (definiert auf Kugeloberflichen im R®) sind die Kugel-
flichenfunktionen. Sie {ibernehmen somit auf der Kugeloberfliche eine dhnliche Rolle wie die Ex-
ponentialfunktionen auf der reellen Achse.
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Kapitel 14
Lineare Differentialgleichungen

In Kapitel 5 haben wir uns ganz allgemein mit gew6hnlichen Differentialgleichungen beschéftigt und

auch schon lineare Differentialgleichungen behandelt. Dort haben wir explizite Losungen aber nur fiir

gewohnliche lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten angegeben. In diesem Kapi-

tel wird es um lineare Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffizientenfunktionen gehen.
Die Differentialgleichungen der folgenden Liste treten héufig in der Physik auf:

(Laplace-Gleichung) Agp(z) =0 (14.1)
1 2
(Wellengleichung) (cQ;)t? - A) P(t,z) =0 (14.2)
(Helmholtz-Gleichung) (A+k*)p(x) =0 (14.3)
1 2 2.2
(Klein-Gordon-Gleichung) ((:238152 - A+ mh2c ) Y(t,z) =0 (14.4)
(Diffusionsgleichung) (gt - aA) P(t,z) =0 (14.5)

o h?
(zeitabhiingige Schrodinger-Gleichung) (ihat + Q—A - V(m)) P(t,z)=0  (14.6)
m

2
(zeitunabhiingige Schrodinger-Gleichung) <_2f:nA + (V(z) — E)) o) =0 (14.7)

Alle diese Differentialgleichungen sind partielle homogene lineare Differentialgleichungen. A ist die
reduzierte Planck’sche Konstante, ¢ die Lichtgeschwindigkeit, m eine Masse, a eine Temperatur-
leitfhigkeitskonstante, V(r) ein Potenzial und E eine Energie. k ist eine freie Konstante, oftmals der
Betrag eines Wellenvektors k = 27 /A (mit der Wellenléinge \).

Viele partielle Differentialgleichungen der Physik — alle in obiger Liste — enthalten den Laplace-
Operator oder den d’Alembert-Operator. Mit inhomogenen Differentialgleichungen dieser Art haben
wir uns schon im Zusammenhang mit Green’schen Funktionen beschiiftigt (sieche Kap. 11), hier soll es
eher um homogene Gleichungen gehen. Die Problematik besteht oft darin, bei den Lésungen bestimm-
te Randbedingungen zu beriicksichtigen. Fiir schwingende Membranen sucht man beispielsweise nach
Losungen der Laplace-Gleichung, die auf dem Rand der Membran (z.B. dem Rand einer Trommel)
verschwinden. Hier bietet es sich an, zu einem Koordinatensystem zu wechseln, in dem diese Randbe-
dingungen sehr einfach werden (z.B. Polarkoordinanten, wenn die Randbedingungen auf einem Kreis
gelten sollten). Bei orthogonalen Koordinatensystemen hilft oftmals ein Separationsansatz, um die
partielle Differentialgleichung in gewo6hnliche Differentialgleichungen zu iiberfiihren.

Im ersten Abschnitt beschéftigen wir uns daher mit dem Separationsansatz. Die weiteren Ab-
schnitte behandeln dann gewohnliche lineare homogene Differentialgleichungen mit nicht konstanten
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Koefhizienten, die z.B. das Ergebnis eines Separationsansatzes sein konnen. Eine besondere Klasse
unter diesen Differentialgleichungen héngt mit sogenannten Sturm-Liouville-Operatoren zusammen,
das sind selbst-adjungierte Differentialoperatoren auf einem Hilbert-Raum. Diese werden in Kapitel
15 behandelt.

14.1 Der Separationsansatz

Der Separationsansatz ist ein Ansatz fiir partielle lineare Differentialgleichungen, also Differentialglei-
chungen in mehreren Variablen. Gegeben sei ein Differentialoperator D, und gesucht seien Losungen
der Differentialgleichung

Dyop(z) =0. (14.8)

D, kann im Prinzip ein beliebiger Differentialoperator mit beliebigen Koeffizientenfunktionen sein (es
gibt Einschrankungen an die Singularitéten solcher Funktionen, zu denen wir noch kommen werden).

Angenommen, die Variablenmenge {z} lésst sich in zwei Gruppen zerlegen - {z} = {(y,2)} -
und der Differenzialoperator D, lédsst sich als eine Summe von einem Anteil zu y und einem Anteil

zZu 2 zerlegen:
Dy =Dy +7D,. (14.9)
Es sind auch Koeffizientenfunktionen zu den jeweils anderen Variablen méglich, also ein Operator der
Form
Dy = h(2)Dy + g(y)D, . (14.10)
Da g(y)h(z) nicht identisch verschwinden soll, kann man dieses Produkt ausklammern und erhélt als
Differentialgleichung

1 1
(g(y)p’y + h(Z)DZ> ¢(y’z) =0, (1411)

also einen Operator der Form (14.9).
Man kann nun fiir die Funktion ¢(z) einen Separationsansatz der Form ¢(z) = ¥ (y)x(2)
machen. Aus der Differentialgleichung wird damit:

(Dy + D2 ) bly)x(2) = x(2)Dy () + b()Dax(2) = 0 (14.12)

Wir klammern 9 (y)x(2) aus und erhalten:

b (y)x(2) <Dﬁy(§/) + D;z‘z()z)) =0. (14.13)

Da das Produkt 1 (y)x(z) nicht identisch verschwinden soll (die Losungen sollen bestenfalls auf einer

Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 verschwinden), folgt:

Dyy(y) | Dax(2) _ oder ,Dyd}(y):_DzX(z)
(w<y> @) )‘O T Y Ol (14.14)

Die linke Seite dieser Gleichung ist nur eine Funktion von y, héngt also nicht von 2z ab, und die rechte

Seite ist nur eine Funktion von z. Das bedeutet, beide Seiten sind gleich einer Konstanten:

Dyib(y) D:x(2)
— =C=—-——. 14.15
P(y) x(z) (14:19)
Damit erhalten wir die beiden Differentialgleichungen:
D
Dyvly) =C oder (Dy—C)(y)=0 (14.16)

Y(y)
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und

=—C oder (D,+C)x(z)=0. (14.17)

Die beiden rechten Differentialgleichungen haben die Form von Eigenwertgleichungen.

Die Losungen ¥¢ (y) und xc(z) hingen von der Konstanten C' ab, und oft gibt es nicht zu be-
liebigen Zahlen C sinnvolle Losungen. Wichtig ist, dass die Anzahl der Variablen in diesen Gleichungen
kleiner ist als die urspriingliche Anzahl. Im giinstigsten Fall (der zum Gliick in der Physik haufig auf-
tritt) kann man durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens eine partielle Differentialgleichung in
n Variablen in n gewthnliche Differentialgleichungen in jeweils einer Variablen iiberfithren. Insgesamt
erhélt man auf diese Weise n — 1 Konstanten C1, ..., C),_1, von denen die Losungen abhéngen.

Man findet auf diese Weise zu jeder erlaubten Konstanten C (bzw. zu jedem erlaubten Satz
{C;} von Konstanten) ein oder mehrere Losungen ¢c(x) = o (y)xc(z) der urspriinglichen parti-
ellen Differentialgleichung. Da es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung handelt, sind
beliebige Linearkombinationen dieser Losungen ebenfalls Losungen:

O(z) =Y a(C)ve(y)xe(?) (14.18)

c

wobei die freien Koeffizienten a(C') beispielsweise durch die geforderten Randbedingungen festge-
legt werden konnen. Da sich andererseits jede Funktion ¢(y, 2) als Linearkombination von Produkt-
funktionen der Form v (y)x(2) darstellen ldsst, erhdlt man auf diese Weise unter sehr allgemeinen
Bedingungen auch alle Losungen.

14.1.1 Beispiel: Separation von Orts- und Zeitvariablen

Mehrere Differentialgleichungen in obiger Liste (Gl. 14.1-14.7) enthalten Ableitungen nach der Zeit.
Sofern die raumlichen Randbedingungen nicht zeitabhéingig sind, bietet sich ein Separationsansatz
der Form ¢(t,z) = f(t)¢(x) an. Ein solcher Separationsansatz fiir die Orts und Zeitvariablen fiihrt
bei den obigen zeitabhingigen Gleichungen zu folgenden Vereinfachungen und Teillésungen:

1. Wellen- und Klein-Gordon-Gleichung:

m-c w

2 w2 2.2 2
é%f(t) =—3ft) und <A - 7#) oz) =~ (@). (14.19)

(Fiir die Wellengleichung setze man m = 0.) Sinnvolle Lésungen gibt es zuniichst nur fiir w? > 0,
daher wurde die freie Konstante in diesem Fall C' = —w?/c? gesetzt. Eine genaue Untersuchung
des raumlichen Anteils, nun eine Helmholtz-Gleichung, liefert sogar die Einschrinkung w? >
m?2c*/h?. Der zeitabhingige Anteil hat die Losungen:

fr(t) = Apetiot (14.20)
mit freien Amplituden A4 und der Frequenz w = kec.

2. Diffusionsgleichung:

%f(t):*waf(t) und - Ad(z) = —wo(z). (14.21)

Auch hier ist nur w > 0 eine sinnvolle Losung. Man erhélt wieder eine Helmholtz-Gleichung fiir
den rdumlichen Anteil und das zeitliche Verhalten beschreibt einen exponentiellen Abfall:

f(t) =e 2", (14.22)
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3. Zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung:

ih%f(t) =Ef(t) und (—ZEmA + V(:::)) b(z) = Ed(x). (14.23)

Hier kann E zun&chst beliebige Werte annehmen, es zeigt sich jedoch, dass E nach unten
beschrinkt ist. Je nach der Form des Potenzials V (z) kann E nur bestimmte diskrete Werte an-
nehmen, oder es gibt neben den diskreten Werten auch kontinuierliche Bereiche. Der rdumliche
Anteil entspricht nun der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung und das zeitliche Verhalten
besteht in einer oszillierenden Phase:

F(t) = exp (—igt) . (14.24)

In allen Fillen kann der zeitabhingige Anteil der separierenden Losungen einfach bestimmt und
angegeben werden.

14.1.2 Beispiel: Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

Nachdem Orts- und Zeitvariable in obigen Differentialgleichungen abgetrennt wurden, beinhalten
sdmtliche Differentialgleichungen den Laplace-Operator. Je nach Randwerten, die zu beriicksichtigen
sind, bietet es sich an, den Laplace-Operator in krummlinigen Koordinaten auszudriicken. Sehr hiufig
werden das Zylinder- oder Kugelkoordinaten sein, aber das folgende Verfahren lésst sich bei fast allen
orthogonalen Koordinatensystemen anwenden. Wir betrachten als Beispiel Kugelkoordinaten und
wihlen als zu l6sende Differentialgleichung die Gleichung

(A +V(r)(z,y,z) =0. (14.25)

Sie tritt unter anderem (mit dem ,Potenzial“ V(r) — E und einigen allgemeineren Faktoren) bei der
Behandelung des Wasserstoffatoms in der Quantenmechanik auf. Fiir V() = const erhalten wir die
Helmholtz-Gleichung und fiir V(r) = 0 die Laplace-Gleichung.

Der Laplace-Operator hat in Kugelkoordinaten folgende Form:

19 [ ,00 1/ 1 9 (. 0V 1 0%V
A‘I’(r,@,g@) = 7'725 <’I" aT.) + 7"72 (Slneae (Sll’leae> + Sin295‘¢2) . (1426)

Es bietet sich zunichst an, die Funktion ¥(r, 0, ¢) in einen Radial- und einen Winkelanteil zu sepa-
rieren:

U(r,0,0) =R(r)Y(0,p). (14.27)

Setzt man diesen Separationsansatz in obige Differentialgleichung ein, erhélt man zwei Gleichungen:

und
- [7}2; (Tﬂgff)) - l(l:; 1)R(T)] FV()RE) =0 (14.29)

Die freie Konstante, die bei dem Separationsansatz auftritt, wurde hier zunéchst willkiirlich mit
—I(l 4 1) bezeichnet. Der Grund wird spéter offensichtlich (es wird sich zeigen, dass [ eine natiirliche
Zahl ist; siche Abschnitt 14.5.4). Zun#chst kénnte —I(I + 1) noch eine beliebige Zahl sein, wobei in
Kap. 15 gezeigt wird, dass D ein selbstadjungierter Operator ist und daher die Eigenwerte reell sein
miissen.



14.2. GEWOHNLICHE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 277

Die Eigenwertgleichung

1L o (. 0Y(0,¢) 1 Y(0,0)
sin 0 90 (Smg 90 )+sz9 R U O (14.30)

vereinfacht man wiederum durch einen Separationsansatz in den Winkelvariablen
Y(0,0) =0(0)2(¢), (14.31)

was fiir ®(p) auf die sogenannte Azimutalgleichung

42 %)
d¢(2 ) () (14.32)
und fiir ©(0) auf die Polargleichung
1 0 (. ,00(0) m2 B
sin 6 90 <sm089) ~ g2+l +1)6(0) =0 (14.33)

fiihrt. Auch hier tritt wieder eine freie Konstante auf, die mit m? (bitte nicht mit einer , Masse“
verwechseln; in der Quantenmechanik nennt man m die magnetische Quantenzahl) bezeichnet wurde.
Die Losungen der Azimutalgleichung sind komplexe Exponentialfunktionen (Winkelfunktionen):

D(p) = eFme m=0,+1,42,... (14.34)

Die Ganzzahligkeit von m folgt aus der Bedingung, dass die Funktion auf der Kugeloberfliche glatt
bzw. eindeutig sein soll, d.h. in ¢ periodisch mit Periode 27. Je nach physikalischer Problemstellung
konnte es auch andere Einschrénkungen geben.

Mit der Polargleichung und der Radialgleichung werden wir uns noch beschiiftigen (sieche
Abschnitt 15.3.5). Wichtig ist an dieser Stelle, dass man partielle Differentialgleichunge oft durch
Separationsansétze in einen Satz gewOhnlicher Differentialgleichungen iiberfithren kann.

14.2 Gewohnliche lineare Differentialgleichungen

- Allgemeine Uberlegungen

Wie eingangs schon erwédhnt betrachten wir in diesem Kapitel gewohnliche lineare Differentialglei-
chungen mit nicht konstanten Koeffizientenfunktionen. Wir beginnen mit Differentialgleichungen
erster Ordnung und betrachten dann allgemeine Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Da wir eine allgemeine Losung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
immer als Linearkombination zweier (linear unabhingiger) spezieller Losungen darstellen kénnen,
miissen wir ,nur® zwei linear unabhéngige Losungen finden. Wir beginnen zunéchst mit einem allge-
meinen Verfahren, aus der Kenntnis einer Losung eine zweite, linear unabhéngige Losung zu konstru-

ieren. Schlieflich gehen wir auf Verfahren ein, mit denen wir zumindest eine Losung finden kénnen.

14.2.1 Gewohnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Wir beginnen mit einer Gleichung der Form

a1(z)f'(z) + ao(z) f(z) = 0. (14.35)

Diese Differentialgleichung kénnen wir beispielsweise nach der Methode der Variablentrennung 16sen
(d.h. wir trennen Terme, die die unabhéngige Variable  enthalten, von den Termen, die die abhéngige
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Variable f enthalten). Es gibt hier aber einen direkteren Weg, der im Wesentlichen dasselbe macht,
ohne jedoch mit Diffentialen dx oder df zu rechnen.
Wir bringen die Gleichung in die Form

_ 14.36
o) a (14:39)
und nutzen aus, dass wir fiir die linke Seite
f'(x) /
= (In f(x 14.37
o = (nf@) (14.37)
schreiben konnen. Damit lautet unsere Differentialgleichung
(In f(z)) = — @) (14.38)
a1 ()
Nun konnen wir beide Seiten integrieren und erhalten
xT /
ao (.Z' ) ’
In f(x) — In f(x =—/ dz 14.39
f@)~Infeo) =~ | 2 (14.39)

oder

f(@) = f(zo) exp (— /zj ao(a:’)dx,) . (14.40)

ay(x’)

14.2.2 Gewohnliche lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
— Bestimmung einer zweiten, linear unabhéngigen Losung

Wir betrachten nun Differentialgleichungen der Form

f"(@) + P(@)f'(x) + Q) f () = 0 (14.41)

mit zunéchst beliebigen (stetig differenzierbaren) Koeffizientenfunktionen P(z) und Q(z). Angenom-
men, wir haben eine Losung fi(x) dieser Differentialgleichung gefunden, dann kénnen wir eine zwei-
te, linear unabhingige Losung nach folgendem Verfahren bestimmen. Dieses Verfahren wird auch
gelegentlich angewandt, um die zweite Losung von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeflizienten zu konstruieren, wenn der Exponentialansatz nur eine Losung liefert (z.B. der marginale
Grenzfall beim geddmpften Oszillator, siehe Abschnitt 5.3.2).

Wir betrachten die sogenannte Wronski-Determinante [ Wronskian] (benannt nach dem pol-
nischen Mathematiker Jésef Maria Hoéné-Wronski (1776-1853)):

fi(z)  fa(z)
fi(z)  f3(z)

Wenn die beiden Funktionen linear unabhingig sind, ist W(x) # 0, andernfalls verschwindet diese

W(z) = | ‘ = fi(@)f3(x) = fi() fa(x). (14.42)

Funktion identisch. Wir bilden die Ableitung dieser Funktion und nutzen aus, dass beide Funktionen
die obige Differentialgleichung erfiillen sollen:

Wix) = f@)fy (@) = f2(2) /] (2)
= fi@)(=P(@)f5(x) — Q@) f2(z)) — fa(2) (=P (2) fi(x) — Qx) f1(2))
= (L@ fs@) = f2(2) fi(2)) P(x)
= —P(x)W(z).
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Diese Gleichung kénnen wir leicht integrieren und erhalten:

W(z) = W(xo)exp (— /I: P(ml)dxl) . (14.47)

Wenn die Wronski-Determinante also an irgendeinem Punkt von 0 verschieden ist (und P(x) regulir
ist), ist sie immer von 0 verschieden. Die beiden Vektoren (fi(x), f1(z)) und (f2(z), f3(x)) sind in
diesem Fall fiir jeden Punkt « linear unabhéngig.

Andererseits gilt aber auch:

(fz(w))': @) filz) = fi(@)folz) _ W(z) 1
fi(@) fi(@)? f@)?  fi(e)?

Wir kénnen diese Gleichung integrieren und erhalten:

fa(z) = fr(@)W (z0) /: [fl(;)Q exp (‘ /7:2 P(%)dﬂ?l)] dzs + ;jgg%fl(” (14.49)

Hier wird eine noch unbekannte Losung fo(x) als Integral ausgedriickt, wobei der Integrand die

W () exp (- /E P(ml)dm) . (14.48)

bekannte Losung f;(z) sowie die Koeffizientenfunktion P(z) enthilt. Die multiplikative Konstante
W (xo) konnen wir weglassen — sie gibt uns nur ein Vielfaches der Losung. Auch die beiden Inte-
grationsgrenzen xy und &g sind beliebig und &dndern nur die Koeffizienten, mit der sich fo(z) als
Linearkombination von fi(x) und einer linear unabhéingigen Losung darstellen ldsst. Damit kénnen
wir auch den letzten Term weglassen, der ein Vielfaches von fi(x) darstellt. Die allgemeine Losung
ist eine Linearkombination von fi(x) und fo(z). Wir erhalten somit eine spezielle, von f; linear
unabhéngige Losung:

fo(z) = fi(z) /; [ﬁ(;)Q exp < /; P(:cl)dazlﬂ das |. (14.50)

Beispiel: Der gedidmpfte Oszillator

Wir kénnen mit diesem Verfahren aus der bekannten Losung fi(z) = e”7* im marginalen Grenzfall
des geddmpften Oszillators die zweite Losung bestimmen (siehe Abschnitt 5.3.2). Beim geddmpften
Oszillator ist P(z) = 27y und somit

T2 T2
/ P(z1)dz = / 2vdxy = 272, (14.51)
0 0

Wir erhalten . )
fa(z) = e_w/ L—Q'y eXp(—2vx2)] doy =e "z, (14.52)
0
also die korrekte zweite Losung.

Dieses Verfahren funktioniert natiirlich nicht nur im marginalen Grenzfall. Angenommen, wir
haben eine Losung, fi(z) = e™7* coswz, gefunden. Dann folgt fiir die zweite Losung:

e g 1
fg(.’l?) = e ® COSM@‘A |:62'YI2C052(,‘)§[2 eXp(—Z’yxg)] d.TQ (1453)
_ v 1
= e coswx ——— | dz2 (14.54)
0 COS“ WT2
iy (14.55)
w

Beim letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass

. ! .
1 T 1
(Smx) = — / [2 } day = = 2227 (14.56)
COS T COS“ T 0 COS” WTo W COSWT
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14.3 Variablentransformation

In den folgenden Abschnitten werden einige Verfahren zum Losen von gewohnlichen linearen Dif-
ferentialgleichungen 2. Ordnung behandelt, die oftmals sehr spezielle Koeffizientenfunktionen vor-
aussetzen. Hierbei sollte man aber beriicksichtigen, dass man in einer solchen Differentialgleichung
eine (fast beliebige, allerdings im Definitionsbereich bijektive) Variablentransformation vornehmen
kann, sodass sehr viele Differentialgleichungen durch solche Transformationen in eine spezielle Form
gebracht werden konnen.

Es sei eine Differentialgleichung der Form

f(@) + P) f'(x) + Q(z) f(x) = 0 (14.57)

gegeben. Wir schreiben nun die Variable x als Funktion einer neuen Variablen y. Es gelte z = g(y). Da
die Variablentransformation in dem relevanten Bereich bijektiv sein soll existiert die Umkehrabbildung
y = g~ (z). Mit der Notation f(y) = f(g(y)) folgt:

df(z) _ df(9(y)dg~"(z) _ df(y) dg~'(x)

dz dy dz dy dzx (14.58)
" Cfe) _ dfy) (dg @) dily) P9 (@)
dz? | dy? ( dx ) + dy dz? (14.59)

Die neue Differentialgleichung lautet somit:

a2f(y) (dg—l(g;)) N (d2g—1(a:) . dg—l(x)P(g(y))) df(y) +Q(g(y)f(y) =0 (14.60)

dy? dx dz2 dx dy
bzw.
2¢ f ~
L4 pw I 4 ) =0 (1461
mit
d*g~'(z)  dg~'(2)
+ P(g(y))
Ply) = ( da? dz ) wmd  O(y) = —2WW) (14.62)

dg~}(z)\’ dg—t ()
dx dz
Durch die Wahl einer geeigneten Funktion g(y) hat man somit vergleichsweise viele Freiheiten, die
Differentialgleichung umzuformen.

Betrachten wir als Beispiel die Transformation z = 1/y, die den Punkt z = oo in den Punkt
y = 0 transformiert. Dann gilt fiir die neue Differentialgleichung;:

y ')+ (20 = 2P/ T ) + QU1/WI () = 0. (14.63)

14.4 Das Verfahren von Frobenius

Wir betrachten nun gewohnliche lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung der folgenden Form:

2? () + ap(@) f'(x) + q(z) f(2) = 0. (14.64)

Der Grund fiir die Wahl der Koeffizientenfunktionen ist folgender: Wird eine Potenzfunktion f(z) =
x¥ abgeleitet, verringert sich die Potenz von x bei jeder Ableitung um 1. Die Terme x2f”, xf’
und f enthalten also dieselben Potenzen. Fiir konstante Koeffizientenfunktionen (also p(z) = p und
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q(z) = ¢) sind die Losungen reine Potenzfunktionen (siehe Abschnitt 14.5.1). Manchmal schreibt man
die Gleichung auch in der Form:

7(@)+ P2 ) 1+ 8D ) = () 1+ Pl (@) + Q) ) = 0. (14.65)
Damit ein Potenzreihenansatz (wie bei dem Verfahren von Frobenius, s.u.) sinnvoll ist, sollten p(x)
und ¢(z) bei = 0 keine Singularitidt haben, bzw. die Funktion P(x) = p(x)/z sollte bei = 0 maxi-
mal eine Singularitit 1. Ordnung und die Funktion Q(z) = ¢(z)/2? maximal eine Singularitiit zweiter
Ordnung haben. (Ist die Singularitit an einem Punkt von hoherer Ordnung, spricht man von einer
wesentlichen Singularitit — nicht zu verwechseln mit den wesentlichen Singularitdten von komplexen
Funktionen, Abschnitt 9.4.1.) Liegt keine Singularitét vor, spricht man von einem reguléren Punkt.

Angenommen, P(x) und Q(z) sind bei z = 0 regulér, d.h., P(0) und Q(0) existieren und die
Koeflizientenfunktion lassen sich um diese Stelle entwickeln

P(z) = ZPla:l und Qz) = Z Q' (14.66)
1=0 1=0

In diesem Fall kann man fiir f(z) eine normale Potenzreihe f(x) = Z;io ajz! ansetzen und man
gelangt im Prinzip zu einer Losung (oft auch zu zwei Losungen, wobei die zweite Losung linear in x
beginnt).

Der Ansatz von Frobenius (benannt nach dem deutschen Mathematiker Ferdinand Georg
Frobenius (1849-1917)) ist etwas allgemeiner: Hierbei diirfen P(z) eine Singularitét 1. Ordnung und
Q(z) eine Singularitit 2. Ordnung bei & = 0 haben, es liegt also eine Potenzreihenentwicklung der
Form

P(z) = i Pt und Qz) = i Q! (14.67)

I=—1 ==2

vor. Der Ansatz fiir die Losung ist nun

fl@) =" anatr baw. flz) =" apa”, (14.68)
n=0 n=0

wobei k£ aus der niedrigsten Potenz von x zu bestimmen ist und nicht unbedingt ganzzahlig sein muss.
Der regulédre Fall (P_; = Q_5 = Q_1 = 0) fiihrt, wie wir gleich sehen werden, auf die gewhnliche
Potenzreihenentwicklung (mit & = 0 bzw. k = 1) zuriick. Daher betrachten wir diesen Fall hier als
Spezialfall der Methode von Frobenius. Der allgemeinere Ansatz erlaubt es aber auch, beispielsweise
Funktion der Form f(z) = \/ze™® als Losungen zu finden.

Es sollte erwdahnt werden, dass die Entwicklungen um = = 0 keine Einschriankungen der
Allgemeinheit darstellen. Wir kénnen im Prinzip jeden Punkt z = z( als Entwicklungspunkt wihlen
und die obigen Potenzreihen als Entwicklungen in (x — xg) formulieren. Wichtig ist, dass bei xg
keine wesentliche Singularitét der Koeffizientenfunktionen P(x) und Q(x) im oben genannten Sinne
vorliegt.

14.4.1 Die charakteristische Gleichung

Fiir eine Funktion wie in Gl. 14.68 gilt:

f(z)= i an(k 4 n)z"tF1 und f(z) = i an(k +n)(k+n—1a"m2. (14.69)

n=0 n=0
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Setzen wir dies zusammen mit den Entwicklungen aus Gl. 14.67 in die Differentialgleichung ein,
erhalten wir:

Y an(k+n)(k+n—12"" 243" N " a, Pk +n)ab T LY TN a,Quat T = 0. (14.70)
n=0 n=0[=-1 n=0[=-2

Die niedrigste Potenz, mit der = in diesen Termen auftreten kann, ist k — 2; das entspricht n = 0
in allen Termen sowie | = —1 im zweiten Term und [ = —2 im dritten Term. Der Koeffizient muss

insgesamt verschwinden, was auf folgende Gleichung fiihrt:
aok(k‘— 1) 4+ agP_1k+ ap@Q_2=0. (1471)

Da ag per definitionem der niedrigste nicht-verschwindende Term in der Entwicklung der Funktion
f(z) sein soll, ist ag # 0 und wir erhalten die Gleichung;:

k(k—1)+P_1k+Q_2=0. (14.72)

Diese Gleichung wird gelegentlich charakteristische Gleichung [indicial equation] genannt. Es handelt
sich um eine quadratische Gleichung fiir k¥ mit (im Allgemeinen) zwei Lésungen:

1-P,

o+ %\/(1 —P_1)2—4Q_,. (14.73)

ki =

Wir betrachten noch die Bedingung, dass der Koeffizient zur néchst hoheren Potenz von z, also zu

%1, verschwinden muss:

Cl1(k‘ + 1)]6 + agPok + a1P_1(k‘ + 1) +apQ-1+a1Q-2=0. (1474)

Im Allgemeinen ist dies eine Gleichung fiir den Koeflizienten a;, der sowohl von der gewéhlten Potenz
k1 bzw. ko als auch von ag abhiingt. Angenommen, P_; = QQ_s = 0, d.h. die fithrende Singularitét
ist nicht vorhanden und die charakteristische Gleichung 14.72 fithrt uns auf die reguléren Fille £ = 0
und k£ = 1. Es konnte jedoch @_; # 0 sein und somit in der Differentialgleichung eine Singularitét
auftreten, die um eine Ordnung schwiicher ist als maximal erlaubt. Fiir & = 0 fiihrt dies auf die
Gleichung ag@_1; = 0, und da nach Annahme sowohl ag # 0 als auch @_; # 0 sein sollen, erhalten
wir zu k = 0 keine Losung. Fiir k¥ = 1 finden wir die Gleichung

1

2a1 + agPy + ag@_1 =0 oder a; = 5

(Po+Q-1)ao - (14.75)

Dies fiihrt auf eine Losung zu k = 1. In diesem Fall erhalten wir also nur eine Lésung. Wir werden
sehen, dass es auch im allgemeinen Fall unter bestimmten Bedingungen nur eine Losung gibt.

14.4.2 Die Rekursionsgleichung

Wir betrachten nun die Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten {a,} der Funktion f(x). Dazu

sammeln wir die Faktoren von z**"~2 in Gl. 14.70; insgesamt muss dieser Faktor verschwinden:
an(k+n)(k+n =1+ a;Puj_1(k+5)+ > a;Qu_j—2=0. (14.76)
§j=0 j=0

In den beiden Summen tritt als letzter Term (fiir j = n) noch der Koeffizient a,, auf. Diese Beitriige
spalten wir ab und fassen die Summen zusammen:

n—1

an((k+m)(k+n=1)+ Pa(k+n)+Qz) + D aj(Paya(k+j) + Quy2) =0 (1477)
j=0
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Mit der Notation
C(jsk,n) = Po_j_1(k+7)+ Qn_j—2 (14.78)

erhalten wir die Rekursionsgleichung

n—1

an<(k vk +n—1)+Py(k+n)+ Q_g) +3 " a,Cjskyn) = 0. (14.79)
§=0

Der Faktor vor dem Koeffizienten a,, kann verschwinden und wir erhalten aus der hinteren Summe eine

zweite Bedingung fiir die schon festliegenden Koeflizienten {a;};—o... n—1, die im Allgemeinen nicht

erfiillt ist. Dann erhalten wir fiir diesen Wert von k keine Losung. Dieser Fall tritt ein, wenn k+n neben
k die zweite Losung der charakteristischen Gleichung 14.72 ist. Das passiert immer dann, wenn sich die
beiden Losungen der charakteristischen Gleichung um eine ganze Zahl unterscheiden, also k1 = ko +n.
Da n positiv ist, passiert das nie fiir die gréflere der beiden Losungen und der Ansatz von Frobenius
fithrt fiir diesen k-Wert (hier k1) in jedem Fall zu einer Losung. Falls k; — ko keine ganze Zahl ist,
finden wir auch fiir k5 immer eine zweite, linear unabhéngige Losung mit diesem Potenzreihenansatz.
Andernfalls finden wir die zweite, linear unabhéngige Losung iiber Gleichung 14.50. Meist enthélt diese
einen logarithmischen Term. In vielen Texten findet man direkt die Empfehlung, einen Ansatz der
Form fo(z) = Cfi(z)Inz+Y 07 anz**™ zu versuchen. Dies wird im folgenden Abschnitt begriindet.

Falls die charakteristische Gleichung komplexe Losungen hat, d.h., wenn 4Q _5 > (1 — P_1)?,
werden auch die Koeffizienten a, im Allgemeinen komplex sein. Die beiden reellen Losungen sind

dann der Real- und der Imaginérteil der so erhaltenen Funktionen.

14.4.3 Der Fall by = ks
Wenn die Losungen der charakteristischen Gleichung (14.72) entartet sind, d.h. fiir den Fall

1-P_
hi=ky=—p—,

(14.80)
ist offensichtlich, dass wir aus dem Frobenius-Ansatz nur eine Losung halten. In diesem Abschnitt
wird gezeigt, dass man in diesem Fall aus der allgemeinen Form fiir eine zweite Losung (Gl. 14.50)

einen logarithmischen Term erhélt.

Die Loésung aus dem Frobenius-Ansatz hat die Form
fi(z) = 2* Z apx” mit k=—7—. (14.81)
n=0

In Gleichung 14.50 tritt im Integranden der Ausdruck

e (- Pow) = g <_ [ ,ip"y”)dy> -

1 — P, .
= AOE exp (—P_l Inx — Z 1 > (14.83)
n=0
1 =
- N g g 14.84
fl(x)2x nzz%)b x (14.84)

auf. Die Koeffizienten b,, ergeben sich aus der Entwicklung der Summe in der Exponentialfunktion
als Potenzreihe.
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Die fithrende Potenz aus 1/f;(z)? ist 1/(a32z%") = 2z-171/a2, der Rest sind natiirliche Po-

tenzen von x, sodass wir insgesamt fiir den Integranden in Gl. 14.50 erhalten:

ﬁ exp (_ /I P(y)dy) _ algxl + i s (14.85)

n=0

Damit folgt aus Gl. 14.50 fiir die zweite Losung die Form

o0

fa(z) = %fl(x) Inz + f1(x) Z dpa™ = a%fl (x)Inz + zF Z ahx™. (14.86)

0 n=0 0 n=0

Dies rechtfertigt im Fall der Entartung k; = ko den Ansatz mit einem Logarithmus von x multipliziert
mit der ersten Losung f1(x) plus eine Frobenius-Potenzreihe.

14.5 Geschlossen losbare Gleichungen

Die Rekursionsgleichung 14.79 eignet sich sehr gut fiir numerische Behandlungen von Differential-
gleichungen. Im Allgemeinen lassen sich jedoch die Koeffizienten {a, } nicht geschlossen als Funktion
von n ausdriicken. Es gibt allerdings prominente Ausnahmen, von denen einige angesprochen werden
sollen.

14.5.1 Reine Potenzfunktionen

Angenommen, P_.; # 0 und Q_5 # 0, aber P, = 0 fiir ¢ > —1 und Q; = 0 fiir i > —2. Die
Differentialgleichung lautet also

7@+ ) + L) =0 (14.87)
oder
@? f"(x) + Pz f'(x) + Q-2 f () = 0. (14.88)

Die charakteristische Gleichung 14.72 liefert zwei Losungen fiir k:

1-P,
2

kijo = + %\/(1 —P_1)2—4Q_,. (14.89)

Da in der Rekursionsgleichung 14.79 alle Koeffizienten C(j;k,n) verschwinden (fiir j < n), liefern
alle anderen Gleichungen

an((k+n)(k+n— 1)+P_1(k+n)+Q_2) = 0. (14.90)

Sofern k+n nicht die zweite Losung der charakteristischen Gleichung ist, folgt a,, = 0. Somit erhalten
wir als allgemeine Losung eine Linearkombination der beiden Potenzfunktionen zur charakteristischen
Gleichung:

f(z) = az™ + bak2 . (14.91)

Dies ist in diesem Fall die allgemeine Losung. Ist k 4+ n die zweite Losung, kénnen wir a,, beliebig
wiéhlen und wir erhalten ebenfalls

f(@) = apz® + anz® " = az® 4 bt (14.92)

als zweite Losung.
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14.5.2 Der harmonische Oszillator

Den harmonischen Oszillator betrachten wir hier als Beispiel fiir eine Differentialgleichung, bei der
die Losungen der charakteristischen Gleichung um eine ganze Zahl auseinanderliegen (k1 — ko = 1),
man aber trotzdem zwei Losungen in Form von Potenzreihen findet.

Fiir die Gleichung des harmonischen Oszillators gilt

() +?f(z)=0 = P =0, Qo=w?, Q =0 (fir I #0). (14.93)

Die charakteristische Gleichung 14.72 wird zu k(k — 1) = 0 und liefert die beiden Losungen k; =1
und ky = 0. Die Gleichung fiir a; fithrt wieder auf die charakteristische Gleichung: Wir kénnen a;
also unabhéngig von ag wahlen.

Um die beiden Lésungen nicht zu mischen, betrachten wir zunéchst k£ = 0 und setzen a; = 0.
Allgemein ist C(j;k,n) = w25j n—2 und somit lautet die Rekursionsgleichung:

an (n(n — 1)) Fwlan_o =0 (14.94)
oder 2
a, = —man,g (14.95)
mit der Losung;: ,
Qon = (—1)"(271:)!410 und azny1 =0. (14.96)

Die Losung lautet somit f1(z) = ag coswz.
Fiir £ = 1 konnen wir ganz entsprechend vorgehen. Insbesondere ist ag = 0 und a; beliebig.
Die Rekursionsgleichung 14.95 ist unverdndert und wir erhalten als Lésung:
2n

— und asn =0, (14.97)

A2n41 = (—1)nm

sinwzx

also fo(z) = a1*=;

14.5.3 Die Bessel’sche Differentialgleichung

Als erstes ,,nicht triviales“ Beispiel betrachten wir die Bessel’sche Differentialgleichung:

a? f'(x) + o f'(x) + (2% = v?) f(x) = 0 (14.98)
bzw.
1" 1 / V2
Flla)+f@)+(1- 5 | fle) =0. (14.99)
Die charakteristische Gleichung 14.72 lautet nun:
kE(k—1)+k—12=0 oder K2 =12 =0 (14.100)
mit den Losungen:
kijp=4v. (14.101)

Wir betrachten noch die Gleichung zur néchsten Potenz (Gl. 14.74):

a((k+Dk+k+1-v)=ai(k+1+v)(k+1-v)=0. (14.102)

Weder fiir K = +v noch fiir k¥ = —v verschwindet eine der Klammern (es sei denn v = :I:%)7 also muss

gelten a; = 0.
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Fiir £ = +v wird die Rekursionsgleichung 14.79 zu

an((y+n)(1/+n— 1)+ (v +n) —1/2) +apn—2=0 (14.103)

oder 1
= ————n—2. 14.104
Qn n(n—|—2u) An—2 ( 0 )

Die Losung k = +v liefert eine Potenzreihe, bei der alle ungeraden Koeffizienten verschwinden. Die
Losung fiir die Koeffizienten a,, lautet (siche Abschnitt 14.6.1):

_ n I(v+1)
azn = (—1) T T £ 0 1) (14.105)
und damit finden wir
(D™ T(w+1) sa\2»
= v — = agp2"T 1 . 14.1
o= 3 LD (T ar s, a0

Die Funktion

o0 —1)" T\ 2n+tv
T(@) =Y n'r(gwr)wrl) <§> (14.107)

n=0
bezeichnet man als Bessel-Funktion.

Wenn v ganz- oder halbzahlig ist, finden wir auf diese Weise keine zweite Funktion (es gibt
zwar die Bessel-Funktion J_, (z) = (—1)"J,(x), die allerdings nicht linear unabhéngig von J, (x) ist).
Hier konnen wir Gleichung 14.50 verwenden. Ist v weder ganz- noch halbzahlig, finden wir fiir k = —v
eine zweite, linear unabhéngige Losung.

14.5.4 Die Legendre’sche Differentialgleichung

Der Legendre’schen Differentialgleichung sind wir schon im Zusammenhang mit dem Separationsan-
satz zum Laplace-Operator in Kugelkoordinaten begegnet:

Shlw% (sinOa(;((f)) I+ 1)0(0) = 0. (14.108)
Damals (Gl. 14.33) trat noch ein weiterer Term mit einer Konstanten m? auf. Dabei handelt es sich
um die assoziierte (oder zugeordnete) Legendre’sche Differentialgleichung. Fiir m = 0 erhélt man die
obige Legendre’sche Differentialgleichung.

Die Variablentransformation x = cos € iiberfiihrt diese Gleichung in die folgende Form (siehe
Anhang A2.5.1 und Abschnitt 14.6.2):

(1 —2%)f"(x) = 22f (z) + 11+ 1) f(z) = 0. (14.109)

Ein Frobenius-Potenzreihenansatz fiir f(z) liefert die charakteristische Gleichung k(k — 1) = 0 mit
den Losungen k1 = 1 und k2 = 0. Die néchste Ordnung ergibt ebenfalls £ = 0, d.h., wir kénnen fiir
k = 0 die Koeflizienten a¢ und a; frei wéhlen. Fiir £ = 1 erhalten wir keine neue Losung sondern
nur die Losung, die wir fiir £ = 0 auch mit der Wahl ay = 0 erhalten. Ein Koeffizientenvergleich zur
Potenz x™ ergibt die Bedingung

ant2(n+2)(n+1) —n(n — Da, — 2a, + (1 + 1)a, =0 (14.110)
und damit die Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten von f(x):

nn+1)—1(+1)
nt2)(n+l) ™

Ao = (14.111)
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oder
I+ Mn+1)(—n)
(n+2)(n+1)

Die Losung fiir die Koeffizienten der geraden Serie ist

Qpio = — an, . (14.112)

[((—2n+2)(1—2n+4)...(1=2) [+ 1) +3)...(1 +2n — 1)]
(2n)!

agn — (—1)” apn (14113)

und fiir die ungerade Serie erhalten wir

[((—2n+1)(I—2n+3)...(1=3)1 = D] [(I +2)(I +4)...(1+ 2n)]
(2n)!

A2n4+1 = (71)" ai . (14114)

Aus der Rekursionsgleichung 14.111 erhalten wir fiir den Konvergenzradius der Serie:

an+2
Qn

= lim
n— oo

lim
n—oo

n+2’ =1. (14.115)
Offensichtlich verhalten sich die Koeffizienten fiir sehr grofie Werte von n wie die Koeffizienten der
harmonischen Reihe (es gilt (n + 2)an42 = na,) und damit divergieren die Reihen im Allgemeinen
fir z = +1.

Bisher haben wir angenommen, dass {({41) eine beliebige reelle Zahl sein kann. Soll es sich, wie
bei der Polargleichung, um regulidre Funktionen auf der Kugeloberfliche handeln, wobei die Punkte
x = =+1 bzw. § = 0 und 6 = 7 den Polen der Kugel entsprechen, miissen die Funktionen bei x = +1
beschrinkt bleiben. Dies passiert nur, wenn die Reihen nach endlich vielen Termen abbrechen. Dafiir
muss [ eine positive ganze Zahl sein (statt [ = n kénnte man auch | = —n — 1 wéhlen, allerdings fithrt
das zu denselben Polynomen und auch der Ausdruck I(I41) = n(n+1) = —(n+1)(—n) bleibt derselbe,
daher withlt man [ positiv). In diesem Fall bricht entweder die gerade (falls [ gerade) oder die ungerade
Reihe (falls [ ungerade) ab und wir erhalten als Losung der Differentialgleichung ein Polynom, das bei
x = *1 endlich ist. Dies ist ein Beispiel fiir eine sogenannte Quantisierungsbedingung fiir bestimmte
Parameter: Physikalisch sinnvolle Losungen gibt es nur fiir einen diskreten Satz dieser Parameter.
Dies erklédrt auch, weshalb in Gl. 14.33 die freie Konstante in der Form [(l 4+ 1) parametrisiert wurde.

Diese Polynome bezeichnet man als Legendre-Polynome Pj(z). Meist werden die Polynome
so normiert, dass P;(1) = 1. Die ersten Polynome sind:

Py(r) = 1 (14.116)
Pi(z) = =z (14.117)
Py(x) = %(3%—1) (14.118)
Psy(x) = %(51«3*31:) (14.119)
Py(z) = é(35z4—30x2+3) (14.120)

Abschnitt 15.3.2 und Anhang A2.5.1 beziehen sich nochmals auf Legendre-Polynome.

14.5.5 Die Hermite’sche Differentialgleichung
Die Hermite’sche Differentialgleichung lautet:
" (z) =2z f'(z) + 2af(x) = 0. (14.121)

Die charakteristische Gleichung ist k(k — 1) = 0 mit den reguliren Losungen ko = 0 und k; = 1. Die
nichste Ordnung (Gl. 14.74) liefert a1 (k(k + 1)) = 0 und ist somit fiir & = 0 ebenfalls erfiillt. Auch
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hier kénnen wir ap und a; unabhingig wihlen. Fiir £ = 1 muss a; = 0 gelten und wir erhalten nur
ungerade Terme, letztendlich also dieselbe Reihe wie fiir k& = 0 mit ag = 0. Sowohl fiir k; = 0 als auch
fiir k&1 = 1 setzen wir a1 = 0 (man beachte, dass fiir k = 1 der fithrende Term — also zum Koeffizienten

ap — in z linear ist; setzt man a; = 0 so bedeutet dies, dass der Koeffizient zu 22 verschwindet).
Die Rekursionsgleichung fiir k3 = 0 und n > 2 lautet
2(n—2 —
apn(n —1) + an—2(—2(n —2) +2a) =0 oder ap, = Uan,g ) (14.122)
n(n —1)
und die zu k; = 1 (beginnend mit n = 3):
2(n—1—
apn(n+ 1)+ an—2(—2(n—1)+2a) =0 oder ap, = Wan_g . (14.123)

Wir betrachten die ersten Terme in diesen Potenzreihenentwicklungen fiir die Funktionen zu k; = 1
und ko = 0:

fi(z) = ag (1 + 2(13_!0‘)x2 L2006 g QB(I_Q)(?;!_Q)(B_O‘)xG + ) (14.124)

5!

falz) = ag (1 42 o+ 22(_62!(2_0‘)3:4 + 23(_a)(2(;a)(4_a)x6 + ) (14.125)

Fiir sehr hohe Terme in dieser Reihenentwicklung ist « vernachlassigbar und die Koeffizienten ver-
halten sich wie (man beachte, dass 2-4-6... = 2”n! und in der Stirling’schen N&herung n! ~ n™/e"):

22n) 1

-~
2n 2n)!  nl

(14.126)
und damit verhalten sich die Funktionen fiir groe Werte von z wie exp(x?). Ist jedoch a = N € N
eine ganze Zahl, endet eine der beiden Reihen nach endlich vielen Termen, weil dann im Z&hler
mit 0 multipliziert wird. Wir erhalten also zu jedem o« = N € N eine Potenzreihe als Losung. Ist
N gerade, ist auch diese Potenzreihe gerade, andernfalls ist die Potenzreihe ungerade. Es gilt also
f(—z;N) = (=1)¥ f(z; N). Dies ist ein weiteres Beispiel fiir eine Quantisierungsbedingung.

Die ersten Hermite-Polynome sind:

Ho(z) = 1 (14.127)
Hi(z) = 2z (14.128)
Hy(x) = 4a® -2 (14.129)
Hs(x) = 8x°—12z (14.130)
Hy(z) = 162" —482°% +12. (14.131)

Die Normierung wird meist so gewahlt, dass der fithrende Term z den Koeffizienten 2%V hat. Ab-
schnitt 15.3.3 und Anhang A2.5.3 gehen nochmals auf Hermite-Polynome ein.

14.5.6 Hypergeometrische Funktionen
Die hypergeometrische Differentialgleichung lautet:
z(1—a)f"(x)+ (c— (a+ b+ 1)x)) f'(x) — abf(x) = 0. (14.132)

Viele Differentialgleichungen lassen sich durch eine geeignete Variablentransformation in diese Form
bringen. Ein Beispiel ist die Legendre’sche Differentialgleichung (14.109), die durch die Substitution
x = 1 — 2y zur hypergeometrischen Differentialgleichung mit a = —I, b=141 und ¢ = 1 wird.
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Die charakteristische Gleichung fiir einen Frobenius-Ansatz f(z) = Y oo a,zF ™ ist:

agk(k—(1—¢)) =0 (14.133)

mit den beiden Losungen k£ = 0 und k = 1 — c. Sofern ¢ keine ganze Zahl ist, erhalten wir zwei linear
unabhéngige Losungen. Andernfalls muss man nach dem Verfahren aus Abschnitt 14.3 eine zweite,
linear unabhéngige Losung konstruieren.

Die Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten lautet:

(n(n+1)+c(n+1))ans1 — (n(n—1)+ (a+ b+ 1)n+ab))a, =0 (14.134)
bzw.
ns1 = (n i Z))((ZI f; an (14.135)

mit der Losung:
(ITi=y (6 + @) (TTi=o (k + b))
(TTRzo (k + ) (TTiZo (k + 1))

Die Produkte kann man auch durch die Gamma-Funktion I'(x) (T'(z) erfiillt die Rekursionsgleichung
a2l(xz) = T'(x + 1)) ausdriicken:

ap =

ao . (14.136)

ﬁ(k ba)= D) (14.137)
k=0

(), bezeichnet man auch als Pochhammer-Symbol) (benannt nach dem deutschen Mathematiker Leo
August Pochhammer (1841-1920)). Eine andere gebriuchliche Notation ist (x),, = (x,n). Die Losung
der Differentialgleichung zu k = 0 ist

fo(z) = Z M%T =5Fi(a,b,c;x) (14.138)

n=0

Die Funktion oF}(a,b, c; ) bezeichnet man als hypergeometrische Reihe (oder manchmal auch als
Gauf’sche hypergeometrische Funktion oder gewdhnliche hypergeometrische Funktion). Die sogenann-
te verallgemeinerte hypergeometrische Funktion ist definiert durch

DFy (a1, ey apiby, . by ) = ;W (14.139)

p)n N

Diese Funktionen sind dadurch gekennzeichnet, dass das Verhéltnis von zwei aufeinanderfolgenden
Koeflizienten eine gebrochen rationale Funktion des Entwicklungsparameters ist:

- (n+a1)...(n+ap) S P(n)
= b b+ D T Q)

. (14.140)

Die (im Prinzip komplexen) Zahlen {—a;} und {—b;} U {—1} sind die Nullstellen von P(n) bzw.
Q(n). Die Nullstellen von Q(n) diirfen keine positiven ganzen Zahlen sein, ansonsten ist die Reihe
nicht definiert. Handelt es sich bei einer Nullstelle von P(n) um eine positive ganze Zahl, bricht die
Reihe ab und die Funktion wird zu einem endlichen Polynom.

Viele bekannte Funktionen lassen sich durch verallgemeinerte hypergeometrische Funktionen
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darstellen. Die folgende Liste ist nur eine kleine Auswahl:

[ OFO( ; ;x) (14.141)
(1-2)"% = 1Fy(a; ;x) (14.142)
cosz = oFi(;3;-%) (14.143)
sinz = xoF(;3-%) (14.144)
n+« "
Ly(x) = ( ) 1Fi(—n;a+1;2)  (assoziierte Laguerre-Polynome)  (14.145)
n
J(x) = (%ioFl( v+ 1;—12?) (Bessel-Funktion) (14.146)
I(v+1) ’ T4
P(z) = oFi(-LI+1;1;5%) (Legendre-Polynom) (14.147)
2n)!
Hy,(z) = (71)"( n') 1Py (= s d52?) (gerade Hermite-Polynome) (14.148)
n!
2 1)! .
Hopi1(z) = (—1)"%21‘ 1Fi(—n;3;2%) (ungerade Hermite-Polynome) (14.149)

14.6 Nebenrechnungen

In diesem Abschnitt sind einige Rechnungen zusammengetragen, die zwar etwas aufwendig sind, aber
keine prinzipiellen Schwierigkeiten darstellen. Im Fliefitext wiirden sie den Lesefluss storen.

14.6.1 Gleichung 14.105

Die Rekursionsformel

Ay —

1
————Qy— 14.150
n(n + 2v) tn=2 ( )

zusammen mit der Bedingung a; = 0 liefert nur Koeffizienten zu geraden Indizes, d.h., wir schreiben

die Rekursionsformel um zu
1 1 1

n= "t 02(n—1) = —5 —— < A2(n—1) - 14.151
2 2n(2n + 2v) 2(n-1) 4n(n+v) 2(n-1) ( )
Damit erhalten wir:
1 1 1
o= (e 14.152
2 ey PR O P e s s s L ( )
1 1
= (=) . 14.153
(=1) 4nn! (n—|—u)(n—1—|—1/)...(1—|—u)a0 ( )
Wir verwenden nun folgende Identitét fiir die Gamma-Funktion:
r
S )4 2)(z4n—1) = LEH) (14.154)
I'(z)
In unserem Fall ist z = 1 4+ v und wir erhalten
1 Tr 1
asn = (—=1)" w+D) .. (14.155)

4"l T(v+n+1)

14.6.2 Die beiden Varianten der Legendre-Gleichung

Man findet in Lehrbiichern héufig eine der folgenden zwei Versionen der Legendre’schen Differential-
gleichung:

1 d
sin 6 d6

<s1n9d(?1§9)> +I1+1)0(0) =0 (14.156)
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und
(1—a?)f"(x) = 2zf'(z) + (Il + 1) f(z) =0. (14.157)

Die Bezichung ist z = cos 6 und somit ©(0) = f(cos ). Somit ist

d d , dcosf .
@@(9) = @f(cos 0) = f'(cosb) = —f'(cosf)sinb, (14.158)

do

wobei f’(cosf) zu interpretieren ist als f/(x)]|z—coso. Fiir die zweite Ableitung folgt:

2
%@(9) = f%f/(cos 0)sin® = f"(cos 0)(sin0)? — f'(cos 0) cos @ . (14.159)
Damit erhalten wir
1 d /. dO)\  cosfdO(9) d?
Sinddo (Sme a6 ) = sno a0 Tae°? (14.160)

= —f'(cos)cosf + f"(cos0)(sinf)* — f'(cosf)cos® (14.161)
= (1 —(cos0)?)f"(cos) —2f'(cos @) cosh. (14.162)

Ersetzen wir nun o = cos  erhalten wir den Term (1 — 22) " (z) — 2z f'(x).

14.6.3 Die Rekursionsformel fiir die Legendre’sche Differentialgleichung

Statt die Differentialgleichung auf die Standardformel mit P(z) = x/(1 — 2?) und Q(z) = —I(l —
1)/(1 — 2?) zu bringen und diese Funktionen nach Potenzen von z zu entwickeln, setzen wir den
Ansatz f(z) =), a,z**" direkt in Gl. 14.109 ein:

Z an(k +n)(k4+n— Daktn=2 — Z an(k+n)(k +n—1)zFm (14.163)
n=0 n=0
-2 Z an(k+n)z*t" 11+ 1) Z anzt T =0.
n=0 n=0

Von der ersten Summe spalten wir die ersten beiden Terme ab und schreiben sie explizit aus. Den
Rest der Summe lassen wir von n = 2 bis co laufen, wobei wir n — n + 2 setzen, sodass auch diese
Summe von n = 0 bis co lduft:

aok(k — )% + ay (b + Dka" "+ anya(k+n+2)(k +n+ 12"t (14.164)
n=0
- Z an(k 4 n)(k+n — 1)z*+" -2 Z an(k 4 n)z" " 4114 1) Z anzttm =0.
n=0 n=0 n=0

Die charakteristische Gleichung liefert ¥ = 0 und & = 1 als Losungen. k = 0 ist auch eine Losung
fiir das Verschwinden des zweiten Terms. Die Rekursionsgleichung liefert eine Formel fiir a,, o als
Funktion von a,. Damit erhalten wir folgende Situation:

- Fiir £ = 0 konnen wir ag und a; beliebig wihlen. Setzen wir a; = 0 erhalten wir eine Serie fiir
alle agy; alle ag,41 verschwinden. Setzen wir ag = 0 und wéhlen a; beliebig, erhalten wir eine
Serie fiir alle a,, mit ungeraden Indizes n und alle Koeffizienten zu geraden n verschwinden.
Wir kénnen auch ap und a1 beliebig (ungleich null) withlen und erhalten unabhiingige Serien
fiir gerade und ungerade Indizes.
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- Die zweite Losung, k = 1, erfordert, dass a; = 0 ist. Man bedenke jedoch, dass diese Losung die
Form f(z) =z Y., ,a,z™ hat. Wenn alle Koeffizienten zu ungeraden n verschwinden, erhalten
wir die Serie mit insgesamt ungeraden Potenzen. Die Rekursionsformel ist dieselbe wie fiir k = 0.
Daher liefert & = 1 eigentlich keine neue Losung sondern nur die Losung, die schon k& = 0 zur

Anfangsbedingung ag = 0 und a1 beliebig geliefert hat.



Kapitel 15

Sturm-Liouville-Theorie

In diesem Kapitel betrachten wir die Ergebnisse der letzten Kapitel (insbesondere die Ergebnisse
zu gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung) nochmals unter einem anderen Blickwin-
kel. Wahrend im letzten Kapitel die Losungen von Differentialgleichungen im Vordergrund standen,
geht es in diesem Kapitel eher um Eigenschaften dieser Losungen, insbesondere insofern sie sich als
FEigenfunktionen von selbst-adjungierten Operatoren darstellen lassen.

Auflerdem verallgemeinern wir in diesem Kapitel die Theorie der Fourier-Reihen. Die Sinus-
und Kosinus-Funktionen sind Eigenfunktionen zum Operator der zweiten Ableitung auf einem endli-
chen Intervall bzw. einem Kreis. In diesem Kapitel betrachten wir eine allgemeine Klasse von Diffe-
rentialoperatoren, die ebenfalls einen vollstédndigen Satz orthogonaler Eigenfunktionen besitzen, nach
denen sich eine quadratintegrierbare Funktion entwickeln ldsst.

15.1 Selbst-adjungierte Operatoren

15.1.1 Allgemeine Vorbemerkungen

Es gibt viele verschiedene Funktionenrdume, die separable Hilbert-Riaume sind. In einer Klasse wie
L2(T,dp) sind sowohl der Definitionsbereich T' als auch das Maf} du vergleichsweise frei wihlbar.
Die Beispiele in diesem Kapitel treten in der Physik gelegentlich auf. Sie alle sind mit einem Satz
von Funktionen — oftmals Polynomen — verbunden, die beziiglich des angegebenen Integrationsmafles
paarweise orthogonal sind.

In den Abschnitten zur linearen Algebra haben wir uns ausfiihrlich mit selbst-adjungierten
linearen Abbildungen beschiftigt. In Hilbert-Rdumen spricht man eher von selbst-adjungierten Ope-
ratoren, doch wie wir in Kapitel 12 gesehen haben, gelten die wesentlichen Aussagen auch hier: Selbst-
adjungierte Operatoren haben reelle Eigenwerte, ihre Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten sind
orthogonal und es gibt eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren.

Im Folgenden untersuchen wir eine spezielle Klasse von Operatoren, die sogenannten Sturm-
Liouville-Operatoren. Dabei handelt es sich um selbst-adjungierte Operatoren, definiert auf Funktio-
nen iiber einem Intervall I' = [a, b] € R, wobei die Grenzen auch gegen unendlich gehen diirfen, d.h.,
die gesamte reelle Achse oder eine Halbachse umfassen.

Die folgenden Beziehungen hatten wir schon in Kap. 12.3 erwéhnt:
Definition: In einem Hilbert-Raum £2(T', du(x)) bezeichnet man einen Satz von Funktionen {1, (z)}

293
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als (paarweise) orthonormal, wenn fiir je zwei Funktionen aus diesem Satz gilt:

(s Pm) = / Dn(@) U (2) dp() = Gy (15.1)

Eine abzihlbare Menge {t¢,(x)} orthonormaler Funktionen heifit Basis, wenn gilt:
o0nnd) = [ @O ) =0 V0 = o) = 0. (152)

Es gibt also keine nicht-verschwindende Funktion ¢(z), deren Skalarprodukt mit allen Elementen
¥ (z) verschwindet.

Definition: Ein Operator D' in einem Hilbert-Raum £2(T",du(x)) heiBt adjungiert zu einem Ope-
rator D, wenn fiir alle Vektoren v, ¢ gilt:

(D16, ) = g(6. DY) baw. / Do) () dp(x) = / S@D@)du(z).  (15.3)

Ein Operator heifit selbst-adjungiert in £2(T',du(x)) wenn DI = D.

Auch wenn es nicht immer explizit erwihnt wird, betrachten wir oftmals nicht den gesamten
Hilbert-Raum £2(T, dp). Die Operatoren in diesem Kapitel beinhalten zweite Ableitungen, d.h., wir
beschranken uns auf den Unterraum der Funktionen, die zweimal stetig differenzierbar sind. In man-
chen Fillen verlangen wir von diesen Funktionen, dass sie bestimmten Bedingungen auf dem Rand
von I' geniigen. Diese Funktionen bilden einen dichten Unterraum des Hilbert-Raums. Die Fragen,
inwieweit die Operatoren auf den gesamten Hilbert-Raum erweitert werden kénnen und inwieweit
die Eigenschaften dieser Operatoren dabei erhalten bleiben (z.B. ob sie auf dem gesamten Hilbert-
Raum definiert sind) und welche Probleme damit einhergehen, gehen iiber den Inhalt dieser Vorlesung
hinaus. Eine auch fiir die Physik interessante Abhandlung dazu ist [Bonneau 2001].

Schliefllich sollte noch die physikalische Bedeutung dieser selbst-adjungierten Operatoren auf
einem Hilbert-Raum der Form £2(T", du) betont werden. Die sogenannte zeitunabhéngige Schrodinger-
Gleichung im Ortsraum, Hv)(x) = Ev(z), ist eine Eigenwertgleichung fiir einen selbst-adjungierten
Operator H, der typischerweise die zweite Ableitung als hohste Ableitung erhéhlt. Somit handelt es
sich (in einem Freiheitsgrad) beim Hamilton-Operator H um einen Sturm-Liouville-Operator und bei
der Eigenwertgleichung um ein Sturm-Liouville-Problem. Die Sétze tiber Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen, die fiir Sturm-Liouville-Operatoren gelten, haben also eine unmittelbare Anwendung in der
Quantenmechanik.

15.1.2 Selbst-adjungierte Operatoren beziiglich des Standardmafles

Wir betrachten nun einen Differentialoperator D der Form

d? d
Do = (o) gz + o) + (o)) o). (15.4)
wobei die Funktionen g;(z), g2(x) und go(z) zunichst beliebige, allerdings reell-wertige Funktionen
sind.! Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen diese Operatoren in Bezug auf das Standardmaf
dp = da selbst-adjungiert sind. Ohne Beriicksichtigung von Randtermen (darauf geht Abschnitt

1Verallgemeinerungen auf komplex-wertige Koeffizientenfunktionen sind maglich, diese treten in der Physik jedoch
selten auf. Eine Ausnahme ist der Operator idd , den wir in Kap. 12 gesondert betrachtet haben. Soll D selbst-adjungiert

dz
sein, ergeben sich daraus auch Einschrinkungen an die Imaginérteile: Im(g2(z)) = 0 und Im(gi(z)’) = 2Im(go(z)).
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15.1.4 ein) gilt:

[o@Doar = [T (02006 (@) + (@06 (@) + g0(2)o(0)) do (15.5)
= [ ((0@T@)" - (@20 + 90(@(@)) 6(z) da (15.6)

= [ (00077 + 203()7) + g5 (2)00) (15.7

01 (@)5(@) — 91(@) @) + g0 (@) () ) b(x) da (15.8)

(92(@)9" @) + (28(2) = 91(2))' @) + (g5 () — 91 (2) + 90) (@) ) () o

Il
—_——

= [ (DTY(2))¢(z) dz (15.9)
mit
2
Do) = () g + (oblo) ~ (@) 5 + ((0) i)+ on(o) ) 00). (15,0

Im ersten Schritt wurde partiell integriert und vorausgesetzt, dass die Randterme verschwinden (beim
ersten Term wurde zweimal, beim zweiten einmal partiell integriert); der Rest sind Zusammenfassun-

gen der dabei entstandenen Ausdriicke. Offensichtlich ist D selbst-adjungiert, also Dt = D, wenn
295(x) — g1(z) = g1(x) bzw. gh(z) = g1(x). (15.11)
(Damit gilt natiirlich auch ¢4 (x) — g1 (z) = 0.)

Satz und Definition: Ein (reeller) selbst-adjungierter Differentialoperator zweiter Ordnung hat in
Bezug auf das Standardmafl dy = dx die Form

£(a) = (o) 3 + 6h(0) 51 + (o) ) o) (15.12
oder
Coa) = 51 (2(0) 160)) + ol | (15.13)

Operatoren dieser Form bezeichnet man als Sturm-Liouville-Operatoren.

Fiir solche Operatoren verwende ich im Folgenden das Symbol L.
Ein Spezialfall ist die zweite Ableitung, die man fiir go(x) = 1 und go(z) = 0 erhilt. Sie ist
ebenfalls ein Sturm-Liouville-Operator.

15.1.3 Selbst-adjungierte Operatoren beziiglich eines verallgemeinerten
Mafles

Wir konnen die Klasse selbst-adjungierter Differentialoperatoren noch erweitern, indem wir ein all-
gemeineres Mafl du(z) = w(x) da zulassen. Hierbei sei w(x) reell und positiv. Man kann die Theorie
auch auf Gewichtsfunktionen w(z) mit isolierten Nullstellen erweitern und fordern, dass w(z) nicht
negativ ist und hochstens isolierte Nullstellen hat, doch das soll hier nicht geschehen. Angenommen,
D sei selbst-adjungiert beziiglich des Mafles w(z)dz, d.h. es gelte:

/ DE@D() w(z)de = / D@ () w(z)da (15.14)
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Eine andere Klammerung von w(z) gibt uns die Gleichung:

/W(w(wﬂ)qﬁ(:ﬂ)) dz = / (w(z)Dy(z))d(z) dz, (15.15)

d.h., £ = w(z)D ist selbst-adjungiert beziiglich des Mafles dz, hat also die Form von Gl. 15.13. Mit
dieser Freiheit, einen Differentialoperator D mit einer Funktion w(x) multiplizieren zu kénnen bzw.
das Integrationsmaf} du(z) = w(x)da zu verwenden, kann aber ein beliebiger Operator der Form 15.4
in die Form 15.13 gebracht werden. Betrachtet man nédmlich

d? d

w(z)D = w(a?)gg(:c)@ + w(z)gn (:E)@ + w(x)go(z) (15.16)

und verlangt, dass dieser Operator die Form 15.12 hat, fiihrt dies auf die Bedingung:

w(z)g1(z) = (w(z)gz(z))’ (15.17)
bzw. ()
5(2) Y _ 5(2)  mit @(z) = w(z o(x) . .
w(x)gz(x) =o'(z) mit w(z) = w(z)ge() (15.18)
Damit ist

e[ 8) s o ([ ). oo

Die untere Grenze des Integrals kann beliebig gewihlt werden. Sie dient meist einer geeigneten Nor-
mierung der Funktion go(z). Die Einschrinkung auf Operatoren der Form 15.13 ist daher keine
wirkliche Einschrinkung, da man jeden linearen Differentialoperator 2. Ordnung (Einschrinkungen
an die Funktionen g;(x) werden wir noch untersuchen) in die gewiinsche Form bringen kann.

Anders ausgedriickt: Sei D ein allgemeiner Differentialoperator zweiter Ordnung der Form
Gl. 15.4. Dann koénnen wir nach Gl. 15.19 eine Gewichtsfunktion w(z) bzw. ein Ma8l du(z) = w(z) dz
bestimmen, sodass D beziiglich dieses Integrationsmafles selbst-adjungiert ist. Eine etwas andere In-
terpretation dieses Sachverhalts ist: Wir konnen einen selbst-adjungierten Differentialoperator zweiter
Ordnung in einer Variablen y durch eine geeignete Variablentransformation y — z mit dy = w(z)dz
auf die Form eines beliebigen Differentialoperators zweiter Ordnung bringen. Beziiglich des neuen
Mafes ist er immer noch selbst-adjungiert.

In manchen Biichern findet man fiir w(x) statt Gl. 15.19 auch den Ausdruck

w(z) = exp (/m W@) . (15.20)

Da jedoch g5/g2 = (Inge)’ und somit — [* g4/gody = —In go(z) ist, stimmen die beiden Ausdriicke
iiberein.

Beispiel: Die Hermite’sche Differentialgleichung

Die Hermite’sche Differentialgleichung (siehe Abschnitt 15.3.3) lautet:
H"(z) —2zH'(z) + kH(z) = 0. (15.21)
Sie ist nicht von der Form 15.12, allerdings wird sie mit der Gewichtsfunktion w(z) = exp(—z?) zu
exp(—2?)H" (2) — 2z exp(—2*)H'(2) + kexp(—2?)H () = 0 (15.22)

und damit ist nun g1 (z) = g4(z). Die Losungen der Hermite’schen Differentialgleichungen sind Poly-
nome, die beziiglich des Mafes dju(z) = exp(—z?)dx orthogonal sind (siehe auch Abschnitt 15.3.3).
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Beispiel: Die Legendre-Differentialgleichung

In der Form
(1 —2?) f"(x) — 2z f'(x) + 11+ 1) f(x) =0 (15.23)
bzw.

(1 —22)f"(z) — 2z f' (x) = —1(1 + 1) f(z) (15.24)

handelt es sich bei dem Operator auf der linken Seite der Eigenwertgleichung um einen Sturm-
Liouville-Operator. In der Form

1 d /. ,df(cosb)
sin 0 dg (Sme do

) = —I(1+ 1) f(cos6) (15.25)

ist dies scheinbar nicht der Fall. Multipliziert man diese Gleichung jedoch mit sin @ erhilt man auf
der linken Seite einen Sturm-Liouville-Operator. Die Legendre-Differentialgleichung als Funktion des
Winkels 6§ wird somit zu einer Eigenwertgleichung eines Sturm-Liouville-Operators, wenn man als
MaB du(0) = w(#)df mit w(h) = sinf nimmt. Dies ist auch das iibliche Integrationsmaf fiir den
Winkel 6 auf der Kugeloberflache.

15.1.4 Randbedingungen

Wir haben bei der Herleitung der selbst-adjungierten Sturm-Liouville-Operatoren bisher keine Rand-
terme betrachtet. Diese kénnen bei der partiellen Integration auftreten und wiirden dazu fithren, dass
der Operator £ in Gl. 15.13 trotz dieser Form nicht selbst-adjungiert ist. Nun sollen die Bedingungen
untersucht werden, unter denen solche Randterme nicht auftreten. Da wir die Funktionen go(x), g1 ()
und go(z) reell gewiihlt haben, kénnen wir uns auch auf einen reellen Funktionenraum beschrinken.
Wenn im Folgenden trotzdem immer das Skalarprodukt mit einer komplexen Konjugation geschrieben
wird, ist das zwar technisch gesehen iiberfliissig, soll aber an die Notation der vergangenen Kapitel
ankniipfen.
Es handele sich bei I" um das Intervall [a,b], dann soll gelten:

/

Die Differenz dieser beiden Integranden ist eine totale Ableitung. Man kann sich leicht davon

T () otz = [ L () Lot ot (15.26)

iiberzeugen, dass folgende Identitéit gilt, die auch als Lagrange-Identitit bekannt ist:

T (05 0@) - 11 (960000 Jote) =
% l%(fﬂ) (Mdﬁg) - dqﬁ;x)qb(x))] . (15.27)

Fiir die Randterme in Gl. 15.26 fithrt das auf die Bedingung:

- b
ga(2) <w(x)d¢(m) - dw(%(w))

do da =0 vi(x), ¢(x) € L(T, dx). (15.28)

a

Verschwindet die Funktion go(z) auf dem Rand des Gebiets (ist also ga(a) = g2(b) = 0), so gibt es
keine Einschrénkungen an die Funktionen ¢(x), ¢ (z) und ihre Ableitungen auf dem Rand, aufer, dass
sie endlich bleiben. Ist go(z) auf dem Rand des Gebiets von 0 verschieden, muss die Kombination
P — @lqﬁ auf dem Rand verschwinden. Bei dieser Kombination handelt es sich um die Wronski-
Determinante, und fiir zwei Funktionen, die dieselbe lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
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erfiillen, bedeutet das Verschwinden dieser Determinante an einem Ort, dass die beiden Funktionen
linear abhéngig sind, bis auf einen multiplikativen Faktor also gleich sind. Eine hinreichende Bedin-
gung fiir das Verschwinden der Wronski-Determinante an den Réndern von I ist, dass es Zahlen «,
und f3,, gibt, sodass

agd(a) + Bad'(a) =0 und  app(b) + B’ (b) =0 Vo(x) € £L2(T,dz). (15.29)

Rein Dirichlet’sche Randbedingungen (¢(a) = ¢(b) = 0) oder rein von Neumann’sche Randbedin-
gungen (¢'(a) = ¢'(b) = 0) sind also moglich, aber auch die hier angegebenen verallgemeinerten
Linearkombinationen aus den Werten von ¢ und seiner Ableitung an den Randpunkten. Wichtig ist,
dass alle Funktionen dieselben Randbedingungen (15.29) erfiillen, die Konstanten «, , und f3,, also
nicht von der Funktion ¢ abhéngen. Da diese Randbedingungen homogen und linear in den Fel-
dern sind, bleiben sie auch unter Linearkombinationen erhalten, d.h., wenn zwei Felder ¢ und 1 die
Randbedingungen erfiillen, dann erfiillen auch beliebige Linearkombinationen a¢ + by diese Randbe-
dingungen. Diese Felder bilden also einen Vektorraum, der ein dichter Unterraum des Hilbert-Raums
der quadratintegrierbaren Felder auf I ist.

Diese Randbedingung sind auch der Grund, weshalb viele Differentialgleichungen nur
Losungen fiir diskrete Eigenwerte haben. Wie der Froebenius-Ansatz gezeigt hat, gibt es zu jedem
Eigenwert zwei linear unabhingige Losungen (wie es bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung
sein muss), allerdings erfiillen die meisten dieser Losungen nicht die Randbedingungen.

Man beachte, dass es sich hier nicht um Anfangswertbedingungen handelt (also beispielswei-
se ¢ und seine Ableitung ¢’ an einem Punkt vorgegeben werden), sondern um Randbedingungen,
bei denen die Funktionen (oder ihre Ableitung, oder eine Kombination aus der Funktion und ihrer
Ableitung) an zwei verschiedenen Punkten vorgegeben wird.

15.2 Sturm-Liouville-Probleme

Viele der Differentialgleichungen aus Kap. 14 hatten die Form von Eigenwertgleichungen:

2
((1 - x%% - 21(&) flz) = =l(l+1)f(x) (Legendre)  (15.30)
d? d
(m(l - x)@ +(c—(a+b+ 1):v)dx> f(z) = —abf(z) (hypergeometrisch)  (15.31)
2
(_(fxz + 2x£v> f(z) = 2af(x) (Hermite) (15.32)
<x2dd$2 + w% + x2> f(z) = n*f(x) (Bessel) (15.33)

Mit Ausnahme der Legendre’schen Differentialgleichung ist jedoch keiner der Differentialoperatoren
auf der linken Seite ein Sturm-Liouville-Operator, also von der Form 15.13. Diese Gleichungen sind
von der Form

Dfa(x) = Afa(2), (15.34)
wobei D ein Differentialoperator zweiter Ordnung ist. Wir multiplizieren diese Gleichung nun mit einer
Gewichtsfunktion w(z), sodass w(z)D = L ein Sturm-Liouville-Operator (also selbst-adjungiert) in
Bezug auf das Standardmafl du(z) = dz wird:

LEx(x) = Aw(z) fa(x) . (15.35)

Wie wir gesehen haben, gibt es immer eine reelle, positive Funktion w(zx), so dass das moglich ist.
AuBlerdem wurde in Abschnitt 15.1.3 gezeigt, dass D unter diesen Bedingungen selbst-adjungiert
beziiglich des Mafles dp = w(x)dx ist.
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Satz: Sei L ein Sturm-Liouville-Operator beziiglich des Standardmafles dy = dz. Die Eigenwerte A
der verallgemeinerten Eigenwertgleichung

Lx(x) = w(x) fr(x) (15.36)

sind reell und die zugehorigen Eigenfunktionen fy(z) zu verschiedenen Eigenwerten A sind orthogonal
in Bezug auf das Mafl du = w(x)dz.

Der Beweis erfolgt vollkommen analog zu dem entsprechenden Beweis fiir die Eigenwertgleichungen
selbst-adjungierter Operatoren. Da L selbst-adjungiert in Bezug auf das Standardma8 (du = dz) ist,
gilt:

=
I

[ W@ en@ e - [ Zh@ s (15.37)
T r

(A-) / @) f@) w(z)dz (15.38)

Wir betrachten zuniichst den Fall f, = fy» und somit A = X\: Der Integrand ist dann eine nicht-
verschwindende positive Funktion (|fx(x)[*w(z)), daher ist das Integral in diesem Fall von 0 ver-
schieden. Damit muss A = X sein und somit A\ reell. Andererseits muss fiir A # )\ das Integral
verschwinden, sofern die obige Gleichung gelten soll. Das bedeutet, die Funktionen {fy(z)} sind fiir
verschiedene A beziiglich des Mafles w(x)dz orthogonal. Da L beziiglich des Standardmafes dz ein
Sturm-Liouville-Operator und damit selbst-adjungiert sein soll, ist D = ﬁﬁ beziiglich des Mafles
w(z)dx selbst-adjungiert.
Wir kénnen nun das allgemeine, regulédre Sturm-Liouville- Problem formulieren:

Definition: Sei

d d
£= 4 (1) 300 + a(a)oo (15.9
ein Sturm-Liouville-Operator, definiert auf einem Intervall I' = [a, b], wobei die Intervallgrenzen auch
gegen unendlich gehen diirfen. (Hierbei wurde entsprechend der allgemeinen Konvention go(z) =
—p(x) und go(z) = q(x) gesetzt.) Sei weiterhin auf dem Rand des Intervalls entweder p(a) = 0 bzw.

p(b) = 0 oder die Elemente von £2(T, dz) erfiillen die Randbedingungen
aad(a) + Bad'(a) =0 baw  ayp(b) + Bp¢ (b) = 0 Vo(x) € L2(T, dx), (15.40)

wobei die beiden Konstanten an einem Randpunkt nicht gleichzeitig verschwinden diirfen. Dann
bezeichnet man die Gleichung

LP(x) = Aw(x)o(x) (15.41)

als verallgemeinerte Eigenwertgleichung des Sturm-Liouville-Problems, wobei w(x) eine positive und
integrierbare Funktion sein soll, die entsprechend der fritheren Uberlegungen aus einem allgemeinen
Differentialoperator zweiter Ordnung einen Sturm-Liouville-Operator macht.

15.3 Polynomsysteme

Die bisherigen Uberlegungen gelten noch ganz allgemein, sofern sich das Ma$ in der Form du(z) =
w(x)dx schreiben ldsst, wobei w(x) eine nicht-negative Funktion (w(z) > 0) mit hochstens isolierten
Nullstellen sein soll. Ist jedoch zusétzlich die Bedingung fF 2?"w(r)der < oo fiir alle n € N erfiillt,
kann man einen vollsténdigen Satz orthogonaler Polynome {p,(x)} konstruieren, indem man mit

po = 1 startet und sukzessive nach dem Gram-Schmidt-Verfahren aus den Potenzen z,22, 23, ....
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diese Polynome p, (x) berechnet. p, (x) hat den Grad n, und falls w(x) eine gerade Funktion ist (also
w(—z) = w(z)) und der Integrationsbereich ebenfalls symmetrisch zum Nullpunkt liegt, haben die
Polynome die Eigenschaft p,(—z) = (—1)"p,(z), sind also entweder gerade oder ungerade.

15.3.1 Allgemeine Eigenschaften von Polynomsystemen zu Liouville-
Problemen

Aus den Polynomen kann man Funktionen ¢, (x) = p,(x)y/w(z) bilden, die beziiglich des Standard-
mafles orthogonal sind. Man kann zeigen — und dies soll in den folgenden Abschnitten geschehen —,
dass fiir die Polynome p,,(z) (und auch die Funktionen ¢, (z)) Rekurrenzrelationen der Form

anPr+1(2) = (by + cn)pn(x) — dppr—1(x), (15.42)

gelten, wobel ay,, by, ¢y, d,, (oft einfache) Konstanten sind. Dass es allgemein eine Rekurrenzrelation
geben muss, kann man sich folgendermaflen klar machen: Sei allgemein {p,, ()} ein Satz orthonormaler
Polynome beziiglich eines Mafles du(z). xp,(z) ist dann ein Polynom n + 1-ster Ordnung. Je nach
Normierung dieser Polynome gibt es eine Konstante «, sodass pp,+1(x) — axp,(z) ein Polynom n-ter
Ordnung ist (die fithrende Ordnung also wegfillt). Wegen der Vollstéindigkeit des Polynomsystems
kann sich aber jedes beliebige Polynom n-ter Ordnung nach den Polynomen p,(z) (n = 0,...,n))
entwickeln lassen und damit gibt es eine Beziehung der Form:

Pnt1(z) — axpy(z) = Z arpk () bzw. Pn+1(2) = azpn(z) + Z arpr(z) . (15.43)
k=0 k=0

Dies ist eine allgemeine Rekurrenzrelation fiir das Polynomsystem. Besonders an den Polynomsyste-
men, die im Rahmen von Sturm-Liouville-Problemen in der Physik oft auftreten, ist lediglich, dass
die Koeffizienten zu den niedrigeren Polynomen verschwinden und eine Linearkombination der beiden
hochsten Potenzen schon ausreicht.

AufBlerdem erfiillen diese Polynome Differentialgleichungen der Form

f2 (x)%pn () + fl(x)%pn () + fo(x)pn(z) =0 (15.44)

mit (ebenfalls oft einfachen) Funktionen f;(x). Auch das ist nicht iiberraschend, da die Polynome

meist aus einem verallgemeinerten Sturm-Liouville-Problem konstruiert wurden.

In vielen Féllen gibt es eine erzeugende Funktion g(¢, ), sodass
g(t,x) = Z anpn ()", (15.45)

und auch hier haben die Koeffizienten meist eine einfache Form (z.B. a,, = 1 oder a,, = 1/n!). Durch
Ableitung dieser erzeugenden Funktionen nach z und nach ¢ kann man dann die Rekurrenzrelationen
und die Differentialgleichungen herleiten. Auch die Orthogonalitit lédsst sich oft daraus beweisen,
indem man von dem Integral

/Fg(t,x)g(s,z)w(x)dx:/Fw(x) Z QP () Py ()t 8™ A (15.46)

m,n=0

zeigt, dass die linke Seite nur eine Funktion von (st) ist und somit auf der rechten Seite nur Terme

der Form (st)™ auftreten bzw. alle Terme der Form s™t" fiir m # n verschwinden. Einige Beispiele

dafiir betrachten wir hier; viele Relationen sind in Anhang A2.5 bewiesen.
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15.3.2 Die Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome P, (z) sind orthogonale Polynome auf dem Intervall [—1,1]. Es gilt:

2
/ P, 2)dr = o= Gy (15.47)
Setzen wir = cos § und somit dz = |sin #|df so folgt
T 2
P, (cos )P, (cosf) sinf@dfd = ——— 0y, - 15.48
-/0 (cos )P, (cos ) sin T 1 ( )

Es gibt eine sogenannte erzeugende Funktion g(t,z), deren Entwicklung nach Potenzen von ¢ die
Legendre-Polynome generiert:

gt x) = a Z Py (x)t". (15.49)

— 2tz + 12)1/2
Die Bedeutung der Legendre-Polynome im Zusammenhang mit den Winkelfunktionen sowie die Be-
deutung der erzeugenden Funktion wird deutlich, wenn man eine Entwicklung der Green’schen Funk-
tion zum Laplace-Operator nach Potenzen von r betrachtet:

1 1 1 1

= == : (15.50)
Ir —7'] (r2—2rr’cos¢9+7"’2)1/2 "(1-2% cosf + 7'2)1/2

Fiir > »/ erhalten wir somit eine Entwicklung der Form:

|r7r,| TZP cose( ) : (15.51)

Fiir » < v’ kann man eine entsprechende Entwicklung in 7 /7’ vornehmen. Entwicklungen dieser Art

treten beispielsweise als Multipolentwicklungen in der Elektrodynamik auf.

15.3.3 Die Hermite-Polynome

Die Hermite-Polynome {H,(z)} sind beziiglich des Mafes

2

dp(z) =e ™ da (15.52)
orthogonal, es gilt also:
g(Ho, Hy) / Ho(2) o (2) =" da = | Hn|[20,n (15.53)
Fiir die Normierung definiert man meist:
| Hn | = /OO Hy(z)2e " dz = 2" nl V7. (15.54)

Auf diese Weise hat der Koeffizient der fiihrenden Potenz den Wert 2". H,,(z) ist vom Grade n. Die
Funktionen

Un(z) = Hn () exp (—x;> (15.55)

bilden daher eine Orthogonalbasis von £2(R). Sie treten in der Quantenmechanik des harmonischen
Oszillators auf. Fiir n gerade sind die Hermite-Polynome gerade Funktionen, fiir n ungerade sind sie
ungerade; d.h. es gilt:

Hy(—z)=(-1)"H,(z). (15.56)
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Man erhélt sie durch eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung der Potenzfunktionen 1,z,z2, ...
beziiglich des obigen Mafles. Die Funktionen 1, (z) erfiillen die Differentialgleichung

d2

Cda?

Dies ist eine Eigenwertgleichung zu einem selbst-adjungierten Operator, womit nochmals gezeigt

U () + 22y (2) = (2n + Db, (2) . (15.57)

wurde, dass die Funktionen {1, (z)} beziiglich des Standardmafles orthogonal sind. Die Herleitung
dieser und weiterer Identitéten finden man in Anhang A2.5.3.

15.3.4 Die Laguerre-Polynome

Die Laguerre-Polynome erfiillen die Differentialgleichung
aLy () + (1 —2)Ly,(2) = —nLy(z). (15.58)

Multipliziert man diese Differentialgleichung mit der Gewichtsfunktion w(z) = e~* und betrachtet
sie als Differentialgleichung fiir z € RT, so erhilt man eine verallgemeinerte Eigenwertgleichung zu
einem Sturm-Liouville-Operator:

xe "L(x)+ (1 —x)e L (x) = —ne "Ly, (z). (15.59)

Daher sind die Laguerre-Polynome {L,,(z)} orthogonal beziiglich des Mafles du(z) = e”*dz auf dem
R* und die Normierung wird meist so gewihlt, dass sie sogar orthonormal sind:

(L, L) = / e Ly (&) Lo () dt = S - (15.60)
0
Dementsprechend sind die Funktionen
bn(x) =e 2L, (x) (15.61)

orthonormal auf dem RT in Bezug auf das Standardmaf:

0
Sie erfiillen die Differentialgleichung;:
s6ia) 4 00o) + (4 3= 5] onla) =0, (15.63)

die man auch als Eigenwertgleichung zu einem selbst-adjungierten Operator auffassen kann.
Die Laguerre-Polynome erfiillen die Rekurrenzrelation

(n+1)Lpt1(z) = (2n+1—2)Ly(x) —nL,—1(x). (15.64)

Diese und weitere Relationen werden in Anhang A2.5.4 bewiesen.
Eine Erweiterung sind die sogenannten assoziierten (oder zugeordneten) Laguerre-Polynome.
Man erhélt sie aus den Ableitungen der Laguerre-Polynome:

dk
k(o _ k
Li(z) =(-1) @Ln%(z). (15.65)
Sie bilden ein Orthogonalsystem beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) = z¥e™® und es gilt:
o k)!
g(Lk Lk ) :/ e aFLF(2)LF (x)dx = %Jnm. (15.66)
O .
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Damit sind die Funktionen ¢F () = e=*/22%/2LF (x) ebenfalls orthogonal auf R* in Bezug auf das
Standardmaf:
o n+ k)!
otk = [ b as = " (15.67)
O .

Wihrend die Funktionen ¢, (z) = ¢2(z) fiir  — 0 gegen eine Konstante gehen, gehen die Funktionen
ok (z) fiir x — 0 wie z*/2
spielen bei der Losung des quantenmechanischen Wasserstoffproblems eine wichtige Rolle.

gegen 0. Die Laguerre-Polynome und die assoziierten Laguerre-Polynome

15.3.5 Die Kugelflichenfunktionen

Die Kugelflichenfunktionen sind die Eigenfunktionen zum Laplace-Operator auf der Oberfliche der
Einheitskugel. Gleichung 8.77 gibt diesen Laplace-Operator an und damit erhalten wir als Eigenwert-
gleichung;:

1 0 aYy 1 0%y
AY (0 = — [ sinf — ————— ==+ 1)Y (0 . 15.
0.0) = g (00 55 ) + 5oy 5o = 10+ DY (O, (15.65)

Ich habe hier fiir die Eigenwerte A = —I(Il 4+ 1) angesetzt. Es stellt sich jedoch heraus, dass nur fiir
1 =0,1,2,3,..., Losungen existieren, die auf der Kugeloberfliche eindeutige, iiberall definierte und
stetige Funktionen sind (fiir den Speziafall m = 0, d.h., es gibt keine p-Abhingigkeit, wurde das
schon in Kapitel 14.5.4 bewiesen). Das Skalarprodukt auf der Kugeloberfliche ist

T 27
s ¥ = [sio ([ THO 0,000 ) 0. (15.69)
0 0

Die Eigenwertgleichung (15.68) lost man durch einen Separationsansatz in den Winkelvaria-
blen

Y(6,0) =0(0)2(¢), (15.70)

was fiir ®(p) auf die sogenannte Azimutalgleichung

d*®(p)
a2 = ) (15.71)
und fiir ©(0) auf die Polargleichung
1 0 (. 000)\ m B
sin 0 90 <51n080> — 22O H I+ 1)6(0) =0 (15.72)

fithrt. Hier tritt wieder eine freie Konstante auf, die mit m? bezeichnet wurde. Die Losungen der
Azimutalgleichung sind komplexe Exponentialfunktionen (Winkelfunktionen):

D(p) = M m=0,+1,+2, ... (15.73)

Die Ganzzahligkeit von m folgt aus der Bedingung, dass die Funktion auf der Kugeloberfliche glatt
bzw. eindeutig ist, d.h. in ¢ periodisch mit Periode 27.

Die Polargleichung ist die Differentialgleichung der zugeordneten Legendre-Polynome. Die
Losungen lassen sich als Polynome in cosf und sinf schreiben. Allerdings sind die Losungen nur
dann eindeutig, wenn [ eine natiirliche Zahl (I = 0,1,2,3,...) ist. Aulerdem gibt es eine Einschrén-
kung fiir die Zahl m: m <1 (siehe Anhang A2.5.2).
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Die fiihrenden Polynome sind:

Pd(cosh) = 1
PY(cosf) = cosf
Pl(cosf) = —sinf
1
PY(cos) = 5(3 cos?0 — 1) (15.74)
PJ}(cosf) = —3sinfcosh
Pj(cosf) = 3(1—cos?0)
Allgemein gilt:
m (=™ dFm (cos? 0 — 1))
P"(cosf) = S]] (sin ) (eos ) (15.75)

Insgesamt erhalten wir somit fiir die Losung der Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf
der Kugeloberfliche die Kugelflichenfunktionen:

1 1=0,1,2,3, -
N/™ P"(cos0) exp(imyp), (15.76)

Y™ (0, ) = ———
"(0,9) V2 m=0,+1,42 -+l

Die Normierungskonstanten /V;" sind so zu wéhlen, dass die Orthonormalitétsrelationen gelten:

2w ™
/ dy / sin0d0 Y, (0, 0) Yy™(0,0) = 611Gy (15.77)
0 0



Kapitel 16

Mannigfaltigkeiten und
Differentialformen

Dieses Kapitel gibt einen Einstieg in die mathematischen Grundlagen der Differentialgeometrie. Zen-
trales Thema ist der Begriff der Mannigfaltigkeit und des Tangentialraums. Im Gegensatz zu fritheren
Kapiteln (Kap. 6 und 8) behandeln wir in diesemn Kapitel Mannigfaltigkeiten nicht als Einbettun-
gen in einen euklidischen Raum sondern als topologische Rdume, auf denen Karten definiert werden
(bijektive Abbildungen von lokalen Umgebungen in den R™), sodass man auf diesen Rdumen eine
differenzierbare Struktur und weitere differentialgeometrische Konzepte wie beispielsweise Tangenti-

alvektoren und damit Tangentialraume definieren kann.

Das Konzept von Karten haben wir dabei schon kennengelernt — in Form von Parame-
terrdumen fiir eingebettete Mannigfaltigkeiten (Kapitel 8) —, allerdings konnten wir wegen der Einbet-
tung auf den Mannigfaltigkeiten direkt ableiten und integrieren. Dies wird nun verallgemeinert. Als
Vorlage fiir die beiden ersten Abschnitte dienten die Biicher [Kobayashi-Nomizu 1963, Spivak 1965,
Thirring 1988].

Solche Mannigfaltigkeiten treten unter anderem in der allgemeinen Relativitétstheorie auf,
dort wird zusétzlich auf diesen Mannigfaltigkeiten die Struktur einer Metrik bzw. allgemeiner einer
symmetrischen Bilinearform definiert. Sie treten aber auch in der Klassischen Mechanik auf, wo auf
dem Phasenraum eine symplektische Struktur, also eine antisymmetrische Bilinearform definiert ist.
Und schliefllich sind sie bei der Behandlung von Lie-Gruppen und Lie-Algebren von Bedeutung, bei
denen neben der differenzierbaren Struktur auf einer Mannigfaltigkeit noch eine Gruppenstruktur
definiert ist.

16.1 Mannigfaltigkeiten

Etwas vereinfacht ist eine Mannigfaltigkeit ein topologischer Raum (also eine Menge M mit einer
Topologie T, fiir die wir im Folgenden immer eine Hausdorff-Topologie annehmen wollen), der lokal,
also in offenen Umgebungen von jedem Punkt, homéomorph zu offenen Umgebungen im R™ ist. Einen
solchen Hom6omorphismus bezeichnet man als Karte und die Menge aller Karten als einen Atlas. Dies
wird im Folgenden etwas genauer erldutert.

305
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16.1.1 Karten und Atlanten

Die Metapher von Karten in einem Atlas trifft den Sachverhalt sehr gut und hilft bei der Veranschau-
lichung der Konzepte. Sdmtliche geometrischen Eigenschaften der Mannigfaltigkeit M werden iiber
diese Karten definiert und letztendlich werden wir es immer nur mit offenen Umgebungen im R” zu
tun haben, aus denen sich die geometrischen Eigenschaften von M ablesen lassen.

Definition: Fine Karte (U, ¢) auf einem topologischen Raum M besteht aus einer offenen Teilmenge
U C M und einer stetigen, bijektiven Abbildung (also einem lokalen Homdomorphismus)

¢:UCM—R". (16.1)

Da ¢ bijektiv sein soll, gibt es auch eine Umkehrabbildung ¢~! von dem Bild ¢(U) C R" zuriick in
die Mannigfaltigkeit. Wir kénnen also bei einer Karte beliebig zwischen offenen Umgebungen in M
und den zugehorigen offenen Umgebungen im R™ — den eigentlichen Karten — wechseln.

Definition: Zwei Karten (Uy,¢1) und (Us,¢2) auf einem topologischen Raum M heiflen
C"-vertraglich, wenn die Abbildungen

pa0dT 1 p1(UrNUz) = ¢o(UrNUz)  und  ¢ro¢y' 1 go(UiNUa) = 1 (U1NUs)  (16.2)
r-mal stetig differenzierbar sind.

Handelt es sich bei U; N Us um die leere Menge, ist die Aussage trivial. Ist aber U; N Uy nicht leer,
ist diese Bedingung eine wesentliche Einschrinkung an die Abbildungen ¢;. Insbesondere muss die
Dimension n fiir beide Karten dieselbe sein (vgl. Abb. 16.1).

Abbildung 16.1: Vertréglichkeit von zwei
Karten. Das Gebiet U; N Us (oben, schraf-
fiert) befindet sich in beiden Karten. Die bei-
den Abbildungen ¢ 0 ¢7 ' : ¢ (U NU,) —
$2(Ur N Uz) und ¢y 0 ¢y : ¢o(Ur NTU2) —

¢1(Ur N Uz) sind Abbildungen von offenen i b2 0 p71 \
Teilmengen des R™ in offene Teilmengen des 4
R™ und sollen geniigend oft stetig differen- =—— e

zierbar sein.

Sehr oft verlangt man von U (und seinem Bild im R™), dass es homomorph zu einem offenen
Ball im R" ist. Das wiirde z.B. Polarkoordinaten als globale Karte fiir den R? \ {0} ausschliefien, da
dieses Gebiet nicht mehr homémorph zur offenen Kreisscheibe ist. In diesem Fall muss das Gebiet —
der R?\{0} — mit zwei oder mehr Karten iiberdeckt werden, z.B. bei Polarkoordinaten mit einer Karte,
die den Winkel ¢ = 0 ausschliet, und einer zweiten Karte, die den Winkel ¢ = 7 ausschliefSt. Wenn
keine besonderen Probleme auftreten, lassen wir aber auch Karten zu, die nicht diese Eigenschaften
haben — z.B. bei Polarkoordinaten.

Definition: FEine Menge von paarweise C"-vertriglichen Karten {U;, ¢;} heifit C"-Atlas sofern
UJU; = M. Ein Atlas heifit vollstindig, wenn er nicht um weitere Karten erweitert werden kann.
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Haben alle Karten dieselbe Dimension n, bezeichnet man diese als die Dimension der Mannigfaltig-
keit M.

Diese Bedingungen sind sehr intuitiv: In einem Atlas findet man moglicherweise mehrere Karten, auf
denen — ganz oder teilweise — dasselbe Gebiet (Land oder Gegend) dargestellt ist. Diese Darstellungen
derselben Gebiete sollen natiirlich ,,isomorph® sein, wobei wir von diesem Isomorphismus verlangen,
dass er ausreichend oft ableitbar ist. Wir setzen im Folgenden alle notwendigen Ableitbarkeitseigen-
schaften vorraus; meist verlangen wir von den Abbildungen, dass sie C*° sind, also unendlich oft
stetig differenzierbar.

Uber die Karten sind wir also in der Lage auf der Mannigfaltigkeit so etwas wie Differential-
und Integralrechnung zu betreiben. Dies ist auf einem einfachen topologischen Raum nicht méglich
(dort ist nur der Begriff der Stetigkeit definiert). In der Mathematik spricht man daher auch von
einer differenzierbaren Struktur, die auf M definiert wurde.

Haben sémtliche Abbildungen ¢; o qu_l, die sich konstruieren lassen, die Eigenschaft, dass
ihre Jacobi-Determinante positiv ist (wegen der Bijektivitéit kann die Jacobi-Determinate an keinem
Punkt verschwinden, sodass sie im gesamten Definitionsbereich einer solchen Abbildung entweder
positiv oder negativ sein muss), spricht man auch von einem orientierungserhaltenden Atlas. Gibt es
einen solchen Atlas, so nennt man die Mannigfaltigkeit M orientierbar. Bekannt sind das Mobius-
Band und die Klein’sche Flasche, die in diesem Sinne nicht orientierbar sind (siehe Abb. 16.2).

Abbildung 16.2: (links) Mobius-Band (aus [Wiki-Moebius]) und (rechts) Klein’sche Flasche (aus
[Wiki-Klein]). Diese Mannigfaltigkeiten sind nicht orientierbar. Das Mébius-Band hat einen Rand,
die Klein’sche Flasche ist randlos. In vier Dimensionen kann die Klein’sche Flasche auch ohne Selbst-
Durchdringung eingebettet werden.

Sind zwei Mannigfaltigkeiten M; und Ms mit ihren jeweiligen Atlanten gegeben, dann be-
zeichnet man eine Abbildung 2 : My — Ms als Diffeomorphismus, wenn fiir jedes Kartenpaar (Uy, ¢1)
von Mj und (Us, ¢2) von My mit Q(Uy) N Uy # ( gilt, dass die Abbildung

Q=000 : ¢1(U1) CR® — R (16.3)

unendlich oft stetig differenzierbar ist (vgl. Abb. 16.3).
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\' qﬁgoQO(j)fl

Abbildung 16.3: Ein Diffeomorphismus €2 zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M; und Ms. Das Gebiet
Q(Uy) N Uy (rechts oben, schraffiert) befindet sich in der Karte (Us, ¢2).

16.1.2 Der Tangentialraum

Zu einer Mannigfaltigkeit M konnen wir an jedem Punkt p € M ihren Tangentialraum T, M definie-
ren. Auch diese Konstruktion ist eigentlich sehr anschaulich: Der Tangentialraum ist der Raum aller
,Geschwindigkeiten“, die Bahnkurven durch den Punkt p haben koénnen. Allerdings miissen diese
Geschwindigkeiten , gemessen“ werden; dazu bedarf es einer entsprechenden Menge an , Messinstru-
menten“ (dazu dienen hier Funktionen auf der Mannigfaltigkeit).

Definition: Eine Funktion f : U C M — R (U offen) heifst differenzierbar, wenn fir alle Karten
(Ui, ;) mit UNU; # O die Abbildung f o (;5;1 0, (UNU;) € R* = R differenzierbar ist. Meist
verlangen wir, dass die Abbildung f o (bi_l unendlich oft stetig differenzierbar (also C*°) ist.

Definition: Ein parametrisierter Weg ~v : I — M st eine stetige Abbildung von einem Intervall
I C R in die Mannigfaltigkeit M. Oft schreiben wir t — ~y(t) € M.

Im Folgenden soll das Intervall I den Punkt ¢ = 0 enthalten und wir betrachten parametrisierte Wege
7, fiir die v(0) = p, die also bei t = 0 durch den Punkt p gehen.

Wir wiirden nun gerne die Ableitung des Weges nach ¢ an der Stelle t = 0 als eine Tangente an
die Mannigfaltigkeit M im Punkte p definieren, doch wir kénnen auf M nicht ableiten. Daher bedient
man sich eines Tricks: Wir betrachten sdmtliche differenzierbaren Funktionen f : U — R, wobei
U eine Umgebung von p sein soll. Jeder Weg v und jede solche Funktion f definiert eine Funktion
fov: I — R. Diese Funktion kénnen wir nach dem Argument ¢ ableiten. Nun definieren wir auf der
Menge aller Wege ~(t) mit v(0) = p eine Aquivalenzrelation:

Definition: Zwei Wege 1 und v mit v1(0) = v2(0) = p heiflen im Punkte p dquivalent, wenn fir
alle differenzierbaren Funktionen f:U — R (mit p € U) gilt:

SHoam)| = Sree)| (16.4)

t=0 t=0

Die Abbildung X : f — %f(v(t))|t:0,
prasentiert durch den Weg v — zuordnet, definiert einen Tangentialvektor an M im Punkte p.

die jeder Funktion f eine dieser Aquivalenzklassen — re-




16.1. MANNIGFALTIGKEITEN 309

Die Menge aller solchen Aquivalenzklassen bildet den Tangentialraum Tp,M an M im Punkte p.

Man beachte, dass auch die Kartenabbildungen ¢, eingeschrinkt auf eines ihrer Argumente
im Bildraum, also die Funktionen e’ o ¢, die jedem Punkt p seine Koordinate u*(p) in der durch ¢
definierten Karte zuordnen, solche Funktionen f sind. Zwei Wege sind dann dquivalent, wenn die
Abbildungen ¢ o ~ fiir alle Komponenten von ¢ dquivalent sind, also

%ui(vl(t)) i = %ui(vg(t)) t:o Vi=1,..,n. (16.5)

Diese Aquivalenz hingt nicht von der Karte ab: Sind zwei Wege in einem Punkt p in einer Karte
dquivalent, sind sie es auch in allen anderen Karten an diesem Punkt. Wir kénnen somit ,, Geschwindig-
keiten“ am selben Punkt vergleichen; ein Vergleich von Geschwindigkeiten an verschiedenen Punkten
ist allerdings kartenabhéingig, wird aber auch nicht bené6tigt. Erst wenn auf der Mannigfaltigkeit ein
Zusammenhang definiert ist (siehe Kap. ??7) kann man (bis zu einem gewissen Grad) Tangentialvek-
toren an verschiedenen Punkten einer Mannigfaltigkeit vergleichen.

Wir miissen nun zuniichst zeigen, dass die Menge dieser Aquivalenzklassen tatsiichlich einen
Vektorraum bildet. Dazu betrachten wir im Parameterraum R"™ die Vektoren v, die wir als Geschwin-
digkeiten von Wegen u(t) = vt durch den Ursprung deuten kénnen. Sei nun (U, ¢) eine Karte von M
zu einem Punkt p, wobei der Einfacheit halber ¢(p) = 0 sein soll, d.h. der Punkt p wird in der Karte
auf den Ursprung abgebildet. Dann definiert ¢ ~!(vt) fiir ein Intervall ¢ € [—e, €] einen Weg in M durch
den Punkt p und somit eine Aquivalenzklasse X,,. Auf diese Weise erhélt man alle Aquivalenzklassen
(d.h., zu jeder Aquivalenzklasse gibt es auch einen solchen Vektor v, sodass der Weg u(t) = vt ein
Reprisentant dieser Aquivalenzklasse ist).

Man kann sich nun leicht iiberlegen, dass X, = X, + Xy und X, = aX,. Auf diese Weise
wird die Vektorraumstruktur der Karte im R™ auf die Vektorraumstruktur des Tangentialraums an
einem Punkt p in M abgebildet. Insbesondere definiert die Basis im R™ eine Basis im 7, M: Die
Abbildung ¢~ !(u’e;) definiert einen Weg durch p (nun parametrisiert durch die i-te Koordinate
u?) und der zugehorige Vektor im Tangentialraum von M am Punkt p ist X; = % mit X;f =
aii f((b_l(uiei))

Das Verfahren erscheint nur auf den ersten Blick unnétig kompliziert. Der Vorteil der skiz-

ut=0"

zierten Vorgehensweise liegt darin, dass die Mannigfaltigkeit M nicht in einen R™ (mit m > n)
eingebettet sein muss; diesen Fall haben wir in Kapitel 8 untersucht und wir werden ihn im néchsten
Abschnitt nochmals als Beispiel betrachten. Die obigen Definitionen sind rein intrinsisch. Das gilt
auch fiir das Konzept der Metrik auf Mannigfaltigkeiten, das in Kapitel 7?7 untersucht wird. Ma-
thematisch kann man daher von , gekriimmten Réumen“ sprechen, ohne dass es einen (euklidischen)
Raum geben muss, in dem die Mannigfaltigkeit gekriimmt ist.

16.1.3 Vergleich mit eingebetteten Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten nun den Spezialfall, dass die Mannigfaltigkeit M eine Untermenge eines euklidischen
Raumes ist. Als Beispiel wihlen wir eine 2-dimensionale Kugeloberfliiche, die als Teilmenge des R?
aufgefasst wird und durch die Bedingung

?+y?+ 22 =R? (16.6)
definiert ist. Die iibliche Karte fiir die Kugeloberfliche fiithrt zur Parametrisierung Winkel ein:

2= Rcospcos y = Rsinpcosf z= Rsinf. (16.7)
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Ein Vergleich mit einer Weltkarte zeigt, dass ¢ € [0,27) dem Léngengrad und 6 € (—w/2,+7/2)
dem Breitengrad entspricht.! Die Karte verliert ihre Giiltigkeit am Nord- und Siidpol - dort briuchte
man andere Karten -, da fiir § = +7/2 die Punkte unabhingig vom Winkel ¢ bereits festliegen.
Anders ausgedriickt: Alle Punkte (¢, £7/2) haben als Bild den Nord- bzw. Siidpol. Damit wiire hier
die Beziehung zwischen den Punkten auf der Kugel und den Punkten auf der Karte, wiirde man die
Werte 6 = +7/2 zulassen, nicht mehr bijektiv. Diese technischen Details sollen hier aber nicht weiter
interessieren.
Unsere Kartenabbildung lautet somit
O @YD) e (200 (16.8)
mit
= arctan J 0 = arctan ———— . (16.9)
: VT
(Die genauen Definitionsbereiche und »Aste“, die man beim inversen Tangens zu nehmen hat, sind
technische Details.) Die Karte besteht somit aus den Koordinaten (¢, ) und ist ein Teilbereich des
R2.
Da die Kugeloberfliche in den R? eingebettet ist, kann man Bahnkurven auf der Kugel-
oberfliche ableiten und die Ableitungsvektoren liegen ebenfalls im R2. Insbesondere gilt das fiir die
Urbilder der Koordinaten 6 und ¢, also:

0
€p = %f(apﬁp) = R(—sin p, cos 0, cos @, cos 0, 0) (16.10)
$=%p
L 0 . ' .
ey = %LL‘(QOP,G) = R(— cos ¢y sinb,, —sin ¢, sin b, cos b)) . (16.11)
0=0,

Diese beiden speziellen Tangentialvektoren spannen den Tangentialraum am Punkte p auf. Die Ablei-
tung von einem beliebigen Weg durch p an diesem Punkt (also ein beliebiger Tangentialvektor) ldsst
sich immer als Linearkombination dieser beiden Vektoren schreiben.

Man kann auf diese Weise den Tangentialraum an einen Punkt der Kugeloberflache als Teil-
raum des R? konstruieren. Das ist allerdings etwas irrefithrend, denn der Tangentialraum an einem
Punkt ist ein zweidimensionaler Vektorraum, der kein Unterraum des einbettenden Raums fiir die
Mannigfaltigkeit ist: Die Kugeloberfliche mit all ihren Tangentenrdumen ist ein 4-dimensionaler Raum
und nicht der einbettende 3-dimensionale Raum.

Diese Konstruktion des Tangentialraums basiert auf der Einbettung der Kugel in den R? und
funktioniert nicht bei der Definition von Mannigfaltigkeiten, die nicht eingebettet sind. Statt dessen
haben wir Funktionen f : M — R betrachtet. Solche Funktionen wiren nun Funktionen f(z,y,2) € R,
wobei die Funktionen nur fiir Werte (x,y,2) mit 22 + y? + 22 = R?, also auf der Kugeloberfliiche,
definiert sein miissen. Indem wir hier die Parametrisierung einsetzen, erhalten wir die Funktion:

fod Hp,0) = f(Rcospcosh, Rsinpcosf, Rsin6). (16.12)

Hierbei handelt es sich um Funktionen auf der Karte, die durch 6 und ¢ definiert ist. Die partiellen
Ableitungen dieser Funktion nach den Koordinaten (¢, #) existieren unabhéingig von der Einbettung.
Im vorliegenden Fall gilt:

a -1 8 . . — 8 —
%f o (p,0) = %f(Rcongcos 0, Rsinpcosf, Rsinf) =V f - %x(cp,ﬂp) (16.13)
8 —1 a . . =, 8 —
@f o (p,0) = 2 (Rcospcosf, Rsinpcosf, Rsinf) =V f - %x(gp,ﬁp). (16.14)

LGewdhnlich definiert man € (0, ), wobei # = 0 dem Nord- und 6 = 7 dem Siidpol entspricht; daher unterscheiden
sich die Formeln hier von denen in den iiblichen Formelsammlung dadurch, dass cos @ durch sin 6 etc. zu ersetzen ist.
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Wiéhrend die beiden Terme auf der rechten Seite - der Gradient von f und die 3-dimensionalen
Ableitungen von & nach den Koordinaten - von der Einbettung abhéngen, ist der gesamte Ausdruck
unabhiingig von der Einbettung. Daher bezeichnet man die (kartenabhingigen) Basisvektoren des
Tangentialraums auch gerne mit d, = % und 9y = %.

Wir kénnen das oben Gesagte nun leicht verallgemeinern. Sei der einbettende Raum R™ und

die Mannigfaltigkeit M durch eine Abbildung
ot (ut, . u™) e Z(ut L u™) (16.15)

gegeben. Die Koordinaten {(u!,...,u™)} parametrisieren also die Mannigfaltigkeit M als Unterraum
des R™. Sie bilden eine Karte der Mannigfaltigkeit. Fiir die Einbettung definieren die Tangentialvek-

toren

0z (ut, ..., u™)
out

an jedem Punkt eine Basis, welche den Tangentialraum aufspannen. Man beachte, dass diese Basis

(i=1,..,n) (16.16)

-
€, =

im Allgemeinen keine normierte oder orthogonale Basis sein muss (sieche Abschnitt 8.1). Unabhiingig
von der Einbettung betrachtet man wieder Funktionen f und ihre Ableitungen nach den Koordinaten
in einer Karte:

0
o’

0
o’

fa' ({u'}), ™ ({u'}) = V- a(zif({ui})- (16.17)

Fo ¢ (utcu) =

Der Ausdruck auf der linken Seite ist unabhéingig von der Einbettung, er hingt aber von der Karte
(d.h. von den Koordinaten {u’}) und von der Funktion f ab. Der Tangentialvektor ist jedoch gleich

der Aquivalenzklasse und wird durch das Symbol 8; = % gekennzeichnet. Insbesondere gilt fiir einen
Weg y(t) = ¢~ (u' (¢), .., u" (¢)):
0 e i o dut(t)
. ), e ({u . 16.1
P ), e () (16.18)

Dieser Ausdruck ist unabhéngig von einer Einbettung und gilt allgemein fiir Mannigfaltigkeiten.

d
af oq(t) =

16.2 Die duflere Algebra eines Vektorraums

Die Strukturen in diesem Abschnitt sind zun#chst unabhéingig von Mannigfaltigkeiten oder Tan-
gentialriumen - sie gelten fiir jeden beliebigen Vektorraum und seinen Dualraum. Die Beziehung
zwischen einem Vektorraum und seinem Dualraum wird auch nur bené6tigt, um einige der Konstruk-
tionen basisunabhingig formulieren zu konnen. Die duflere Algebra ist eine Konstruktion, die fiir
jeden Vektorraum vorgenommen werden kann, wobei wir immer endlich dimensionale Vektorrdume

voraussetzen. Viele der hier angegebenen Konzepte stammen aus [Deschamps 1970].

16.2.1 Das zweifache Tensorprodukt

In Kap 2.6 haben wir das Tensorprodukt von Vektorrdumen definiert. Sei V' ein d-dimensionaler
Vektorraum und {e;};=1,. 4 eine Basis, dann ist das Tensorprodukt von V mit sich selbst, V @ V,
definiert als die Menge der Elemente

d
x= ze; ®e;, 16.19
J
i,j=1

wobei {e; ®e;}; j=1,...q formal eine Basis von V ® V ist, nach der jedes Element € V ® V entwickelt

werden kann.
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In dem Dualraum von V, also V*, gibt es eine duale Basis {ei}izl’m,d, definiert durch ihre
Wirkung auf die Basis von V:
(¢,e;) = 6] . (16.20)

Hier wurde wieder die Konvention verwendet, Indizes von Objekten, die sich kovariant (ebenso wie
Vektoren in V') transformieren, als untere Indizes zu schreiben und Indizes, die sich kontravariant
transformieren, als obere Indizes (siehe auch die Kapitel 2.7.4 und 8). Auch vom Dualraum V* kann
man das Tensorprodukt mit sich selbst bilden:

d
VieV*= {w‘w = Z wij€ @ ej} . (16.21)
i,j=1

Die Basisvektoren e; ® e; und e; ® e; sind fiir ¢ # j verschieden. Daher handelt es sich bei
V @V, und entsprechend bei V* ® V*, um d?-dimensionale Vektorriume.

Man kann diese Tensorrdume jeweils in zwei Unterrdume — einen symmetrischen und einen an-
tisymmetrischen Tensorraum — zerlegen und als direkte Summe dieser beiden Unterrdume schreiben.
Ein Element w € V* ® V* heifit dabei symmetrisch (bzw. antisymmetrisch), wenn fiir alle vy,v2 € V
gilt:

(w,v1 ®V3) = (W, v2 Q1) bzw. (W, V1 QV2) = —(W,V2 V7). (16.22)

Entsprechend heifit ein Element 2 € V ® V symmetrisch (bzw. antisymmetrisch), wenn fiir alle
ai,a € V*ogilt:

(@1 @ ag,z) = (@ Q@a,z) bzw. (@] Qas,z)=—(as @ a;,z). (16.23)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dies fiir die Entwicklungskoeffizienten w;; von w bedeutet:
w;j = Fwj;, und entsprechend fiir die Entwicklungskoeffizienten von z: %9 = +27%, wobei das positive
Vorzeichen jeweils fiir symmetrische und das negative fiir antisymmetrische Elemente gilt. Damit hat
beispielsweise ein antisymmetrisches Element  aus V' ® V die Entwicklung:

z=> re;0e =) 1(e;iRej—€®e;), (16.24)
i,j i<j
und fiir ein symmetrisches Element y gilt:
y= Z yie; @ ej = Z yie;i0ej +e; @e;) + Z yle; ®e; . (16.25)
i, i<j i

Offensichtlich hat der antisymmetrische Anteil von V @ V %d(d — 1) Dimensionen und der symme-
trische Anteil d(d + 1) Dimensionen. Die Vektoren {(e; ® e; — €; ® €;)}i<; bilden eine Basis des
antisymmetrischen Anteils, entsprechend bilden die Vektoren {(e; ® e; +€; ® €;)}ic; U{e; ® €;} eine
Basis des symmetrischen Anteils. Entsprechendes gilt fiir V* @ V*.

16.2.2 Der total antisymmetrische Unterraum des ¢-fachen Tensorpro-
dukts

Im Folgenden sind wir in erster Linie an dem antisymmetrischen Anteil des Tensorprodukts interes-
siert. Fiir die antisymmetrisierten Basisvektoren schreiben wir:

e;Nej=¢e Rej—e;®e; und €N =€ Re —€ @€ fiir i <j. (16.26)

Die Konstruktion kann entsprechend auf das ¢-fache Tensorprodukt von V' bzw. V* erweitert wer-
den. Dort treten neben total symmetrischen und total antisymmetrischen Tensoren zwar auch andere
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Darstellungen der Permutationsgruppe auf, doch hier geht es immer nur um den total antisymme-
trischen Anteil. Den total antisymmetrischen Anteil des g-fachen Tensorprodukts von V' mit sich
selbst bezeichnent wir mit A?V und entsprechend A?V* fiir den total antisymmetrischen Anteil
des g-fachen Tensorprodukts von V* mit sich selbst. Eine Basis von A’V ist {e;, Aei, A ... \e;, },
wobei die Indizes alle Kombinationen mit 7; < iy < ... < i, durchlaufen. Die Dimension von /\q V ist

d d!
( ) = T)' Ein allgemeines Element aus A?V lisst sich immer in folgender Form schreiben:
q q:-\a —(q):

T = Z e, Neg N Ne;, . (16.27)

11 <12<...<iq

Insbesondere ist /\d V' 1-dimensional. Sein (einziges) Basiselement ist e; Aea A ... Aeq. Fiir ¢ > d gibt
es keine total antisymmetrischen Unterrdume des g-fachen Tensorproduktraums.

Oft ist es sinnvoll, beliebige Reihenfolgen der Indizes fiir die Basiselemente zuzulassen. Dabei
gilt die Regel:

e, Nej, N...Nej, = (—l)aeg(il) Neg(in) N oo Neg(iy) s (16.28)
wobei 0(i1) < o(i2) < ... < 0(iq) und (—1)? das Vorzeichen der Permutation o ist, welche die Indizes
in die aufsteigende Reihenfolge bringt. Mit dieser Konvention gilt fiir ein allgemeines Element aus
AV

=~ Z xhia e, Nei, \...N\ej, . (16.29)
1,02,
Die Koeffizienten %% sind dabei total antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung der Indizes
(falls das nicht der Fall ist, fallen die symmetrischen Anteile in der Summe weg, da die Basis total
antisymmetrisch ist).

16.2.3 Das duflere Produkt

Fiir zwei Elemente z € A’V und y € A?V kann man das Produkt wie folgt definieren:

z/\y:ZxIPefp /\Zy‘]quq = Z xlpy‘]qelp ey, . (16.30)
I, Jq Ip,Jg
Hierbei bezeichnet I, = {i1,...,i,}(i1 < iz < ... < ip) eine Indexmenge fiir die Basis von A’V und
> I bedeutet eine Summe {iber alle p-elementigen Indexmengen; entsprechend fiir .J,. Das Produkt
er, A ej, muss noch so umgeordnet werden, dass die Indizes in normaler (aufsteigender) Reihenfolge
stehen. Dabei ist das Vorzeichen dieser Permutation zu berticksichtigen. Auflerdem verschwindet ein
Term in der verbleibenden Summe, wenn die beiden Indexmengen zu I, und J, gemeinsame Indizes
haben. In dieser Form ist das fuere Produkt eine Abbildung A : APV x AV — APTIV.
Betrachten wir als Beispiel den Vektorraum V = R3 und das #uBere Produkt von zwei Vek-
toren:

3
TNy = inyjei/\ej (16.31)

ig=1
= (z'y® —2%yVes Nea + (2'y® — 23yley Aes + (2% — 23yP)es Nes.  (16.32)

Dies entspricht der antisymmetrischen Matrix:

0 2l — a2yl lyP — By
z Ay~ | 22y' —aly? 0 222 —a3y? | . (16.33)

Byl —xly® 2By? — 22y 0
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Das duBere Produkt von drei Vektoren im R? ergibt die zugehérige Determinante und entspricht dem
Spatprodukt:

TAYANz = ((x1y2 — 2%y — (aly® — 23y 4 (2P — x3y2)zl)el Ney Nes. (16.34)

Die hier definierten Strukturen gelten allerdings fiir beliebige Vektorrdume. Das duflere Pro-
dukt von zwei Vektoren ldsst sich in beliebigen Dimensionen durch eine antisymmetrische Matrix
darstellen. Wie wir gleich sehen werden, entspricht diese antisymmetrische Matrix nur im R? einem
Vektor.

16.2.4 Die duflere Algebra

Bilden wir die direkte Summe der verschiedenen total antisymmetrischen Tensorprodukte zu einem
Vektorraum V', also P, A?V so erhalten wir wiederum einen Vektorraum (2¢-dimensional). Ein
beliebiges Element in diesem Vektorraum hat die Form

T =x0+ Zmiei + %Zm”ei Nej+ % Zw”kei NejAep+ ..+ T,e1NeaA...ANe,. (16.35)
i ij ijk

Die Summe von zwei solchen Elementen ist komponentenweise definiert. Zusétzlich gibt es noch das

duBiere Produkt, das wir nun auf beliebige Elemente in P, A7V erweitern kénnen. Diesen Vektorraum

mit der so definierten Produktstruktur bezeichnet man als dufere Algebra zu V oder auch Grassmann-

Algebra. Die im folgenden Abschnitt beschriebene Dualitétstransformation ist ein Automorphismus

(also ein Vektorraumisomorphismus) der dufleren Algebra.

16.2.5 Die Hodge-Dualitidt und der x-Operator

Ist auf dem Vektorraum ein Skalarprodukt g : V' x V' — R gegeben, kénnen wir dies auf die duflere
Algebra erweitern. Zunichst definiert ein Skalarprodukt auf V ein Skalarprodukt auf A?V nach
folgender Vorschrift: Es seien {v;} und {w;} (i = 1,...,q) beliebige Vektoren aus V', dann sind

V=01 AV2 A ... AYq und w=w; Awz A ... Nwy (16.36)

Elemente aus A? V. Fiir diese beiden Elemente definieren wir:

gvi,wi) gvi,wa) - g(vhwq)
G(v,w) = det g(v;,w;) = Q(Uzjwl) 9(”2., w») 9(’02.»wq) . (16.37)
g(vq7w1) g(’l)q,’UJQ) e g(”qawq)

Da sich jedes Element z € A?V als Linearkombination solcher Produktvektoren schreiben lisst und
G(-,-) in beiden Argumenten linear sein soll, ist dadurch ein Skalarprodukt auf A?V definiert. Diese
Definition stimmt {iberein mit der allgemeinen Definition der Erweiterung des Skalarprodukts auf
Tensorproduktriaume, die in Kapitel 2.6 gegeben wurde.

Offenbar haben der Raum A?V und der Raum A% ¢V (wobei d die Dimension von V ist)
dieselbe Dimension. Tatsiichlich besteht ein Isomorphismus, * : A7V — /\dfq V', zwischen diesen
beiden Réumen, den man als Hodge-Dualitiit oder auch als x-Operator bezeichnet. Sei € A7V,
dann ist *z definiert durch die Bedingung:

q
yAxx =Gy, x)e; Nea A...Neg Vye/\V. (16.38)



16.3. DIFFERENTIALFORMEN 315

Diese Beziehung wird sehr einfach, wenn es sich bei {e;} um eine Orthonormalbasis handelt: Zu jedem
Basiselement e;, Ae;, A...Ae; von AV gibt es das , komplementéire* Basiselement,

*(eil Neij, A ... /\6¢q) = (—1)06]‘1 Nej, N\ ... /\ejdfq R (1639)

dessen Indizes gerade aus den Elementen zu den Indizes {1, ...,d} besteht, die nicht in {iy, iz, ..., 74}

sind, sodass fiir beide Indexmengen zusammengenommen gilt:
{i1is oonrigh U g1, d2s o jaeqt = {1,2,nd}  und  {i1, iz, .erig} N {1,725 s jdqt = 0. (16.40)
Das Vorzeichen (—1)? des dualen Basiselements bestimmt sich daraus, dass gelten soll:
(e, Neiy, N Nei ) N((—1)7ej, Nei, Ao Nej,_ ) =erNeaA...Neq. (16.41)
Mit dem total antisymmetrischen e-Symbol,

+1 falls (i1, 42, ...,4q) zyklische Permutation von (1,2, ...,d)
€irig.ig = § —1 falls (41,19, ...,14) antizyklische Permutation von (1,2, ...,d) (16.42)

0 sonst

kann man auch schreiben:
*(eil Nei, A ... /\eiq) = (—1)061'1 i2.igi1-dd— g€l A e, N\ ... A €ja_gs (1643)

wobei sowohl die Indexmenge (i1, ...,44) als auch die Indexmenge (j1,..., ja—q) geordnet sind, d.h.
J1 < ... <igund j; < ... < jq—q. Hier wird iiber die doppelt auftretenden Indizes auf der rechten
Seite der Gleichung nicht summiert (ansonsten miisste ein Faktor 1/(d — ¢)! eingefiigt werden).

Betrachten wir dazu das Beispiel des 3-dimensionalen Vektorraums V' = R3. Der Raum /\O Vv
besteht aus den Korperelementen, d.h. den reellen Zahlen. Es ist der Raum der Skalare. Der dazu duale
Raum ist /\3 V' mit dem einzigen Basisvektor e; Aes Aes. Diese Elemente bezeichnet man manchmal
als Pseudoskalare, da sich ihr Vorzeichen unter einer Koordinatenspiegelung umkehrt (siehe auch
Abschnitt 2.7).

Der Raum A"V = V ist einfach der 3-dimensionale Raum V der Vektoren mit der Basis {e; }.
Der dazu duale Raum /\2 V ist der Raum der antisymmetrischen 3 x 3-Matrizen bzw. der Vektorraum
mit der Basis {e; Aes,e; Aes,es Aes}. Das Hodge-duale zu dieser Basis ist:

x(e; Ney) =e3 x(e; Neg) = —es x(ea Neg)=eq. (16.44)

Wir hatten schon gesehen (Abschnitt 2.7.2), dass sich ein 3-Vektor auch als antisymmetri-
sche Matrix schreiben ldsst und umgekehrt. Hier &ndern sich die Vorzeichen der Komponenten eines
Vektors unter Punktspiegelung, nicht jedoch die Vorzeichen der Komponenten der antisymmetrischen
Matrix. Daher bezeichnet man die ,,Vektoren®, die eigentlich antisymmetrische Matrizen sind (z.B.
der Drehimpuls), auch als Pseudovektoren.

Der duale Vektor zum &ufleren Produkt von zwei Vektoren & und y ist das Kreuzprodukt:

*(x Ay) = (2'y? — 2%yV)es — (z1y® — 23yH)es + (2%9° — 239%)e; . (16.45)

16.3 Differentialformen

Bisher haben wir einen Vektorraum betrachtet und darauf die duflere Algebra definiert. Nun betrach-
ten wir eine Mannigfaltigkeit und definieren darauf Felder von Elementen der &ufleren Algebra des
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Tangentialraums bzw. seines Dualraums. Diese Felder sind eine Funktion der Punkte auf der Man-
nigfaltigkeit — also eine Funktion des Orts — und daher kann man diese Felder auch ableiten oder
integrieren.

Sei M eine Mannigfaltigkeit und 7'M ihr Tangentialraum. Eine Abbildung: w : M — A TM*
mit p — w(p) € A?T,M* bezeichnet man als Differential-g-Form bzw. kurz als Differentialform.
Fiir ¢ = 1 spricht man auch schon mal von einer Pfaff’schen Differentialform. Eine 1-Form ordnet
also jedem Punkt p der Mannigfaltigkeit ein Element des dualen Tangentialraums zu. Entsprechend
ordnet eine g-Form jedem Punkt der Mannigfaltigkeit ein Element des Dualraums zu dem total
antisymmetrisierten g-fachen Tensorproduktraum zu.

Differentialformen sind auch die natiirlichen mathematischen Strukturen, iiber die integriert
werden kann: 1-Formen werden iiber Wege integriert, 2-Formen {iiber Fldchen, etc. Es zeigt sich
auch, dass viele physikalische Groflen eigentlich Elemente des Dualraums eines Vektorraums sind,
beispielsweise Kraftfelder oder Impulse.

16.3.1 1-Formen

Eine 1-Form ist eine Abbildung, die jedem Punkt p € M ein Element aus 7, M* zuordnet. Es handelt
sich also um ein Feld linearer Abbildungen, das an einem Punkt p einem Vektor (Element von T, M)
eine Zahl zuordnet. Ein Beispiel fiir eine solche 1-Form ist das totale Differential einer Funktion
f:R* =5 R:

df(z) = 88;1{2 da’ (Summenkonvention) . (16.46)

Die totalen Differentiale dz’ der Koordinatenfunktion z° : R® — R, die jedem Vektor X (p) am
Punkte p seine Koordinate X*(p) zuordnen, dienen hier als Basiselemente des Vektorraums 7}, M *.2
Die Vektoren, auf die sie wirken, sind die Richtungsableitungen

0

X=X_—. 16.4
By (16.47)
Die Wirkung von df auf X erfolgt nach der Vorschrift
, 0 Oz’ ’
und somit o7 5 o7 5 o7
df, X) = Ao, X7 — ) = == X7 (da', — ) = == X". 16.4
(df, X) <83L‘z “ 8x3> oz’ < x’8x3> oz’ (16.49)

Das entspricht der Richtungsableitung von f entlang der Richtung, die durch X definiert ist.
Eine allgemeine 1-Form kénnen wir in folgender Weise schreiben:

w=w,;dz’. (16.50)

Wie schon erwihnt, sind ¢-Formen die natiirlichen Objekte, iiber die integriert werden kann. In der
Tat ist der Kalkiil der Differentialformen eine elegante Form, Identitéten fiir Integrale zu bestimmen,
die von dem gewé#hlen Koordinatensystem unabhéngig sind und somit geometrische Eigenschaften
kennzeichnen. 1-Formen beispielsweise konnen entlang von Wegen ~ integriert werden. Dabei gilt:

tl l
/w:/widxi:/ (1) L dr (16.51)
el el to dt

?Bisher habe ich die Koordinaten in einer Karte mit {u’} bezeichnet und die Koordinaten {2?} dem einbettenden

Raum vorbehalten. Die Konstruktionen in diesem Kapitel sind aber unabhéngig von einer Einbettung, daher bezeichne
ich hier die Koordinaten in den Karten mit {x’}.
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Fiir ein totales Differential folgt:

[ar= [ $Last = fan) - siate). (16.52

wobel z(t;) und z(t9) der End- bzw. Anfangspunkt des Weges ~ sind.

16.3.2 ¢-Formen
Eine ¢g-Form kann in einem lokalen Koordinatensystem immer in der Form

w= %wilmiq dz’ A ... Ada'e (16.53)
geschrieben werden. Der Faktor 1/¢! rithrt daher, dass nach der Einstein’schen Summenkonvention
iiber alle doppelt auftretenden Indizes von 1 bis d zu summieren ist. Damit treten dieselben Indi-
zeskonfigurationen aber ¢!-fach auf. Alternativ kénnte man die Summe auch nur iiber Indexmengen
laufen lassen, fiir die i; < iz < ... < iq4 gilt, und dann den Faktor 1/¢! weglassen.

Eine 0-Form ist einfach eine Funktion f auf der Mannigfaltigkeit (also an jedem Punkt eine
Zuordnung einer reellen Zahl bzw. allgemein die Zuordnung eines Kérperelements).

16.3.3 Die duflere Ableitung

Wir hatten schon gesehen, dass man von einer 0-Form — also einer Funktion f(z) — das totale Diffe-
rential bilden kann und auf diese Weise eine 1-Form erhélt. Diese Operation kann man fiir beliebige
g-Formen verallgemeinern. Es sei w = ﬁwil...iquil A...Adz eine allgemeine ¢-Form, dann definieren
wir die duflere Ableitung als

1 9 j i i
dw = a (Mwilmiqu3> Adx™ Ao Adate. (16.54)

Als Beispiel betrachten wir den R? und wenden die duflere Ableitung zunichst auf eine 1-Form an:

dw = d(widz' +weda® 4+ wsda®) (16.55)
= (g:’idzl + %dﬁ + g;‘c’;dxi‘) Adz! + <g°;fdx1 + %d:ﬁ + g‘ggm) A dz?
+ <§Z:fdxl + %df + g(:gdﬂ?3> A dz?
— <g§ﬁ—Zﬁ)dml/\dﬁ—l—(gﬁ;i’—g?i)dxl/\dx3+<g§)’—goﬁ>d3?2/\dx3

Wir erhalten in diesem Fall das Hodge-duale zu einer Rotation. Offensichtlich ist das zunéchst nur,
sofern sich die Koordinaten {dz'} auf ein Orthonormalsystem beziehen, es gilt aber auch allgemein.
g-Formen sind geometrische Gréflen: Sie sind somit unabhiingig von der Wahl der Karten (bzw. der
Koordinaten) und tragen selbst auch keine Indizes,

Schliellich soll die duflere Ableitung noch auf eine 2-Form im R? angewandt werden. Fiir die
Komponenten wahlen wir dabei die dualen Indizes, d.h., wir schreiben die 2-Form in folgender Form:

w=w,dz? Adz® — wy dzt Ada® + wy dat Ada?. (16.56)
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Die duflere Ableitung davon ist:

dw = d(w;de®Ada® —wydz’ Ada® +wsda' Ada?) (16.57)
= (gwidxl + %dﬁ + gw;dx‘g) Adz? A da?
T T T

Ows . | Ows . 5  Owa . 3 1 3

— (axldx + @dx + %dx ANdx” Adx
0 9] 0 .

+ <8L;‘:’d:r1 + aizggdzz + 8(:; dxs) Adzt A da?
8w1 8LU2 8w3 1 2 3

In diesem Fall erhalten wir offensichtlich das Hodge-duale der Divergenz.
Die duflere Ableitung von einer g-Form, die selbst schon eine duflere Ableitung ist, verschwin-
det:
ddw = 0. (16.59)

Der Grund ist, dass in der zweifachen Anwendung der d&uflieren Ableitung die Koeffizientenfunktionen
zweimal abgeleitet werden:

82
OxkoxI

ddw:1<

i wiy ., dz® A dxj> Adz™ AL Adata (16.60)

Die zweifache Ableitung ist aber symmetrisch in den Indizes, wohingegen das &uflere Produkt der
zugehorigen Differentiale antisymmetrisch ist. Daher verschwindet der Ausdruck bei der Summation
iiber die Indizes zu den Ableitungen.

Definition: Eine q-Form w, fir die dw = 0 gilt, heiffit geschlossen. Falls es zu einer qg-Form w eine
q — 1-Form a gibt, sodass w = da, bezeichnet man w als exakt.

Das obige Theorem besagt also, dass jede exakte g-Form auch geschlossen ist. Das Poincaré’sche
Lemma besagt umgekehrt, dass in einem Gebiet, das topologisch dquivalent zu einem Ball ist, auch
die Umkehrung gilt: Jede geschlossene g-Form ist auch exakt. Einen Sonderfall haben wir in Kapitel
7.3.4 behandelt.

Als Spezialfall im R? ergeben sich aus ddw = 0 die Identititen aus Abschnitt 4.3.3

V x VO(Z) =0 und V- (VxAZ)=0. (16.61)

Viele weitere bekannte Identitédten folgen aus der verallgemeinerten Produktregel, die sich ebenfalls
leicht beweisen l&sst:
dlanB)=(da)AB+ (-1)aA(df), (16.62)

wobei a eine beliebige g-Form und 8 eine beliebige p-Form sind. Das Ergebnis der dufleren Ableitung
ist eine ¢ + p + 1-Form.

Man kann zur dufleren Ableitung d auch ein sogenanntes Kodifferential § definieren, gegeben
durch § = (—1)Pxdx, wobei das Vorzeichen davon abhingt, auf was fiir eine Form es angewendet wird.
Die Stern-Operation macht aus einer ¢-Form zun#chst eine d — g-Form. Die dufiere Ableitung macht
daraus eine d — ¢+ 1-Form und die anschliefende Stern-Operation macht daraus eine ¢ — 1-Form. Eine
Anwendung kennen wir schon: Die Divergenz, angewandt auf ein Vektorfeld, ergibt ein Skalarfeld. Im
Sinne des Differentialformenkalkiils macht man aus dem Vektorfeld zunéchst eine 2-Form (vgl. Gl
16.56), wendet darauf die #duflere Ableitung an und erhélt eine 3-Form, die im R?® aber dual zu einem
Skalarfeld ist (vgl. Gl. 16.58).
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16.3.4 Integrale

Wir hatten schon erwihnt, dass 1-Formen die ,natiirlichen“ mathematischen Gréfien sind, die iiber
einen Weg integriert werden koénnen. Entsprechend sind ¢-Formen die natiirlichen Gréflen fiir In-
tegrale iiber einen ¢-dimensionalen Unterraum einer Mannigfaltigkeit. Insbesondere ist eine d-Form
(d die Dimension der Mannigfaltigkeit) die natiirliche Volumenform fiir eine Integration iiber die
Mannigfaltigkeit selbst.

Ich mochte das zunéchst anhand der Integration einer 2-Form iiber eine Flidche und einer

3-Form {iber ein Volumen im R? erldutern (siche Kapitel 7.3 und 7.4). Die 2-dimensionale Fliche F

L u? und an jedem Punkt p werde sie durch die Vektoren

sei parametrisiert durch die Koordinaten u
'’
ou S .
werden soll - was wir bisher mit F' - df bezeichnet haben - wird nun zu einer 2-Form, die auf die

beiden Vektorfelder % angewandt wird:

(i =1,2,3 und a = 1,2) aufgespannt. Ein Vektorfeld F , das nun {iiber eine Fliche integriert

F.-df — Fyda'Ada? — F- (5’3: oz

5T < 8u2) du'du?. (16.63)

Entsprechend wird ein Volumenelement im R? nun zu einer 3-Form, die auf die drei Vektorfelder, die
lokal ein Volumen aufspannen, angewandt wird:

o)AV — o(x)dzt Ada? Ada® — ¢(x)

ox or ox 11 91 3

Der letzte Schritt entspricht eigentlich nur einem Koordinatenwechsel von den kartesischen Koordina-
ten {z'} zu den neuen Koordinaten {u“}. Seien ganz allgemein (Uy, ¢1) und (Us, ¢2) zwei lokale Kar-
ten einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, dann definiert die Abbildung ¢ o ¢1_1 01 (U NU,) —
R? einen Koordinatenwechsel auf dem Gebiet U; N Us. Fiir eine entsprechende g-Form gilt dann
ort

D97 dy?* A .. A dye . (16.65)

w = wil,,,iqu“ A ... Ndz' = Wiy ...ig

Die ¢g-Form selbst bleibt bei einem Koordinatenwechsel natiirlich unverandert, aber ihre Komponenten
in lokalen Koordinaten #ndern sich.

Die Integralséitze von Stokes und Gaufl werden nun zu dem allgemeinen Integralsatz von
Stokes: Sei w eine ¢ — 1-Form von M und F eine g-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M mit
q — 1-dimensionalem Rand 0F, dann gilt:

/fdw:/a;w. (16.66)

Zum Beweis betrachten wir Koordinaten, in denen die g-dimensionale Untermannigfaltigkeit durch
den g-dimensionalen Wiirfel (z!,...,29) C [0,1]¢ beschrieben wird, d.h. die Vektorfelder, die diesen
Wiirfel aufspannen, sind X; = % (i=1,...,q). Dann konnen wir fiir eine p—1-Form, deren duflere Ab-
leitung {iber diesen Wiirfel integriert werden soll, schreiben: w =}, widxl...@...dxq, wobei dzt an-
deuten soll, dass der Term da’ fehlt. Alle anderen Terme in einer ¢ — 1-Form ergeben null, wenn sie auf
die Vektorfelder X* (i = 1, ..., q) angewandt werden. AuBerdem ist dw = Zi(—l)“‘lg—ﬁdazl...dazi...dxq
und wir erhalten:

q

. ‘
0wt .
_ +1 1 (3 _
/fdw = ;:1 /(—1) + Fes dzt...dzt...dz? = Z/w

i=1

zi=1

dxl...@...dxqz/ w. (16.67)
OF

=0

Ahnlich wie auch bei den Beweisen fiir den Stokes’schen und Gaufischen Satz in Kapitel 7, beschreibt
die letzte Summe eine Summe iiber die 2¢-Oberfléichen (fiir jede der ¢ Dimensionen die entsprechenden
zwei gegeniiberliegenden Flichen, deren ,,Normalenvektor” in die zugehérige Richtung zeigt), die den
g-dimensinalen Wiirfel beranden.
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16.4 Anwendungen

Der Differentialformenkalkiil findet in verschiedenen Bereichen der theoretischen Physik Anwen-
dung. Dazu zéhlen insbesondere die Elektrodynamik — die Maxwell-Gleichungen und der damit
zusammenhéngende Formalismus, sowohl in einer 3-dimensionalen als auch einer kovarianten 4-
dimensionalen Formulierung —, die Thermodynamik und die klassische Mechanik. Naturkonstanten
(die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ¢, die Permittivitit bzw. dielektrische Leitfihigkeit oder die
magnetische Permeabilitit bzw. magnetische Leitfahigkeit) werden im Folgenden gleich 1 gesetzt.

16.4.1 Elektrodynamik I: 3-dimensionaler Formalismus

Natiirlich kann man auch die Elektrodynamik auf allgemeinen Mannigfaltigkeiten formulieren, doch
hier beziehen wir uns auf die Elektrodynamik im R3. Das bedeutet, wir betrachten den R3 als Man-
nigfaltigkeit und gleichzeitig als die Karte zu dieser Mannigfaltigkeit. In diesem Abschnitt beziehen
sich die Differentiale immer auf den Raum als R®. Indizes laufen von 1 bis 3 und bezeichnen die
rdumlichen Koordinaten.

Ausgangspunkt sind das skalare Potenzial ¢(z), eine 0-Form, und das Vektorpotenzial A(z),
eine 1-Form: A(z) = A;(z)dz’. Das elektrische Feld E ist der Gradient des skalaren Potenzials, also
E = —d¢, und damit eine 1-Form. Das magnetische Feld B ist die Rotation des Vektorpotenzials und
somit eine 2-Form: B = dA. Gibt es noch eine Zeitabhiingigkeit, gelten die Beziehungen:

E=—-d¢o+ %—? und B=dA. (16.68)
Eine Eichtransformation A —+ A + Vx und ¢ — ¢ + x bedeutet nun:
A— A =A+dy und ¢—>¢/:¢+%X- (16.69)
Unter den Eichtransformationen bleiben E und B invariant:
0A' 0 0A 0 0A
E = —-d¢ = —d¢ — =—d — 4+ —dy =-d —_— 16.
T o~ Gt g T adx T (16.70)
B = dA'=dA+ddy=dA. (16.71)
Die homogenen Maxwell-Gleichungen lauten:
0A OB oB

Fiir die inhomogenen Maxwell-Gleichungen miissen wir noch die Ladungsdichte und die Strome als
Formen definieren. Die Ladungsdichte muss iiber ein Volumen integriert werden, sodass man die
Gesamtladung innerhalb dieses Volumens erhilt; sie ist eine Volumendichte und damit eine 3-Form:
p(xz)dzt A dz? A da?. Die Stromdichte j(z) muss iiber eine Fliche integriert werden, um einen Strom
zu ergeben. Sie ist somit eine 2-Form. Die Kontinuitétsgleichung wird zu:

%p(x,t) +V . jz,t)=0 = %p(z,t) +dj(z,t) =0 (16.73)

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten nun:
V-E=pz) = d«xE=p (16.74)
VxB—%E(m,t):j(a;) — d*B_%*E(z,t)zj. (16.75)

Man beachte hier, dass das Hodge-duale des elektrischen Feldes, *E, eine 2-Form ist und das Hodge-
duale des magnetischen Feldes, *B, eine 1-Form. Das totale Differential einer 2-Form ergibt eine
3-Form (die Ladungsdichte) und das totale Differential einer 1-Form eine 2-Form (die Stromdichte).
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16.4.2 Elektrodynamik II: 4-dimensionaler (kovarianter) Formalismus

Der 3-dimensionale Formalismus der Elektrodynamik des letzten Abschnitts wird besonders sym-
metrisch und elegant, wenn man die Elektrostatik und Magnetostatik betrachtet, also keine
Zeitabhéngigkeiten vorliegen. Mit einer Zeitabhingigkeit ist es sinnvoll, die Zeit als vierte Koor-
dinate der Raumzeit aufzufassen (wir schreiben dafiir ° = ct, wobei im Folgenden immer Einheiten
gewihlt werden, in denen die Lichtgeschwindigkeit ¢ den Wert 1 hat) und den Differentialformen-
kalkiil des R* zu betrachten. Bei den Dualitéitstransformationen (dem *-Operator) muss allerdings
bedacht werden, dass die symmetrische, nicht-entartete Bilinearform die Minkowski-Metrik ist. Das
beeinflusst bei den Dualitétstransformationen einige Vorzeichen.

Das 4-Vektorpotenzial A = (¢, A) ist nun eine 1-Form: A = A;dz’, wobei Ay = ¢ die Zeit-
komponente dieser 1-Form ist. Die Stromdichte wird zu einer 3-Form:

j(x) = pdat Ada® Ada® + 51 da® Ada® Ada® + 52 da® Adat Ada® 4 53 da® Adat Ada®. (16.76)

Hierbei ist Folgendes zu bedenken: Das Integral iiber das rdumliche 3-Volumen ist ein Integral {iber
die Ladungsdichte und ergibt die Gesamtladung in dem Volumen. Die 3-dimensionalen Integrale iiber
die Stromdichte sind rdumliche Flichenintegrale sowie ein Integral {iber die Zeit. Die rdaumlichen
Flachenintegrale ergeben einen Strom, das zusétzliche Integral iiber die Zeit ergibt wieder eine La-
dung: Die Gesamtladung @, die innerhalb eines bestimmten Zeitraums durch eine bestimme Fléiche
geflossen ist.

Die Kontinuitétsgleichung lautet nun:

dj =0. (16.77)

Das elektrische und magnetische Feld werden nun zum Feldstéirketensor (eine 2-Form) zu-

sammengefasst:

3 3
F=dA = Y Eida®Ada'+) €jpBida’ Ada* (16.78)
i=1 i=1
0 —E, —E, —Es
E, 0 —Bs B
~ (Fuw)=| ' A (16.79)
E, By 0 —B;

Es —By B 0

Hierbei ist F' = dA die differentielle Form von F,, = 9, A, — 0, A,.
Eine Eichtransformation besteht wiederum in der Freiheit, zu A ein totales Differential ad-

dieren zu konnen:

A— A =A+dy, (16.80)

und die kovariante Lorentz-Eichtung d, A* = 0 entspricht nun der Forderung: d x4 = 0.
Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind erfiillt, weil F' bereits ein totales Differential ist:

dF =ddA =0. (16.81)

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen erfordern wieder den zu F dualen Tensor F' = %F, bei dem
relativ zu F' im Wesentlichen (bis auf Vorzeichen) das elektrische und magnetische Feld ausgetauscht

sind:
0 —-By —By, —Bj

«F = . (16.82)
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Damit lauten die inhomogenen Maxwell-Gleichungen:
d+«F=7j. (16.83)

Die Kontinuitétsgleichung ist erfiillt, da dj = dd *F = 0.

Zwei Komplikationen treten in der Praxis auf, die mit der Minkowski-Metrik 7,, =
diag(—1,1,1,1) zusammenhéngen und sich hauptséchlich auf den 4-dimensionalen Formalismus be-
ziehen: (1) Bei den Dualitétstransformationen muss in den Zeitkomponenten das Vorzeichen in der
Minkowski-Metrik beriicksichtigt werden, und (2) muss man zwischen unten und oben stehenden In-
dizes, also z.B. A, und A* oder F,, und F'*¥ unterscheiden. Auch hier bewirkt die Minkowski-Metrik,
dass in den zeitlichen Komponenten Vorzeichenwechsel auftreten konnen. Wenn wir von Differential-
formen sprechen, tragen die Komponenten die Indizes unten.

Fine dritte Komplikation ist eher physikalischer Natur: Man muss beim sogenannten ma-
kroskopischen Elektromagnetismus (oder Elektromagnetismus in einem Medium) zwischen den
Feldstdrken — E als elektrische Feldstdrke und H als magnetische Feldstirke, beides sind im 3-
dimensionalen Formalismus 1-Formen — und den Flussdichten — D als elektrische Flussdichte und
B als magnetische Flussdichte, beides sind im 3-dimensionalen Formalismus 2-Formen — unterschei-
den. Die Dualitdtstransformation enthélt dann noch die Materialgrofien € und p, bei nicht isotropen
Medien kénnen das Tensoren sein, und eventuell noch die Magnetisierung M oder die Polarisation P.

Doch auch hier wird der Differentialformenkalkiil iibersichtlicher. Im 3-dimensionalen Forma-
lismus treten bei den inhomogenen Gleichungen xE und B auf, d.h., hier stehen eigentlich D und
H. Im 4-dimensionalen Formalismus miissen in *F die Felder F; und B; durch die dualen Gréfien D;
und H; ersetzt werden.

16.4.3 Thermodynamik

Aus der Thermodynamik kennen wir z.B. die Gibbs’sche Fundamentalform
dE =TdS — pdV + udN . (16.84)

Hierbei sind F die innere Gesamtenergie, S die Entropie, V' das Volumen und N die Teilchenzahl eines
thermodynamischen Systems, sowie T die Temperatur, p der Druck und g das chemische Potenzial
dieses Systems. Wihrend die extensiven Zustandsgréfien E, S, V und N (zumindest theoretisch) fur
beliebige Mikrozustéinde definiert sind, sind die intesiven Gréflen 7', p und p zunéichst nur fiir ther-
modynamische Gleichgewichtszustédnde definiert. Aulerdem geht man in diesem Fall davon aus, dass
die Grofien S, V und N kontrolliert werden kénnen (also durch den Aufbau des Systems eingestellt
werden kénnen), wohingegen sich die intensiven Grofien

FSVN) =98 pSVIN) =0 (S ViN)= o8 (16.55)
entsprechend der kontrollierten Parameter anpassen. Solche Systeme bezeichnet man in der Thermo-
dynamik als mikrokanonische Systeme.

Man stellt sich die Formen dFE, dS, dV und dN gerne als infinitesimale Differenzen oder
Verschiebungen vor und interpretiert die Fundamentalform als eine Beziehung zwischen diesen vier
Groflen. Man kann die Gibb’sche Fundamentalform aber auch als eine Beziehung zwischen Differen-
tialformen und somit linearen Abbildungen interpretieren. Diese Differentialformen sind auf einen
Prozess anzuwenden, wobei ein Prozess durch einen Weg auf dem Raum der thermischen Gleich-
gewichtszustéinde beschrieben wird, d.h. beispielsweise eine Funktion v(t) = (S(t), V(t), N(¢)), die
angibt, wie sich die (unabhéingigen) GroBlen S, V und N als Funktion eines Parameters (das kann,
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muss aber nicht die Zeit sein) verdndern. Da der Prozess ausschlieBlich thermische Gleichgewichts-
zustéinde durchlduft, handelt es sich um einen reversiblen Prozess, d.h., er kann in beide Richtungen
realisiert werden. Man erhélt dann

t
E(t) = /(TdS —pdV 4+ pdN) = / (T(t’)dS - p(t’)d—v + u(t’)dN) dt’. (16.86)
- to dt’ dt’ dt’
Dies beschreibt, wie sich die innere Energie des Systems im Verlauf des vorgegebenen Prozesses
veradndert.

Wir beschreiben fiir eine gegebene einphasige Substanz den Raum der thermodynamischen
Gleichgewichtszusténde durch drei Koordinaten, z.B., durch die Entropie S, das Volumen V und die
Teilchenzahl N. Die Gesamtenergie F ist dann eine Funktion auf diesem Raum, d.h. E = E(S,V, N).
Wir kénnen aber auch einen 4-dimensionalen Raum mit den Koordinaten E, S, V, N betrachten und
die Menge der Gleichgewichtszustédnde als eine 3-dimensionale Hyperfliache in diesem Raum, definiert
durch die Gleichung ®(E,S,V,N) = E — E(S,V,N) = 0, ansehen. Dies hat den Vorteil, dass alle
vier Parameter gleichberechtigt sind und zur Charakterisierung der Hyperfliche der thermischen
Gleichgewichtszusténde je drei dieser Groflen gewédhlt werden konnen. Insbesondere kann man die
Entropie S als Funktion der anderen Parameter betrachten, also S = S(E,V, N), und die Gibb’sche
Fundamentalform in der Form

_1 Py _H
ds = TdE + TdV TdN (16.87)
mit
1 oS oS oS
T OF P=Toy n=-T55 (16.88)

schreiben, wobei alle Groflen als Funktion von (E,V,N) aufzufassen sind. Dies ist in der statisti-
schen Mechanik manchmal von Vorteil, wenn man die Boltzmann-Entropie S = kg In Q(E,V, N) als
den natiirlichen Logarithmus der Anzahl 2 der Mikrozustéinde zu einem gegebenen Makrozustand,
gekennzeichnet durch (E,V, N), definiert.

Der Formalismus der Differentialformen in der Thermodynamik zeigt auch seine Vorteile,
wenn man Gleichungen der Form

dE = 6Q — 6W (16.89)

betrachtet. Hierbei handelt es sich um die Energieerhaltung bei thermodynamischen Systemen. 6Q)
beschreibt die Anderung der inneren Energie aufgrund eines Wirmeflusses in das System (oder aus
dem System) und §W beschreibt die Anderung der inneren Energie aufgrund von Arbeit §W = pdV,
die das System an der Umgebung leistet. Wahrend dFE ein totales Differential darstellt, also eine exakte
1-Form, handelt es sich bei Q) und 6W einfach nur um 1-Formen, zu denen es aber keine Funktionen
(Zustandsgrofien) gibt von denen diese 1-Formen Differentiale sind. Es gibt keine Zustandsgréfien
Wirme oder Arbeit. Diese 1-Formen sind also im Allgemeinen nicht exakt. Dies soll das ¢ zum
Ausdruck bringen.

In diesem Fall ist es naheliegender, die Ausdriicke 6@ und 6W als Abbildungen zu betrachten,
die einem Prozess einen Wert zu ordnen. Die Menge an Wirme, die bei einem Prozess zwischen einem

System und seiner Umgebung ausgetauscht wurde, kann man wieder durch ein Integral berechnen:
1) t
AQ(y) = / 5Q = / %dt (16.90)
v

Dieses Integral hingt von dem Weg ~ ab (dhnlich wie die zu leistende Arbeit gegen ein nicht-
konservatives Kraftfeld vom Weg abhingt).
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Ein Beispiel: Die H6henfunktion auf einer Landkarte

Zur Veranschaulichung dieser Zusammenhinge betrachten wir ein einfaches Beispiel. Gegeben sei
die Hohenfunktion H(z,y) iiber einer 2-dimensionalen Landschaft (bzw. in einer Karte dieser Land-
schaft), parametrisiert durch die Koordinaten 2 und y. Das totale Differential ist

dH(z,y) = hy(x,y)dz + hydy = 60X +0Y (16.91)
: OH (z,y) OH (z,y)
_ 0H(z,y) _ 0H(xy)

he(z,y) = D und  hy(z,y) oy (16.92)

0X = hpdz und §Y = h,dy sind 1-Formen, die nicht exakt sind. Zu einem Weg ~(t) = (x(t), y(t)),
der die Punkte (xo,y0) = (z(to), y(to)) und (x,y) = (x(t1),y(t1)) verbindet, kann man den gesamten
Hohenunterschied zwischen Anfangs- und Endpunkt bestimmen,

H(z,y) — H(xo,90) = /dH = /t 1 <7lgg(ac(t),y(t))((i;_j + %(m(t),y(t))iﬁ) dt; (16.93)

dieser Hohenunterschied hingt nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab, nicht aber vom Weg
selber. Man kann aber auch berechnen, wie viel Héhenunterschied man entlang der z-Achse (z.B.
Ost-West-Richtung) und wie viel Hohenunterschied man entlang der y-Achse (Nord-Siid-Richtung)
zuriickgelegt hat:

AX:/%&:/hw(x(t%l/(t))%dt und AY:/Wdt:/hymﬂ’y@))%dt'

(16.94)
Diese Groflen héngen vom Weg ab. Daher gibt es auch keine Funktion, die nur von dem Ort (z,y)
abhéngt und die angibt, ,,wie viel Hohe dieser Punkt beziiglich der Ost-West-Richtung® hat. Einem
Punkt kann man nicht entnehmen, wie man dorthin gekommen ist. Die Grolen §.X und §Y sind also
nur sinnvoll, wenn man sie auf einen Weg anwendet und integriert.

Legendre-Transformationen

Der Formalismus mit Differentialformen erlaubt auch einen einfachen Wechsel zwischen abhéngigen
und unabhéngigen Variablen. Beispielsweise ist die Entropie in einem System sehr schwer zu kontrol-
lieren und auf einen festen Wert einzustellen, wohingegen die Temperatur sehr leicht zu kontrollieren
ist - dazu verwendet man einfach ein Warmebad. In vielen Fillen ist auch der Druck leichter zu kon-
trollieren als das Volumen, beispielsweise bei Fliissigkeiten, die sich nicht in einem abgeschlossenen
Behilter befinden und dem Atmosphérendruck unterliegen.

Der Wechsel beispielsweise von der Koordinate Entropie zur Koordinate Temperatur erfolgt
einfach dadurch, dass man von dem thermodynamischen Potenzial (der Energie) das Produkt aus
Temperatur und Entropie abzieht. Dann folgt:

d(E-TS)=dE - SdT — TdS = —SdT — pdV + pdN . (16.95)

Die Gréfie F' = E—TS bezeichnet man als freie Energie. Die unabhiingigen (kontrollierten) Variablen
sind nun die Temperatur 7', das Volumen V und die Teilchenzahl N, wohingegen sich die Entropie S,
der Druck p und das chemische Potenzial p entsprechend einstellen. Solche Systeme bezeichnet man
als kanonische Systeme.. Sie werden realisiert, indem man das System in einem geschlossenen festen
Behilter mit einem Warmebad der Temperatur 7' in Kontakt bringt. Wird zusétzlich noch der Druck
p kontrolliert, betrachtet man als Fundamentalform:

A(E =TS +pV) = —SdT — pdV + pdN + Vdp + pdV = —SdT + Vdp + pdN . (16.96)
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Das thermodynamische Potenzial H = E —T'S 4 pV bezeichnet man als freie Enthalpie. Die kontrol-
lierten unabhéngigen Variablen sind nun 7',p und N. Realisiert werden diese Systeme durch einen
geschlossenen Behélter, der in Kontakt mit einem Warmebad bei der Temperatur 7" ist und der
z.B. einen frei bewegtlichen Kolben hat, sodass der Druck p konstant bleibt sich aber das Volumen
einstellen kann.

Die Transformationen von E = E(S,V,N) zu F = F(T,V,N) bzw. zu H = H(T,p,N)
bezeichnet man als Legendre-Transformationen. Die verschiedenen thermodynamischen Potenziale
sind lediglich verschiedene Moglichkeiten, die Menge der thermischen Gleichgewichtszusténde durch
unterschiedliche Parameter zu charakterisieren.

Ein anderes Beispiel fiir eine Legendre-Transformation ist aus der Mechanik bekannt, wo
man einmal die Lagrange-Funktion L = L(g, ¢) und einmal die Energie H = H(q,p) als ,,Potenzial®
betrachtet. Fiir die Lagrange-Funktion gilt:

oL oL
dL =pdq+ Fdgq mit p=-— und F=—, (16.97)
aq Jdq
wobei in der zweiten Gleichung die Bewegungsgleichung
oL dp doL
R A S 16.
0q dt  dt 9q (16.98)

steckt. Der Wechsel von der Variablen ¢ zur Variablen p erfolgt wieder durch eine Legendre-
Transformation:

d(L — pg) = pdg+ Fdg —pdg — ¢gdp = +F dg — ¢dp. (16.99)

Fiir die Energie H = ¢p — L folgt:

dH = —Fdq+ ¢dp mit §=—-—— und —p=—=—F. (16.100)
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Kapitel 17

SO(3) und SU(2)

Die Drehgruppe SO(3) und ihre sogenannte Uberlagerungsgruppe SU(2) sind typische Beispiele fiir
einfache Lie-Gruppen (wobei es unterschiedliche Definitionen fiir ,einfach* gibt, die sich meist dar-
in unterscheiden, welche Art von Gruppen man fiir das sogenannte Zentrum der Lie-Gruppe - das
sind die Gruppenelemente, die mit allen Gruppenelementen vertauschen - zulésst). Vereinfacht aus-
gedriickt vereinen Lie-Gruppen die beiden Strukturen einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit und
einer Gruppe.

17.1 Die Gruppe SO(3)

Die Gruppe SO(3) ist definiert als die Gruppe der Transformationen im R3, die das euklidische
Skalarprodukt & - 4 = z1y1 + T2y2 + x3ys invariant lassen und auflerdem die Determinante 1 haben
(bzw. stetig mit der Identitétstransformation verbunden werden kénnen). Wir hatten schon frither
gezeigt, dass die orthogonalen Gruppen durch die Bedingung

R'=RT (17.1)

(die inverse Matrix ist gleich der transponierten Matrix) definiert sind. Da die Determinante einer
Matrix gleich der Determinante der transponierten Matrix ist - also det R = det R” - und die inverse
Matrix auch die inverse Determinante hat - also det R~ = (det R)~! -, folgt aus dieser Gleichung

(detR)>=1 = detR=41. (17.2)

Die Untergruppe aller das Skalarprodukt erhaltenden Matrizen R mit der Determinante +1 bezeichnet
man als Spezielle Orthogonale Gruppe SO(3). Lasst man auch Transformationen mit det R = —1 zu
erhélt man die Orthogonale Gruppe O(3). Neben den reinen Drehungen (das sind die Elemente von
SO(3)) enthélt O(3) auch noch die Punktspiegelungen. Alle Elemente von O(3) lassen sich als Produkt
einer Punktspiegelung (die Matrix —1) und einem Element aus SO(3) darstellen.

Die Drehungen um die 1-, 2- bzw. 3-Achse sind:

1 0 0 cosas 0 sinas
Ri(an)=1] 0 cosa; —sinay , Ro(ag) = 0 1 0 (17.3)
0 sina; cosaq —sinas 0 cosas
cosag —sinag 0
R3(as) = | sinag cosaz O (17.4)
0 0 1

327
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Abbildung 17.1: Darstellung einer allgemeinen Drehung nach Euler. Die Bilder entsprechen einer
sogenannten intrinsischen Drehung, d.h., die Drehungen um die Euler-Winkel erfolgen immer um
die neuen Achsen des Koordinatensystems. Es wird zunichst um den Winkel ¢ um die 3-Achse (z-
Achse) gedreht, anschliefend um den Winkel 6 um die neue 1-Achse (z’-Achse) und schlieflich um
den Winkel ¢ um die neue 3-Achse (die z’-Achse) (aus [Wolfram-Euler]).

Jedes Element der SO(3) ldsst sich als Hintereinanderschaltung von drei solchen Drehungen darstel-
len. Dabei gibt es verschiedene Konventionen; die in der Physik bekannteste Parametrisierung einer
Drehung ist die durch die Euler-Winkel. Hierbei wird zun#chst eine Drehung um die 3-Achse mit
Winkel ¢ ausgefiihrt, anschliefend wird das Ergebnis um die (neue) 1-Achse mit Winkel 6 gedreht
und schliefllich erfolgt noch eine Drehung um die neue 3-Achse mit Winkel ¢ (siche Abb. 17.1). Diese
Beschreibung der Drehung durch die Euler-Winkel bezeichnet man auch als intrinsische Drehung.
Mathematisch einfacher ist die Darstellung durch extrinsische Drehungen, bei denen die Drehach-
sen unverdndert bleiben und dem urspriinglichen Koordinatensystem entsprechen. Man erhélt jedoch
dieselbe Drehmatrix, sofern man die Reihenfolge bei der extrinsischen Drehung umkehrt.

Das bedeutet, die Parametrisierung einer allgemeinen Drehung durch die Euler-Winkel erfolgt
durch die Matrix:

R(¢,0,9) = R3(¢)Ri(0)Rs(¥) (17.5)
cos¢p —sing 0 1 0 0 cosy —siny 0
= sing cos¢p 0 0 cosf —siné siny cosy 0 (17.6)
0 0 1 0 sinf coséd 0 0 1
cos¢cosy —singcosfsiny —cosgsiny —singcosfcosy  singsinb
= sin ¢ cos + cospcosfsinyy —singsiny + cospcosfcosy — cos@sinb

sin 6 sin v sin 6 cos Y cosf

Mochte man zu einer gegebenen Drehung (reprisentiert durch das Ausgangskoordinatensystem und
durch das Endkoordinatensystem) die Euler-Winkel finden, kann man folgendermaflen vorgehen: Man
betrachte die Schnittlinie zwischen der urspriinglichen 1-2-Ebene und der resultierenden 1-2-Ebene.
Der Winkel zwischen der alten 1-Achse und dieser Schnittlinie ist der Winkel ¢, der Winkel zwischen
dieser Schnittlinie und der neuen 1-Achse ist der Winkel . Der Winkel 6 ist der Winkel zwischen
der alten und neuen 3-Achse.

Die Mannigfaltigkeit besteht nun aus der Gruppe SO(3); die Karte, mit der diese Mannigfal-
tigkeit beschrieben wird, besteht aus den Euler-Winkeln, wobei diese folgende Bereiche {iberdecken:

¢ € |—m,+m) 6 € [0,7] P € [—m, +7). (17.7)
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17.2 Die Lie-Algebra von SO(3)

Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe ist der Tangentialraum bei der Identitédt, auf dem aufgrund der
Gruppeneigenschaft noch eine Produktstruktur definiert ist. Bilden wir die Ableitungen der Matrizen
R; nach ihren jeweiligen Argumenten an der Stelle R; = 1, so erhalten wir:

o 51 0 0 0 0 0
é)lT(?l) . = 0 8%1 cos oy —6%1 sin oy = 0 —sinay —cosag
0 dial sin o diozl COs (/1 a1=0 0 COSs (1 —sinag 01=0
0
= -1 1. (17.8)
0

Entsprechend erhalten wir:

0
ORs(0)|  _ |
1

8042

0
0 0 L 1C0)) I A (17.9)
0

az=0

az=0 aas

Die Komponenten dieser Matrizen lassen sich durch das e-Symbol ausdriicken:
OR;(c
((a) ) = €. (17.10)
a; =0 ik

8041'
Man muss diese Tangentialelemente nicht bei der Identitdt der Gruppe bestimmen, man kann sie an

jedem Punkt berechnen und dann durch die Anwendung des inversen Gruppenelements zur Identitéit
schieben. Insbesondere gilt:

da; Oa; .

Es ist {iblich, diese Elemente als selbst-adjungierte Matrizen zu wéhlen, sodass man sie noch mit

=R ' () (17.11)

(3

Ozi:O

einem Faktor i multipliziert, d.h. man definiert:

0 0 0 —i
L= i OR:(a1) “ 1o o ; Ly— i ORz(az) _
60&1 a1=0 0 ’ 8042 =0 :
R 0 1 0
L3 =—i ﬂ = —i 0 bzw. (L,)J]c = —i €ijk - (1712)
3a3 az=0 0 0

Man bezeichnet diese Matrizen auch als Generatoren der Gruppe SO(3). Insbesondere gilt umgekehrt:

R;(a;) = exp(ioi; L;) , (17.13)
wobei die Exponentialfunktion beispielsweise durch die Reihenentwicklung definiert ist (man verglei-
che dies mit dem Beispiel aus Abschnitt 2.4.3). Dies folgt beispielsweise auch aus Gl. 17.11:

8Ri(04i) 8R1(Oéz) _ip. ‘ )
D bzw. D iR; () L; (17.14)

Li = —iR;l(Oéi)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist die Exponentialfunktion.
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Die drei Matrizen L; spannen einen 3-dimensionalen Vektorraum auf, der aus allen Matrizen

der Form
3 0 az —a
> aiLi=-i| —a3 0 —a (17.15)
i=1
ag al 0

besteht. Dieser Vektorraum ist der Tangentenraum an die Lie-Gruppe SO(3). Betrachtet man einen
beliebigen Weg ~(t) im Parameterraum, also (aq(t), a2(t), as(t)), bildet die Ableitung nach ¢ und
multipliziert dann mit dem entsprechenden inversen Gruppenelement,

dR(i(t))

R @ilt) g2

(17.16)

so erhéalt man immer ein Element dieses 3-dimensionalen Vektorraums. Zum Beweis betrachten wir:

RR=1 — %(R(t)*lR(t)) ~0 (17.17)
oder 1 4
(dtR(t)_l) R(t) + R(t)™* (dtR(t)> =0 (17.18)
bzw.

<R(t)1 (iR(t)))T +R(t)7! (iR(t)) =0. (17.19)

Bei letzten Schritt wurden RT = R~! sowie allgemeine Relation (AB)T = BT AT ausgenutzt. Damit

ist aber
t (R(t)1 (iR(t)))T — _R()! (iR(t)) , (17.20)

d.h. diese Matrix ist antisymmetrisch. Man erkennt, dass dieser Beweis sehr allgemein fiir orthogonale
Matrizen gilt: Die Generatoren der Gruppe SO(N) sind immer antisymmetrische Matrizen und die Lie-
Algebren dieser Gruppen bestehen aus dem Vektorraum, der von diesen antisymmetrischen Matrizen
aufgespannt wird.

Aufgrund der Gruppenstruktur der SO(3) ist auf dem Tangentialraum noch eine Produkt-
struktur definiert. Dazu betrachten wir den sogenannten Kommutator der Gruppentheorie [a,b] =
a~tb~tab (dieser ist vom Kommutator einer Algebra bzw. allgemeiner eines Rings - [A, B] = AB—BA,
vgl. Abschnitt 12.9.4 - zu unterscheiden) fiir sehr kleine Winkel «;, d.h. wir entwickeln den Term bis

zur Ordnung o?:
Ri(i) ™' Ry(ay) " Riw) Ry (ay) (17.21)
: L oo 3 . L 5o 3
= (1 —ia;L; — 5 L; + O(ai)) (1 — oLy — §aij + O(aj)) (17.22)

Lere g O(a?)) (17.23)

1
(1 +io; Ly — 5041-2[412 + O(a?)) (1 +ia;L; — 3L

Alle Terme linear in den Winkelvariablen heben sich weg. Auflerdem gibt es jeweils drei Terme zu
dem Quadrat einer Winkelvariablen, die von der Form o?(L? — L? — 1L?) = 0 sind. Auch ein paar
der gemischten Terme zweiter Ordnung heben sich weg. Insgesamt erhalten wir:

Ri(ai)_le(Oéj)_lRi(Ozi)Rj(Oéj) =1+ aiaj(LjLi — LZL]) + O(Ol?’) . (1724)

Da der Kommutator in einer Gruppe aber selbst ein Gruppenelement sein muss, muss auch der
fithrende Term auf der rechten Seite ein Element der Lie-Algebra sein. Man kann sich auch leicht
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davon iiberzeugen, dass der Kommutator (in einer Algebra) von anti-symmetrischen Matrizen wieder
eine antisymmetrische Matrix sein muss:

([A7 B])T - (AB - BA)T = BTAT — ATBT = (~B)(~A) — (~A)(—B) = BA— AB = —[A, B].
(17.25)
Wir kénnen die Kommutatoren der drei Generatoren L; explizit bestimmen, wir konnen aber auch
ihre Beziehung zum e-Tensor ausnutzen (Gl. 17.10) und die allgemeine Identitét fiir Produkte von
e-Symbolen (vgl. Anhang Al.1) verwenden. In beiden Fillen erhalten wir:

[Ly,Ls) =ilLs , [Lo,Ls]=iLy , [Ls,Li] =il (17.26)

bzw.

[Li, L;] = i€, Ly - (17.27)

Ganz allgemein gilt fiir die Generatoren T; einer Lie-Gruppe (also die Elemente der Lie-Algebra),
dass sich ihr Kommutator wieder als Element der Lie-Algebra schreiben lidsst. Die dabei auftretenden
Entwicklungskoeffizienten f;jx,
[T, T3] = ifijiTe, (17.28)
k
bezeichnet man als Strukturkonstanten der Lie-Algebra. Fiir die Drehgruppe sind die Strukturkon-
stanten somit die e-Symbole.

17.3 Die Gruppe SU(2)

Die Gruppe U(N) besteht aus der Menge aller N x N-Matrizen, die das kanonische Skalarprodukt
im C¥, also g(z,y) = >, Tiy; fiir zwei komplexe N-komponentige Vektoren x,y, unveréndert lassen.
Fiir diesen Fall hatten wir schon gezeigt, dass:

Ut =1 oder Ul=u'. (17.29)

Da allgemein det UT = det U folgt fiir unitéire Matrizen |det U| = 1. Die Determinante kann also eine
beliebige Phase sein. Die Untergruppe von U(N), fiir die det U = 1 ist, bezeichnet man als spezielle
unitire Gruppe SU(N).

Fiir die Gruppe SU(2) kénnen wir ihre Eigenschaften als Mannigfaltigkeit direkt aus den
definierenden Bedingungen ablesen. Sei U eine allgemeine komplexe 2 x 2-Matrix,

U=<Z Z) a,b,c,d e C, (17.30)
dann folgt:
detU=1 = ad—0bc=1 (17.31)
Ul—U! — <Z 2>:adibc<dc ab> (17.32)
oder

_ a b I,
d=a , c=-b = Uz( ) mit ea+bb=1. (17.33)
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Diese Matrix erfiillt alle definierenden Eigenschaften. Setzen wir allgemein a = ag + iag und b =
ay + iag, wobei ag,ay,az,as € R, erhalten wir als einzige Bedingung an diese vier Zahlen: a3 + a3 +
a3+ a3 = 1. Die Mannigfaltigkeit der SU(2) bildet also eine 3-Sphiire - die 3-dimensionale Oberfliche
einer 4-dimensionalen Vollkugel - vom Radius 1. Verwenden wir andererseits die Darstellung a = |a|e!®
und b = |ble'’, so sind « und j offenbar beliebig, und wir kénnen die Betrige, die die Bedingung
la]? + |b]* = 1 erfiillen miissen, durch den Kosinus und Sinus eines Winkels parametrisieren. Aus
Griinden, die spéter offensichtlich werden, wéhlen wir:

0 0
al =cos5 bl =sing . a:@ ,p=2"2 (17.34)
Damit |a| und |b| nicht negativ werden, muss gelten: 6 € [0, 7].

Zur Darstellung einer beliebigen SU(2)-Matrix wihlen wir diesmal die folgenden drei Matri-

Zen:

isip &L a1 _qip &2 az
isin gt cos 5 sin ¢ cos %

und  Us(as) = ( exp(ig) 0 | ) . (17.35)

cos %L isin &L cos %2  sin%2
Ul(al) = ( 2 2 ) y Uz(az) = ( 2 2 >

@3

0 exp(—i%g:

Der Grund fiir diese Wahl besteht darin, dass wir spéter zeigen werden, dass die Matrizen U;(«;)
direkt mit den Drehmatrizen R;(q;) zusammenhingen. Offensichtlich haben alle drei Matrizen die
Determinante 1 und sind unitér, sind also Elemente von SU(2). Damit gilt dies auch fiir beliebige
Produkte. Wir wihlen folgende Darstellung einer allgemeinen SU(2)-Matrix, die sich eng an die
Euler-Winkel der Drehgruppe anlehnt:

U6,0,4) = +Us(@)Us(0)Us(v) (17.36)

n exp(i?) 0 cos$ isinf exp(i¥) 0
0 exp(fi%) ising cos? 0 exp(fi%)

( cos & exp(i@) isin & exp(i@) )

isingexp(—iw;w)) 0 (_i(¢'i2‘w))

(17.37)
COS 5 eXp

Wir haben hier explizit beide moglichen Vorzeichen, die mit den Bedingungen vertriglich sind,
beriicksichtigt. Damit kénnen ¢ und ¢ wie bei den Drehmatrizen im Bereich [—m, 7] gew#hlt werden.
Um in Gl. 17.34 alle erlaubten Werte von « und § zu iiberdecken, miisste entweder ¢ oder ¥ den
doppelten Winkelbereich iiberdecken, also Element von [—2m, 27] sein. Dies wird jedoch durch die
beiden Vorzeichen kompensiert.

17.4 Die Lie-Algebra von SU(2)

Wir gehen dhnlich vor wie bei der Gruppe SO(3). Statt jedoch die Ableitungen der Matrizen U; ()
bei der Identitat zu bestimmen, entwickeln wir die Matrizen um die Identitéit bis zum linearen Term
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in a; und konnen dann die Generatoren direkt ablesen:

Q. jsin 2 1+0(a}) 1% +0(a}
U(a) = <C082 o >:< ol I (%)) (17.38)

isin 5t cos G 1% +0(ef) 14 0(a})

el 0 1 2
= 1+i— + O« 17.39
: (1 0) (@) (17.39)

Uz(az) = ( o oMy >:< L+ Oe) ?+O(a§)> (17.40)

—sin%2  cos 2 L +0(ef) 1+0(ad)

2 2
e 0 —i 2
= 1+i—| | + O0(a7) (17.41)
2 i 0
Uslas) — exp(i%?) 0 _ L+i% + O(a3) 0 (17.42)
0 exp(—ig) 0 1—-i% 4 O(a3)
. (3 1 0 2
= 1+i— + O(« 17.43
. < - ) (@) (17.43

Entsprechend unserer Konvention fiir die Generatoren,

erhalten wir nun die folgenden drei Generatoren, die wir mit S; bezeichnen:

101 1[0 —i 1(1 0

Diese Matrizen nennt man auch Spin-Matrizen, da sie bei der mathematischen Behandlung des Spins
von Elektronen eine wichtige Rolle spielen. Die Matrizen ohne den Faktor % bezeichnet man als

0 1 0 —i 1 0
0'1:<1 O) 0'2:<1 0) 0'3:<0 _1> (1746)

Die Pauli-Matrizen erfiillen folgende Produktregeln:

Pauli-Matrizen:

0109 = io3 0903 = i0q 0301 = 109 bzw. 0,05 = i€;j10% . (17.47)
Daraus ergeben sich die Kommutatorbeziehungen:
[01,02] = 2io3 [02, 03] = 2i01 [03,01] = 2io9 bzw. [0i,0;] = 2i€;,0% - (17.48)
Fiir die Spin-Matrizen folgen daraus die Kommutatorbeziehungen:
[Si, S;] = i€k Sk - (17.49)

Die Spin-Matrizen erfiillen also dieselben Kommutatorrelationen wie die Generatoren der Drehgruppe
(vgl. GL. 17.27). In der unmittelbaren Umgebung (lokal) sind die beiden Gruppen daher gleich. Es
gibt jedoch einen wichtigen Unterschied: Betrachten wir die Exponentialfunktionen der Generatoren,
also

U;(c;) = exp (iai&) , (17.50)
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so erhalten wir wieder die Matrizen aus Gl. 17.35. Fiir den Wert «; = 27 ergibt sich in allen drei Féllen
die Matrix U;(27) = —1 und erst fiir a; = 47 gelangen wir wieder zur Identitédtsmatrix zuriick. Dies
ist bei den Drehmatrizen anders: Dort fiihrt eine Drehung um 27 um jede Achse wieder zur Identitét.
Waéhrend die Gruppen lokal gleich sind, unterscheiden sie sich in ihren globalen Eigenschaften.

Die Matrix U;(27) = —1 kommutiert mit allen Elementen von SU(2). Sie gehort damit zum
Zentrum der Gruppe SU(2). Zusammen mit der Identitdt U;(0) = 1 bildet sie das Zentrum von
SU(2), das somit aus zwei Elementen besteht und der Gruppe Zs entspricht. Die Gruppe SO(3) hat
als Zentrum nur die Identitdt. Insofern unterscheiden sich beide Gruppen.



Kapitel A1l

Anhang I

Im Anhang werden einige Beweise nachgetragen, die etwas rechenaufwendig sind allerdings keine
grofien konzeptuellen bzw. grundlegenden Probleme beinhalten.

Al.l Die Identitéit €ijk€kim = 5i15jm — 5im5jl

Wir beweisen zunichst folgende Identitét fiir drei beliebige Vektoren (im R3):
ix(bxd)= (G db—(a b)e. (A1.1)
Die Identitét soll fiir beliebige drei Vektoren gelten, insbesondere auch fiir drei linear unabhéngige
Vektoren. Da der Vektor auf der linken Seite orthogonal zu @ sein muss, kann er keine Komponente
in @-Richtung haben. Es gilt also:
ax(bxd)=pb—~c. (A1.2)

Das Skalarprodukt dieses Vektors mit @ muss verschwinden:
@ (Bb—~&) =0. (A1.3)

oder

-

B(@-b)—~(@-¢)=0. (Al.4)
Eine Losung dieser Gleichung fiir 8 und ~ ist offensichtlich

-,

B==z(d-¢) und y=—x(d-b) (Al.5)

flir eine noch beliebige Zahl x. Da die Identitét fiir drei beliebige Vektoren gelten soll, ist das auch
die einzige Moglichkeit. Wir legen den Faktor z nun dadurch fest, dass wir drei spezielle Vektoren
wiéhlen, bei denen das Ergebnis bekannt ist:

i=¢ , b=¢& ,c=¢& (A1.6)
—  Ax(bxO) =8 x(EL X&) =6 X 3= —é. (A1.7)
Fiir § und v folgt:

Damit ist die Identitat Gl. Al.1 bewiesen.
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Nun stellen wir die i-te Komponente auf beiden Seiten von Gl. A1.1 durch e- und d-Symbole
dar. Zunichst die linke Seite:

((_1' X (5 X 5)) = Zeijk aj(l_; X E)k = Z eijkeklmajblcm = Z (Z eijkﬁklm> ajblcm . (A].g)
Yok jklm jlm \ &
Fiir die rechte Seite von Gl. A1.1 gilt:
((a- Ab—(@-b) 5) = (aebs — ajbiei) (A1.10)
J
Die Skalarprodukte werden nun durch §-Symbole (mit Summationsindex 1) ausgedriickt und der Index
1 an den Vektorkomponenten ebenfalls durch ein 6-Symbol (Summationsindex m) ersetzt:

> (ajesbi —azbie) = Y (ajcidibmbim — a;0i8;1Cmbim) (A1.11)
J Jjlm
= > (ajemSimbidi — a;bidjicmbim) (A1.12)
jlm
= > (§mbit = 516im ) azbicm (A1.13)
Jjlm

Die beiden rechten Seiten von Gl. A1.9 und A1.13 miissen fiir alle Vektoren a, 5, C gleich sein, also
miissen die Ausdriicke innerhalb der Klammern gleich sein und damit ist die Identitét fiir die e-
Symbole bewiesen.

A1.2 Einige Integrale

A1.2.1 Das Integral [tk qy

Wir berechnen zunéchst das Integral
o0
I(a) = / e~ “sinkx dx, (A1.14)
0

wobei gilt:

T

/ sin ki dx:/ da/ e “sinkx dz. (A1.15)
0 0 0

Mit sinkz = 5 (el* — e7#*) lisst sich das Integral {iber z ausfiihren:

1 [ . ; 1 1 1 k
I _ 7ax( ikr 71](5513) der = = — = . Al1.16
(a) 21/0 ¢ @ e T \aik atik) K1a (AL.16)
Das Integral {iber a ergibt sich nun aus Gl. 9.127 zu:
/ SINPT e = / dal(a)=". (A1.17)
0 T 0 2

A1.2.2 Das Integral [~ =%k qy

Zur Bestimmung dieses Integrals verwende ich Gl. 9.127 aus Kapitel 9. Zunéchst gilt:

* 1 —coskz > 1 1 [ eik= 1 [ e ik
———dx = ——dx — = ——dx — = ——dx. Al1.18
[w a2 +a2 O /,ooa2+x2 * 2/,Ooa2+a:2 . 2/,ooa2+x2 v ( )
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Am Ende werde ich den Grenzfall @ — 0 betrachten. Nach GIl. 9.127 gilt

1 —coskzx T 17 e 1T ke

Da wir an dem Grenzwert a — 0 interessiert sind, entwickle ich die Exponentialfunktion bis zur

linearen Ordnung in a:

1
e=" 271~ |kla+0@a?) - 5%

* 1 —coskx T 1w
- 1— 2)) = . (A1.20
| a5t (1~ Ikl + O(a?) = wlk| + O(a).~ (A120)

Nun kann man den Grenzfall ¢ — 0 nehmen und erhalt:

0 p—

/ wolxzwm. (A1.21)
xr

—o0
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Kapitel A2

Anhang 11

Im Anhang werden einige Beweise nachgetragen, die etwas rechenaufwendig sind allerdings keine

groflen konzeptuellen bzw. grundlegenden Probleme beinhalten.

A2.1 Die Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel

Die Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel bestimmt man beispielsweise mithilfe von

Gauf’schen Integralen. Mit

/ e de = /7

— 00

erhéilt man fiir das Integral in d Dimensionen:
/ o~ (@itadt. tad) qd, — 1d/2
Rd

Ausgedriickt in Kugelkoordinaten gilt:

o0
/ e~ (@i tast+al) :/ rd_ldre_TZ/dQ.
R 0 Q

Die gesuchte Oberfléiche ist

Q(d):/ﬂdQ.

Mit der Definition der Gamma-Funktion

/ t"le~tdt = T'(n)

0

und

1 1
dy = dr? = 2rdr bzw. dr = ﬂdy oder dr = mdy

folgt

[e.¢] (o9}
d-1,-—r2, _ 1 (4-1),— 1 d
dr = - 2 Ydy = -I'| -
A r e r 2/0 y e Yy B B

Damit ergibt sich fiir die Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel:

2(7‘r)d/2 '
()
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O(d) =

(A2.1)

(A2.2)

(A2.3)

(A2.4)

(A2.5)

(A2.6)

(A2.7)

(A2.8)
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A2.2 Die Minkowski-Ungleichung

Die Minkowski-Ungleichung tritt im Zusammenhang mit £,-Normen auf und entspricht im Wesentli-
chen der Dreiecksungleichung:

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z|xi+yi|p) <<ZW> +<Z|yi|f’> 7 (A2.9)

i=1 i=1 i=1

wobei z; € C und 1 < p € R. Wir verwenden fiir den Beweis die Ungleichung fiir konvexe Funktionen

(" () = 0):
JO@+ (L= Ny) SM@)+1-Nfly),  0<A<L. (A2.10)

Die Funktion f(z) = zP ist konvex fiir p > 1. Die Ungleichung besagt, dass fiir den Graphen der
Funktion die Verbindungslinie zwischen zwei Funktionswerten oberhalb der Funktion selbst verlduft.
Wir wihlen im Folgenden:

n 1/ n 1/
p ’ p ’ |i |yl A
A=) lail , B={>_luil cr=r Y=g s A= (A2
=1 i=1

Damit folgt 1 — A =

B + 5 Die obige Ungleichung lautet nun:

Azl B |yl P A |24 i B |yl P
< . .
(A+BA +A+BB “A+B\ A +A+B B (A2.12)

Diese Ungleichung gilt fiir jedes 4, wir koénnen also iiber alle ¢ summieren:

TR P+ )P A21
A+B ; g 2il + )" < s By ;qx,n Y AT D5 i;uyzo (A2.13)
Da . .
Z |z;|P = AP und Z lyi|" = B? (A2.14)
=1 1=

ist die rechte Seite der Ungleichung gleich 1 und wir erhalten nach Multiplikation mit (A + B)?:
> (il + [wi)” < (A+ By (A2.15)
1=1

Ziehen wir auf beiden Seiten die p-te Wurzel folgt die Minkowski-Ungleichung.

A2.3 Die Parallelogramm-Identitét

Wenn g(z,y) ein Skalarprodukt von Vektoren z und y bezeichnet und ||z||? = g(z, x) die von diesem
Skalarprodukt induzierte Norm, gilt

|z +y|?+lz—ylI> = g(z+y, 2 +y) +9(z—y, 2 —y) = 29(z, ) +29(y,y) = 2||z[|* +2||y||* . (A2.16)

Die gemischten Terme heben sich in der Gleichung weg. Diese Identitét,

[z + w1 + Il — w]® = 20> + 20ly)? ], (A2.17)

bezeichnet man als Parallelogramm-Identitit. Eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm erfiillt
diese Identitédt immer.
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Umgekehrt besagt der Satz von Jordan und von Neumann, dass man auf einem normierten
Vektorraum genau dann ein Skalarprodukt definieren kann, das diese Norm induziert, wenn die Norm
die Parallelogramm-Identitét erfiillt. Das Skalarprodukt ist in diesem Fall

1 . . . .
g(@,y) = 7 (I + 9l = e =yl +illo + igll* — iflz — iy]?) (A218)

Dies ist die Form, die man in Mathematikbiichern findet. Sie ist allerdings im zweiten Argument (y)
antilinear, d.h. es gilt g(z, ay) = @g(z,y). Fir die in der Physik iibliche Notation miissen = und y
vertauscht werden.

Zunichst gilt, da [1+1i] = |1 —i| = V2

gla,z) = %(HZHCII2 =0+ i([1+ifllz]]) —i(]1 - illlw\l)) = |l=[I*. (A2.19)

Damit sind auch g(z,z) > 0 und g(z,z) = 0 & x = 0 gezeigt. Im niichsten Schritt nutzen wir aus,
dass
ly +iz] = i(y +iz)l| = | -z +iy]| = [z — iy]| (A2.20)

und eine entsprechende Identitét fiir ||y — iz||. Damit folgt

9(y,z) = g(z,y) |- (A2.21)

Nun zeigen wir den additiven Teil der Linearitéitsbedingung, d.h. g(z,y + 2z) = g(z,y) + g(z, 2). Dies
geschieht im Real- und Imaginérteil getrennt. Ich beginne mit dem Realteil.

1
Re g(a,y+2) = 7 (lz+y+2I* o —y - |2). (A2.22)
Nun gilt nach der Parallelogramm-Identitéat

20+ yll* +2[12ll* = llz +y — 2| (A2.23)
20l + 217 + 20lyl* — llz -y + 2], (A2.24)

4y + z||?

wobei wir die Identitdt einmal auf (z + y) und z und einmal auf (z + z) und y angewandt haben.
Da die linke Seite gleich beiden Termen auf der rechten Seite ist, konnen wir sie auch als die halbe
Summe darstellen:

1
lo+y+212 = 520+l +200? — o +y — 22 +2l0 + 22 + 20— llo —y + 2I1?)
1 1
= =P+ ol + ol + llz + 20 = Sllz —y + 20° = Sllz +y — 2]* (A2.25)

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von Gl. A2.22 erhalten wir eine entsprechende Unglei-
chung, indem wir x durch —x ersetzen (und ausnutzen, dass ||a|]| = || — a|):

e~y = =l = el + Il + o =yl + o — 2l = Sy — 22—z —y+ 2 (A226)
Wir bilden nun die Differenz der beiden Terme und erhalten
oty + 2l = o=y — 2l = o+ 9l + o+ 212 — e — yl1? — 1 — 2] (A2.27)
und somit

Re g(x,y + z) = Re g(z,y) + Re g(z, 2) . (A2.28)
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Fiir den Imaginérteil der gesuchten Identitét gilt:
1 . .
Im g(a,y+2) = 7 (Il +ily+2)I2 = 2 =iy = 2)[1?) . (A2.29)

Offenbar miissen wir nur {iberall konsequent y durch iy und z durch iz ersetzen, sodass wir fiir die
rechte Seite erhalten:

lz +iy + 2))* = llz = iy + 2)* = |z +iy|* + |z +iz]]* = lz = iy[|* — [l = i2[|*.  (A2.30)

Dies ist das gewiinschte Ergebnis:

‘g(x,y +2)=g(z,y) + g(z, 2) ‘ (A2.31)

Es verbleibt noch das Skalierungsgesetz: g(x, ay) = ag(z,y). Hier beweist man zuniichst noch
rein algebraisch dieses Gesetz fiir « € Q und nutzt dann aus, das die Abbildung y — g(x,y) in y
stetig ist (auch die Norm ist eine stetige Abbildung) und somit das Gesetz fiir alle a € R gilt. Dann
beweist man die Identitdt auch fiir die imaginére Einheit i.

Aus Gl. A2.31 folgt fiir y = z die Gleichung g(z,2y) = 2g(z,y). Durch Iteration erhilt man
g(z,ny) = ng(x,y). Nun betrachtet man

1 n 1 1 n 1
g (x, y) =—g (iv, y) =—g (% *y) = —g(z,y). (A2.32)
n n n n
Damit erhélt man insgesamt
g(@,oy) = ag(z,y) a€Q. (A2.33)

Wegen der Stetigkeit von g(z,y) im Argument y (und auch in z) folgt diese Gleichung auch fiir « € R.

Fiir a =1 gilt:
. 1 , . ' .
glz,iy) = 7 (Hm +iyl? =z —iyl* +illz - y)|* —illz + y||2) (A2.34)
1,
= iy (= ille iyl +ille — iyl + o =yl - o+ o)) (A2.35)
= “@y). (A2.36)

Damit wurden alle Identitédten bewiesen, die ein Skalarprodukt charakterisieren.

A2.4 Fourier-Reihen

Gegeben seien die folgenden drei Funktionen, definiert jeweils fiir das Intervall [—m, +). Diese Funk-
tionen werden periodisch mit der Periode 27w auf die gesamte reelle Achse fortgesetzt:
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A fl(x)
(a) fi(z) =z (A2.37) _, / "
—3m L 2om — w 27 gv
y f2(a:)
b = A2.38 } f >
(b) fo(x) = Ja| (A2:38) ————"— e g
y fa(x)
1
1 >0 2z
@ Sw={ " T —smpese) P
-1 <0 — -1

(Die senkrechten Linien in den Graphen sind nicht Teil der Funktion sondern dienen der besseren
Anschauung.)

Zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten dieser Funktionen berechnen wir die folgenden In-
tegrale: Die drei folgenden Integrale verschwinden, da eine Funktion symmetrisch und die andere

antisymmetrisch ist:
/ |z| sinnzdx =0 / zcosnxdr =0 / sgn(z) cosnrdx =0. (A2.40)
Die restlichen Integrale sind:

4 1
/ zcosnrdr = —xsinnx
0 n

T 1 T
- f/ sin nx dz (A2.41)
o ™Jo

™ 0 d
_ { n gerade (A2.42)

1
= 070+ﬁcosnx0* )

n2

n ungerade

Da beide Funktionen symmetrisch sind, ist das Integral von —m bis +7 das Doppelte:

T 0 d
/ || cosna dx = " gerade . (A2.43)
——=5 n ungerade

—T

Weiterhin ist:

s 1 s 1 s
/ xsinnzdr = ——xzcosnz| + 7/ cos nz dx (A2.44)
- n .oonJ
27 1 g 2
— —(—1 n”__ g = —(—1 ni, A245
e I (A2.45)

und

(A2.46)

™ ™ 2
/ sgn(z)sinnzdz = 2 / sinnzdz = —— cosnz
0 n

o n ungerade

4 0 n gerade
0

4
n
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Fiir die Fourier-Reihe gilt:

f(z) i x)dx + Z ( ) sinnaz dx) sin nx (A2.47)

2
n=1

+ f: (i _7; f(x) cosnz dm) COS NI . (A2.48)

n=1

Damit erhalten wir

- 2 1 1

filx) = ;(—1)"+1E sinnx = 2 <sinx ~5 sin 2x + 3 sin3x...> (A2.49)
T T 4 1

fo(z) = 3 Z @) 5 cos(2n + 1)z = 5 - (cow: + = 33 €08 3z + .. > (A2.50)
- 4 4 1 1

falz) = g T2t D) sin(2n + 1)a = = (sinx + 3 sin 3z + £ sin 5x> (A2.51)

A2.5 Identitidten zu orthogonalen Polynomen

Viele der folgenden expliziten Rechnungen sind ausfiihrlichere Versionen von Rechnungen aus
[Arfken 1970]. Im Gegensatz zu den Kapiteln 14 und 15, wo meist die Differentialgleichungen der
Ausgangspunkt waren und daraus die Losungsfunktionen und einige ihrer Eigenschaften konstruiert
wurden, sind hier die Funktionen selbt, z.B. definiert durch erzeugende Funktionen, der Ausgangs-
punkt und es werden unter anderem die Differentialgleichungen abgeleitet, die sie erfiillen.

A2.5.1 Legendre-Polynome

Die erzeugende Funktion der Legendre-Polynome ist:

Rekurrenzrelationen und Differentialgleichung

Leiten wir diese Gleichung einmal nach ¢ und einmal nach x ab, erhalten wir auf der linken Seite:

d t t
dxg( ) (1 —2tx +12)3/2 (1 -2tz + t2)g( ) (A2:53)
d x—t x—t

- = A2.54
RTEAGES A —2tr 202 ~ (- 2tz ) (42.54)

Wir beginnen mit der zweiten Gleichung: Setzen wir in

d
(1—2tx + tQ)&g(t, z) = (z —t)g(t, ) (A2.55)
die Reihendarstellungen ein, folgt:
(1 —2ta +t2) ZnP W = (x —t) Z (A2.56)
n=0 n=0

und damit

Z nP, (x)t" ! — 22 Z nP, (x)t" + Z nP,(z)t" ! = i P, (x)t" — Z P (x)t" T, (A2.57)
n=0
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Eine Anpassung der Summationsvariablen, sodass man gleiche Potenzen von ¢ erhélt, liefert

3 ((n 1) Py (2)" — 220P, (2)t" + (n — 1)Pn_1(a:)t"> -y (xPn (@)t — Pn_l(x)t") , (A2.58)
n=0 n=0

und da diese Gleichung fiir jedes ¢t (mit |¢| < 1, aber das spielt hier keine Rolle) gelten soll, folgt:
(n+1)Pyyi1(x) —2znP,(x) + (n — 1)Pp_1(z) = 2Py (z) — Pp1(x) (A2.59)

bzw.

(0 + 1) Poyi () — 20+ D)aPy(z) + nPy 1 (2)|=0. (A2.60)

Die Gleichungen sind auch fiir n = 0 richtig, sofern wir P_;(z) = 0 definieren.
Aus Gleichung A2.54 erhalten wir nach #hnlichen Schritten:

(1 -2tz + tz)dig(t,x) = tg(t,x) (A2.61)
> P ()" — 22 Z Py (z)t"t + Z P ()"t = Z Py ()"t (A2.62)
n=0

i ( 2)t" 22 P! ()" 4 P (x)t"“) - Z Py (z)t"+! (A2.63)
n+1 n n—1 = .
n=0
und damit
Py (x) + Py (2) = Po(2) + 22P,(2) |- (A2.64)

Wir kénnen Gl. A2.60 nach z ableiten und dann Gl. A2.64 verwenden, um dem Term mit P/ (z) zu
eliminieren, und erhalten

Phi(x) = Py (x) = (2n+ 1) Py (2) . (A2.65)
Aus den Gleichungen A2.65 und A2.64 kénnen wir P),_;(z) eliminieren (indem wir die Summe bilden)
oder auch P}, (z) (indem wir die Differenz beider Gleichungen bilden) und erhalten jeweils:

P, () = (n+1)P,(z)+zP,(z) (A2.66)
P _(z) = -nP,(z)+zP.(x). (A2.67)

Wir multiplizieren Gl. A2.66 mit = und ersetzen in Gl. A2.67 den Index n durch n 4+ 1, dann kénnen
wir aus diesen beiden Gleichungen zP),,(x) eliminieren und erhalten:

(1—2?)P.(z) = —(n+ 1)Poy1(z) + (n+ D)azPu(z). (A2.68)

Entsprechend koénnen wir auch Gl. A2.67 mit x multiplizieren und in Gl. A2.66 den Index n durch
n — 1 ersetzen, aus diesen beiden Gleichungen zP),_;(z) eliminieren und erhalten schliefflich:

(1 —2?)P.(z) = nP,_1(z) — nxP,(x). (A2.69)

Wir leiten diese Gleichung nochmals nach = ab und eliminieren P)_,(z) mit Gleichung A2.67. Das
fithrt auf die Differentialgleichung:

| (1 - 2®) P} (x) — 2P (x) + n(n+ 1) Po(z) = 0. (A2.70)

Dies ist eine Eigenwertgleichung der Form:

di ((1 ) dp, (m)) = —n(n+1)P(z)|. (A2.71)
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Setzen wir x = cos f und nutzen aus, dass % = 51i19 19 erhalten wir die Gleichung:
! d sin 0 — d P,(cos®) | = —n(n+ 1)P,(cos0) (A2.72)
sin 6 df dé B " ' '

Der Operator auf der linken Seite von Gl. A2.71 ist selbst-adjungiert (vgl. Gl. 15.13). Wegen des
Faktors (1 — 2?) verschwinden auch die Randterme bei der partiellen Integration.

Orthogonalitétsrelation und Normierung

Da es sich bei Gl. A2.71 um die Eigenwertgleichung zu einem selbst-adjungierten Operator handelt,
sind die Polynome P, (z) orthogonal. Der Normierungsfaktor ergibt sich aus:

/ 1 (1_2xt+t2 / Z P (x)t" ™ = Z / ) (A2.73)

n,m=0
Wegen der Orthogonalitit verschwinden alle Terme in der zweiten Gleichung, bei denen n # m ist.
Das Integral auf der linken Seite ist:

! 1 +1
/(7@:: —ln(1—2xt+t2) =

1 (1—2at +¢2) 2t ‘_1 %(ln(l +1) —In(l - t)) . (A2.74)

Nutzt man die Reihenentwicklung des Logarithmus (Gl. 4.68) fallen die ungeraden Terme wegen des
entgegengesetzten Vorzeichens weg, die geraden Terme treten jeweils doppelt auf und wir erhalten:

(oo}

2 (/11[ (@ )]de) =2 Z 27:2_: o (A2.75)

n=0

Damit folgt auch die Normierung der Legendre-Polynome:

1
2
P,(x)P, =— . A2.

Die Rodrigues-Darstellung

Die Legendre-Polynome haben folgende Darstellung:

L
2nn! dan

P, (z) = (% —1)"|. (A2.77)

Dies bezeichnet man als die Rodrigues-Darstellung. Ublicherweise beweist man diese Gleichung, indem
man die explizite Potenzreihenentwicklung vergleicht. Ich gehe hier etwas anders vor.
Ich beweise zunéchst, dass die Rodriguez-Darstellung die Rekurrenzrelation A2.66 erfiillt.

/ 1 +t d o n+1
Fr(@) = 2nt1(n 4+ 1)1 dgnt! w& Y (A2.78)
1 dntt 9 n
= ol dpntl ((x - 1) x) (A2-79)
1 dartt 1 d” d
= il gl -n" 1 — (@ -1)" ) — A2,
27! (da:”+1 (@ ) ) T+ nt )Q"n! (dx" (@ ) ) az” (A2.80)

= zP)(x)+ (n+1)Py(z). (A2.81)
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Beim zweiten Schritt habe ich die Leibniz-Formel verwendet:

a
dxm

(fl@)g@) =)
k=

0

( : ) FR) (2)g®) (), (A2.82)

die hier allerdings nach dem zweiten Term abbricht. Damit wurde eine Rekurrenzformel fiir die
Ableitung von P, (x) bewiesen. Dies legt P, (x) bis auf eine Konstante fest. Wir bestimmen P, (1)
nach der Rodrigues-Formel:

1 d»

Py (x)| —(@+D)"(=-1")

= —_— A2-
z=1 " 9npl| dgn (A2.83)

z=1

Wenden wir die Leibniz-Formel auf das Produkt an, verschwinden bei x = 1 alle Terme, die noch
ein (x — 1) enthalten. Es bleibt also lediglich der Term iibrig, bei dem alle Ableitungen auf (z — 1)™
angewandt werden; dies ergibt einen Faktor n!. Aulerdem wird (z + 1)™ zu 2" und damit folgt:

Py(z)| _, =P(1)=1. (A2.84)

=1

Dasselbe Ergebnis erhalten wir aus der erzeugenden Funktion fiir x = 1:

1 1 — e n

Eine zweite Moglichkeit, die Rodrigues-Darstellung abzuleiten, geht von der Funktion
fo(z) = (2 = 1) (A2.86)
aus. Die erste Ableitung dieser Gleichung liefert:
(1—a*)f}(z) = =2nfn(x), (A2.87)
nochmalige Ableitung ergibt:
(1 — 2 f!(x) +2(n — Dafl(x) + 2nfa(z) = 0. (A2.88)

Nun bilden wir von dieser Gleichung die n-te Ableitung und verwenden dabei die Leibniz-Formel.
Mit g(z) = £ (z) fiihrt dies auf

(1—22)g"(z) — 2nzg, (x) —n(n —1)gn(z) +2(n — Daxgl () +2(n— 1)ng,(z) +2ng,(x) = 0, (A2.89)

oder
(1 —2%)g!(x) — 2xg! (x) + n(n + 1)g,(z) = 0. (A2.90)
Die Funktion g
= — (22 - 1)" A2.91
gula) =~ (@ 1) (A2.91)

erfiillt somit die Legendre’sche Differentialgleichung. Die Normierungskonstante kann wieder durch
den Wert bei x = 1 festgelegt werden.

A2.5.2 Assoziierte Legendre-Polynome

Ausgangspunkt ist die Differentialgleichung A2.70:

(1 —2*)P/(z) — 2zP! (z) + n(n + 1)Py(x) = 0. (A2.92)
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Behauptung: Die Funktionen

m(x) = —P, A2.
(@) = <+ Po(2) (A2.93)
erfiillen die Differentialgleichung

(1 — 2 (z) — 2x(m + V)ul, (z) + (n —m)(n+m + Duy,(z) =0. (A2.94)

(Der Index m bleibt in diesem Abschnitt konstant.) Der Beweis erfolgt (beispielsweise) durch
vollstdndige Induktion. Fiir m = 0 erhalten wir die Differentialgleichung der Legendre-Polynome
und ug(xz) = P,(z). Der Induktionsanfang gilt also. Wir nehmen nun an, obige Gleichung sei fiir m
erfiillt und leiten sie einmal ab, wobei wir u,,1+1(z) = ul,(z) setzen:

=20Up, ¢ (2) + (=), 1 (2) =20 (m+1)ug, o (2) = 2(m+ 1)1 (2) = (n=m) (n+m+1)tm 41 () = 0
bzw.
(1 —2?)ull, 1 (z) — 2z(m +2)ul, 1 () — (2(m+ 1) + (n—m)(n+m+1))upi(z) =0  (A2.95)
oder
(1 —2H)ull, 1 (2) — 2z(m + 2)ul, 1 () — (n —m — 1) (n+m +2))upii(z) =0. (A2.96)

Es gilt somit auch der Induktionsschluss.
Nun betrachten wir die Funktion:

O () = (1 — 22)™ 20, (2). (A2.97)

Aufgelost nach u,,(z) folgt fiir die ersten beiden Ableitungen nach z:

un@) = (o) + o)) (1) (A2.08)
u' (z) = (Mvm(z) +v;n(x)) mu — z2)"m/? (A2.99)
M 2T e Ty )] (1 — a2y
+|:(1_x2) m( )+<1—$C2)2 m( )+<1—$2) m( )Jr m( )} (1 )

B mo m(m—|—2)x2U . 2max o
= [ g

(@) + ()| (1 = a?)

Wir setzen diese beiden Ausdriicke in Gl. A2.94 ein, multiplizieren mit (1 — 22)™/2 und erhalten
2 2
mup, (x) + va(l‘) + 2mav!, () + (1 — 2?)v! () (A2.100)
—x
—2x(m + 1) ((1’1”;2)%(3:) + v;n(x)> +(n—m)(n+m+1)vn() =0 (A2101)
oder
m2x?
(1 — 2! (x) — 220, () — = xz)vm(m) +mup(z) + (n—m)(n+m+ Vv, (x) =0 (A2.102)
Mit )
1
IR (A2.103)

(1—22) 1— a2
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folgt

m2

(1— 20! (z) — 220/, () — mvm(x) +n(n+ vy, (z) =0]. (A2.104)

m

Dies bezeichnet man als die assoziierte (oder zugeordnete) Legendre’sche Differentialgleichung. Wir
haben somit gezeigt, dass die Funktionen

P™(z) = (—1)™(1 — x2)m/2(ilmpn(x) (A2.105)

(das Vorzeichen (—1)™ ist Konvention) die assoziierte Legendre’sche Differentialgleichung erfiillen:

m2
% ((1 — x2)(ip,¢(x)> oy P @) = —ni+ D) | (A2.106)

Ausgedriickt durch z = cosf lautet diese Gleichung:

2

1 d d
<sin0Pm(cos 9)) L P (cosf) = —n(n+ 1)P*(cosb) |. (A2.107)

sin 6 do do " sin® 6

Da es sich bei den Legendre-Polynomen P, (x) um Polynome n-ter Ordnung handelt, verschwinden
hohere Ableitungen nach x. Die assoziierten Polynome sind also nur fiir m < n sinnvoll. Man kann
auch zeigen, dass es fiir m > n keine Losungen der Differentialgleichung gibt, die bei = £1 endlich
bleiben bzw. auf [—1,+1] quadratintegrierbar sind.

Die Definition der zugeordneten Legendre-Polynome in Gl. A2.105 ist zunéchst nur fiir m > 0
sinnvoll, und da es sich bei P, (z) um Polynome n-ter Ordnung handelt, ist m auf den Bereich m < n
beschriinkt. Andererseits hiingt Gleichung A2.106 nur von m? ab und ist daher auch fiir m < 0 (mit
|m| < n) sinnvoll. Daher definiert man die assoziierten Legendre-Polynome fiir negative Wert von m
iiber die Rodrigues-Darstellung:

" wrm

m m d n

Diese Definition ist auch fiir negative Werte von m sinnvoll, also fiir —n < m < n. Es handelt sich fiir
negative Werte von m um dieselbe z-Abhéngigkeit, allerdings ist der Normierungsfaktor ein anderer:

_ (n—m)!
p-m =(-1)"—=P" . A2.109
L) = (1) P () (A2.109)
A2.5.3 Hermite-Polynome
Die erzeugende Funktion ist
TP "
ot 42t _ ZH"(QE)E (A2.110)
n=0
Ableitung nach z auf der linken Seite ergibt:
d TP 2ot S tn+1 s tn—i—l
— =2t T = 2H, = 2H, 1 . A2.111
dz’ ¢ HZ:O (z) n! ngo @)(n+1) (n+1)! ( )
Ableitung nach x auf der rechten Seite von Gl. A2.110 liefert:
> , tn B e , tn+1

n=0 ’ n=0
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Diese Identitét gilt, da Ho(x) = 1 (das folgt direkt aus Gl. A2.110) und somit H/(z) = 0. Durch
Vergleich erhalten wir:

Hjyoy(2) = 2(n+ 1)Ho(x)  oder | Hj(x) = 2nH, ()], (A2.113)

n

Leitet man beide Seiten von Gl. A2.110 nach ¢ ab, erhélt man auf der linken Seite:

tn-}-l

(A2.114)

n!

d _riom —t? 42t _ .- " -
° = (—2t+2x)e = ngo 2an(x)E - 7;02Hn(x)

= > 20 Hy (1) = > 2nHy (), (A2.115)
n=0 n=0

und auf der rechten Seite findet man:

i;)fln(x)z - ;Hn(z) (ntn_l)! _ %HM(I)Z (A2.116)
Vergleich der beiden Ergebnisse liefert:
Hy1(x) =22H,(x) — 2nH, 1 (x) (A2.117)
oder
| Hy(w) = 22H, 1(x) +2(n — 1)H, 5(x) = 0]. (A2.118)
Nutzen wir nun Gl. A2.113 folgt:
H,(z) —2zH,_1(z)+ H],_,(z) =0. (A2.119)

Wir multiplizieren die Gleichung mit 2n und nutzen nochmals Gl. A2.113 aus:

2nH,(v) — 20 H),(z) + H}(x) =0 baw. | H(x) — 25H;(x) + 2nHo(z) =0|.  (A2.120)

Wir definieren nun die Funktionen

Yn(z) = Hp(2) exp (—;ﬁ) . (A2.121)

Fiir ihre ersten beiden Ableitungen gilt
Yn(z) = (Hy(x) - xHn(2))exp (—;:ﬁ) (A2.122)
i) = ()~ 20H, (@) — Hala) + 2 Ho(x) ) exp (;) L (A2123)

Zusammen mit der Differentialgleichung fiir H,,(z) wird daraus:

W (z) = ( — onH,(z) — Hy(z) + x2Hn(:v)> exp <—;x2> — (20 + V() + a2 (z). (A2.124)

Diese Funktionen erfiillen also die Differentialgleichung;:

—ll(z) + 2% (x) = 20+ Db (@) |. (A2.125)

Aus den Gleichungen A2.122 und A2.113 folgt

%wn(x) + xpp () = 2nHy_1 exp (—;xQ) = 2np_1(x) . (A2.126)
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oder
d
(dm + x) U () = 2nh, 1 () |. (A2.127)
Subtrahieren wir andererseits von G1.A2.122 auf beiden Seiten xt,(x), so erhalten wir:
d ! 1 2
o ° Un(z) = (H, () — 22H,(x)) exp —5% (A2.128)
und mit Gl. A2.119 (mit dem Index n — n + 1) folgt
d L o
Pt Yn(x) = —Hpp1(x) exp —5% (A2.129)
oder
d
¢ = | ¥n(@) = Ynpa(z) . (A2.130)
x
Damit folgt
d n
- — = A2.131
(2= 45) oo = vule) (A2.131)
bzw. .
_ 4 e (22 =H,(v)e _lp (A2.132)
T =4 xp | —52” | = Ho(z)exp ( —52 .
oder
x? d\" x?
exp (2) <x — dx> exp <2) = H,(z)|. (A2.133)
Ahnliche Gleichungen erhalten wir aus Gl. A2.119 auch fiir die Hermite-Polynome:
d
<2x - da?> H,(z) = Hpq1(x) (A2.134)
Beginnen wir mit Hy(z) = 1, folgt:
Ho(w) = (20— L Y (A2.135)
A dz ' ’

Eine weitere Identitét, die oftmals auch als Definition der Hermite-Polynome dient, erhalten wir aus
Gl. A2.110:

dn ,
R U ) (A2.136)
din +=0
Mit
ex2 die—t2+2tm—w2 _ exz die—(t—ac)2 _ (_l)newz die—(t—m)z — (_l)neaﬂdine—mz
din =0 din =0 dan =0 da™
(A2.137)
folgt:
2 d” 2
H,(z)=(-1)"e" —e™" |. A2.138
(@)= (-1 e (A2.135)

Auch die Orthogonalitéit der Hermite-Polynome lisst sich aus der erzeugenden Funktion (Gl. A2.110)
ableiten (aus [Arfken 1970]). Fiir das Produkt von zwei Hermite-Polynomen und die Gewichtsfunktion
e’ gilt:

smEn

min!

o0
efm27s2+2xsft2+2tz _ Z eimQHn(SC)Hm(I)

m,n=0

(A2.139)
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Integration iiber z iiber die reelle Achse ergibt:

gMn 00 . oo

o / H,(2)Hp(z)e ™ dz = / o s F 2wt 4 2te gy (A2.140)
m,n=0 - -

= / e (@ms =)t gy (A2.141)

VESREEDY %(st)”. (A2.142)
n=0

Zunichst sieht man, dass auf der rechten Seite keine unterschiedlichen Potenzen von s und t auftreten;
alle Terme auf der linken Seite, bei denen n # m ist, verschwinden also. Das ist die Orthogonalitét
der Hermite-Polynome. Durch den Vergleich der Potenzen von (st) erhdlt man auch den Normie-
rungsfaktor:

/ ()2 A = / " o (@)[2dz = 27 (A2.143)

—00 — 00

A2.5.4 Laguerre-Polynome

Die erzeugende Funktion ist

e—tw/(l—t) >
— — n

Ableitung nach x auf der linken Seite ergibt:

d e—tz/(1-t) te—tw/(1—t) +
dz 1—t¢ - (1—1t)2 :_1_t9(tax)~ (A2.145)

Ableitung nach t auf der linken Seite ergibt:

d e~tz/(1=1) x ta

T T e R

Wg(t,x) +

1

1-t
Multiplizieren wir die obere Gleichung (A2.145) mit (1 —¢) und die untere (Gl. A2.147) mit (1 — ¢2),
folgen die beiden Gleichungen:

ﬁg(t x) (A2.146)

g(t, z). (A2.147)

—tg(t, x) (A2.148)

(1= 1)1 g(t,2)
(1—2t+ tz)%g(t, ) = (1—t—a)g(t,z). (A2.149)

Setzen wir in diese beiden Gleichungen die erzeugende Darstellung der Laguerre-Polynome ein (Gl
A2.144) so erhalten wir:

oo oo
Z L (z Z (@)t = =) Ly(a)t™*! (A2.150)
n=0
(1—2t+12) Z ont"t = (1—t—x)> Ln(a)t". (A2.151)

Aus der oberen dieser beiden Gleichungen erhalten wir durch Koeffizientenvergleich:

Ly (@) = Ly (2) = —Ln (), (A2.152)
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aus der unteren folgt:

SLon(t Tt =2t ) = Y Lo — " —at")  (A2.153)
n=0 n=0
bzw. ((n4+1)Lpt1 —2nLy,+(n—1)Ly—1) = (Ln—2aL,— Lp_1) (A2.154)

und damit die Rekurrenzrelation:

‘ (n+1)Lpt1(x) = 2n—x + 1)Ly(x) — nly_1(x) ‘ (A2.155)

Wir leiten diese Gleichung einmal nach = ab:
(n+1)L, (z) = 2n—2+ 1)L, (x) —nL],_,(z) — Ln(z). (A2.156)
Auf der linken Seite nutzen wir Gl. A2.152 aus und fassen gleiche Terme zusammen:
oL (x) =n(L)(x) — L!,_(x)) + nL,(z). (A2.157)

Nun konnen wir fiir den ersten Term auf der rechten Seite nochmals Gl. A2.152 ausnutzen und
erhalten:

‘wL;L(a:) =nLy(z) = nLy_1(x) ‘ (A2.158)

Wir leiten diese Gleichung nochmals nach x ab und nutzen zunéichst Gl. A2.152 und dann Gl. A2.158
aus:
xL(x)+ L (z) = nL! (z) — nL,

n—1

() = —nLy_1(z) = 2L (z) — nL,(z). (A2.159)

Damit erhalten wir als Differentialgleichung fiir L,, ()

oL () = (v = 1)L, (2) — nLn(2)]. (A2.160)

Fiir die Ableitungen der Funktionen ¢, (z) = e=*/2L, (z) gilt

oL (z) = —%e_z/QLn(x)—Fe_x/zL;(x) (A2.161)
&(z) = ieﬂcan(a}) — 2L (2) 4 o~ /2 L (2) (A2.162)
= (L) ~ @)™ + [on(a). (A2.163)

Wir multiplizieren die letzte Gleichung mit z und nutzen Gleichungen A2.160 und A2.161 aus:

wd(x) = a(L(z)— L (x))e /2 + 2¢n(m) (A2.164)
= (z -1 (2)e /% — ngn(z) — zL! (x)e/ + %(]ﬁn(m) (A2.165)
= —¢p(z) - %%(x) — () + %bn(x) (A2.166)
= —¢n(z) - (n + % - Z) Pn () . (A2.167)

Damit erfiillen die Funktionen ¢, (z) die Differentialgleichung:

1

z¢y, (2) + ¢ (2) + (n +5 - z> dn(z) =0, (A2.168)
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Dies lidsst sich als Eigenwertgleichung zu einem selbst-adjungierten Operator deuten (sofern ¢, (x)
und ¢/, (z) bei = 0 beschrinkt sind) und daher sind die Funktionen ¢, () orthogonal. Wir kénnen
die Orthogonalitdt auch wieder aus dem erzeugenden Funktional ableiten:

(1—ts)
e efta:/(lft) efsm/(lft) exp (—xm)

TP Lp(x) Ly (2)t"s™ =e7 " = A2.1
2 e Ln(@) L ()t = e g D) (42.169)

n,m=0

Das Integral {iber x von 0 bis oo auf der rechten Seite liefert:

o0 exXp (‘%1&332)) 1 (1—ts) o 1
/ de = — exp | —z———— = . (A2.170)
0 1-t)(1-3s) 1—ts 1-s)(1-1)/], (1—ts)
Damit finden wir:
co X 1 00
L () Ly ()" s™dx = = ts)™, A2.171
[ X @@t = s =3 (A2171)
woraus folgt:
/ e "Ly (z) L (z)dz = S |- (A2.172)
0
A2.5.5 Assoziierte Laguerre-Polynome
Die erzeugende Funktion der assoziierten Laguerre-Polynome ist
7t:1:/ (1—t)
g(t,z) = T Z L (x it < 1. (A2.173)

Die Schritte von GIl. A2.144 bis Gl. A2.152 bzw. GI. A2.155 lassen sich nahezu unveréindert
durchfiihren und dndern lediglich an manchen Stellen einen Faktor 1 — k + 1:

(n+ DLk, (2) = @n—z +k+ DIE(@) — (n+R)LE_ (). (A2.174)

Gleichung A2.152 bleibt unveriandert:

d d
aL’;H(x) — aLEL(I) = —L,(x), (A2.175)
aus Gl. A2.158 wird:
xdiLZ(sc) =nLF(z)— (n+k)LE_ ()], (A2.176)
T
und Gl. A2.160 wird zu:
L) = - k- )LL) - k() (A2177)
xdgﬂnx—x dx”m nL;(x)|. .
Wir definieren nun die Funktionen:
OF () = e/ 222 LE (2) . (A2.178)

Sie erfiillen die Differentialgleichung

Flz)=0 (A2.179)
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Die Orthogonalitit dieser Funktionen folgt wiederum aus der Beobachtung, dass es sich hier um eine
Eigenwertgleichung fiir einen selbst-adjungierten Operator handelt. Fiir die assoziierten Laguerre-
Polynome gilt die Orthogonalitétsrelation:

(n+k)!

O | (A2.180)

/ e xR LF (2)LF (x)dx =
0

Auch diese Relation lisst sich aus der erzeugenden Funktion (Gl. A2.173) ableiten, wenn man folgen-
des Integral verwendet:

/0 e rkdy = ﬁk!. (A2.181)
Damit wird
< e (—orliily) | Bk
/0 R T TS e (e ot nz;o o (19) (A2.182)

und wir erhalten durch Koeffizientenvergleich das Ergebnis aus Gl. A2.180.

A2.5.6 Kugelflichenfunktionen
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inhomogene, 89, 90, 95
Legendre, 286, 288
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Energie, 106

entartete Bilinearform, 30

Entropie, 322

Ereignisse, 127

Erhaltungsgrofie, 106

erstes Integral, 106

Erwartungswert, 132

361



362

Erzeugende Funktion
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geddampfter Oszillator, 207
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Generator einer Gruppe, 329
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Geschwindigkeit, 64, 110
Gewichtsfunktion, 295

Gibbs’sche Fundamentalform, 322
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Helmholtz-Operator, 214
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Hermite-Polynome, 288, 290, 349
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Hilbert-Raum, 230
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quadratsummierbare Folgen, 232

separabel, 231
Hilbert-Schmidt-Operator, 251
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linearer Abbildungen, 23
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Hodge-Stern-Operator, 47
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homogene Relation, 15
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hypergeometrische Differentialgleichung, 288
hypergeometrische Funktion, 289
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Impulsoperator, 247, 251, 252
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inhomogene lineare Differentialgleichung, 105
innere Energie, 322
innerer Punkt, 58
Inneres Produkt, 30
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unbestimmtes, 66
Integralgleichung, 84, 88
Integralgleichung von Cauchy, 178
Integralsatz von Cauchy, 177
Integrationskonstante, 84, 90
Integratorfunktion, 130
intrinsische Drehung, 328
Invarianz, einer Distribution, 197
inverser Operator, 207
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irreduzibel, 51
isometrische Operatoren, 248
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iterative Gleichung, 85, 88

Jacobi-Determinante, 143
Jacobi-Identitét, fiir Kommutatoren, 246
Jacobi-Matrix, 72, 151

Jordan und von Neumann, Satz von, 341
Jordan’sche Normalform, 26
Jordan-Block, 26

Jordan-von Neumann, Satz, 224
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kanonische Systeme, 324
Karte, 116, 306
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Kegelschnitte, 117
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Klein’sche Flasche, 307
Klein-Gordon-Gleichung, 275
Kommutativitat, 20
Kommutator, 246, 330
kompakte Teilmenge, 61, 75, 224
komplexe Konjugation, 162
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konforme Abbildung, 175
konjugierte harmonische Funktionen, 173
Kontinuitédtsgleichung, 146
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Konvergenz, 222
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schwache (fiir Distributionen), 195
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konvexe Menge, 227
Koordinatendarstellung, 164
Koordinatensingularititen, 115
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Parameterbereich, 120
Koordinatentransformation, 121, 147
Kosinus-Funktion, 59
Ableitung, 80
Orthogonalitét, 236
Taylor-Entwicklung, 80
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Kriimmungsradius, 112
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Laguerre-Polynome, 290, 302, 352
Landau, Edmund, 61
Landau-Symbole, 61
Laplace-Gleichung, 172, 218, 273
holomorphe Funktionen, 172
Laplace-Operator, 76
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Kugelkoordinaten, 158, 276
Kugeloberflache, 158
orthogonale Koordinaten, 157
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Laurent-Entwicklung, 179
Laurent-Reihe, 180
Lebesgue-Integral, 129, 130
Legendre’sche Differentialgleichung, 286, 288
Legendre-Polynome, 290, 344
erzeugende Funktion, 344
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Legendre-Transformationen, 325
Leibniz-Formel, 347
Levi-Civita-Symbol, 34
L’Hospital, Satz von, 79
lichtartig, 30
linear unabhéngig, 22
lineare Abbildung, 45
lineare Differentialgleichung, 89
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linearer Operator, 242
lineares Funktional, 227
Linienelement, 135
allgemeine Metrik, 150
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Maclaurin, Colin, 78
Maclaurin-Reihe, 78
magnetische Quantenzahl, 277
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Mannigfaltigkeit, 305 normierter Vektorraum, 55
eingebettete, 309 Normtopologie, 245
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eines Quaders, 131 O, o-Notation, 61
Matrixelemente, 244 O(N), 41
Matrixmultiplikation, 23 Oberfléche
Maximum, lokales und globales, 74 Einheitskugel, in d Dimensionen, 213
Menge offene Menge, 56, 221
abgeschlossen, 222 offener Ball, 55
geschlossene, 56 Operator
kartesisches Produkt, 15 linearer, 242
offene, 56, 221 normaler, 248
meromorphe Funktion, 180 Spurklasse, 251
messbare Abbildung, 126 Operatornorm, 242, 244
messbare Menge, 126 Operatortopologie, starke und schwache, 245
Gegenbeispiel, 125 Ordnung einer Differentialgleichung, 83
messbarer Raum, 126 Ordnungsrelation, 17
Metrik, 148 orientierbar, 307
diskrete, 224 orthogonal, 31, 230
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Doppelkegel, 118

Multiindex, 190

Multiplikationsoperator, 243 Fléche, 113
Kugeloberfliche, 114
neutrales Element, 19 Mannigfaltigkeit, 115
Newton’sche Bewegungsgleichung, 83, 88 Wege, 109
nicht entartet (Bilinearform), 30 parametrisierte Fléche, 113
Norm, 22, 31, 224, 340 Parseval’sche Identitét, 232, 263
Aquivalenz, 226 Partialordnung, 17
einer Funktion, 235 partielle Ableitung, 69
normal (lineare Abbildung), 35 partielle Integration, 67
normaler Operator, 248 Partition, 18, 128
Normalvektor, 115 passive Transformation, 47

Normalverteilung, 132 Pauli-Matrizen, 333
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periodische Funktion, 235
Permutation

gerade und ungerade, 20, 34
Permutationsgruppe, 20
Phasenraum, 88, 90
Picard und Lindeldf, Satz von, 89, 228
Picard, grofler Satz, 180
Picard-Lindelof-Verfahren, 84, 86, 88
Plancherel-Identitét, 263
Planck’sche Konstante, 269
Planck’sches Strahlungsgesetz, 198
Planck, Max, 198
Pochhammer, Leo August, 289
Pochhammer-Symbol, 289
Poincaré, Satz von, 142
Poisson-Gleichung, 212, 218
Polargleichung, 277, 303
Polarkoordinaten, 120, 152, 306
Polstelle, 179
Polynomfunktion von Jordan-Blocken, 27
Potentialfunktion, 174
Potenzial, 136
potenzielle Energie, 136
Potenzmenge, 18
Pra-Hilbert-Raum, 229
principal value, Cauchy, 199
Produktmaf, 131
Produktregel, 63
Projektion, 38

orthogonale, 38
Pseudo-Zufallszahlgenerator, 133
Pseudotensor, 46
Punkt, 57
Punktladung, 188
Punktmasse, 188
Punkttopologie, 56
Punktverteilung, 133
punktweise Konvergenz, 59

Quadermaf, 131
quadratintegrierbar, 233
Quantenmechanik, 269
Quantentheorie, 251
Quantisierungsbedingung, 287, 288
Quellendichte, 145
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Rang (einer linearen Abbildung), 23
rationale Zahlen, 20
Raum, 57

metrischer, 55, 223

topologischer, 126, 221
Raum, als Menge aller Orte, 110, 120
raumartig, 30
Realitiatsbedingung, 238
rechtseindeutig (Relation), 16
reduzibel, 51
reell-analytische Funktion, 78
reelle Zahlen, 57
reflexive Relation, 16
Regelfunktion, 128
Regularisieren, 266
Rekursionsformel, Verfahren von Frobenius, 282
Relation, 15

antisymmetrisch, 16

Aquivalenzrelation, 18

asymmetrisch, 16

homogen, 15

links total, 16

mehrstellig, 15

rechtseindeutig, 16

reflexiv, 16

symmetrische, 16

totale, 16

transitiv, 16
Relativitatstheorie, 30
Residuum, 181
retardierte Green’sche Funktion, 216
reversibler thermodynamischer Prozess, 323
reziproke Basis, 149

im R3, 149

Polarkoordinaten, 152
Richtungsableitung, 69
Riemann’sche Fliache, 184
Riemann’sche Zahlenkugel, 168
Riemann’scher Abbildungssatz, 176
Riemann’sches Integral, 66, 128
Riemann-Lebesgue, Satz von, 259
Riesz’scher Darstellungssatz, 234
rigged Hilbert space, 255
Ring, 21

kommutativ, 21

unitér, 21
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Rodrigues-Darstellung
Legendre-Polynome, 346

Rotation, 159

Rotation (eines Vektorfeldes), 73, 138

Sattelpunkt, 76
Satz von Heine, 61
Satz, implizite Funktionen, 117
Schauder-Basis, 229
Schmiegeebene, 113
Schrodinger-Gleichung, 276
freie, 269
schwache Konvergenz, 195
schwache Operatornorm, 244
Schwartz, Laurent, 187
Schwartz-Raum, 190
Schwarz, Satz von, 74
Schwarz-Funktion, 255
selbst-adjungiert, 35
selbst-adjungierter Operator, 247
Semilinearitét, 30
separabler Vektor, 42
Separationsansatz, 274
Sesquilinearform, hermitesche, 29
o-Algebra, 126
Sinus-Funktion, 59
Ableitung, 80
Orthogonalitét, 236
Taylor-Entwicklung, 80
Skalarprodukt, 44, 45, 148, 340
hermitesches, 31
kanonisches, 31
komplexe periodische Funktionen, 237, 257
reelle periodische Funktionen, 235
SL(2,C), 169
SO(N), 41
Sobolew, Sergei Lwowitsch, 187
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Spektraldarstellung, 130, 250
Spektralzerlegung, 40
Spektrum, 249, 253
spezielle orthogonale Gruppe, 41
spezielle unitdre Gruppe, 41
Spin-Matrizen, 333
spontane Masseerzeugung, 214
spontane Symmetriebrechung, 214
Spur eines Operators, 251
Spurklasseoperator, 251

Stabilitéit von Fixpunkten, 104
Standardabweichung, 132
Standardskalarprodukt, 31
stationdrer Punkt, 75
Stetigkeit, 60, 222
Stieltjes-Integral, 130
Stokes’scher Satz, 138
Stromfunktion, 173
Sturm-Liouville-Operatoren, 293, 295
Sturm-Liouville-Problem, 299
SU(N), 41

Subbasis, 222

Summenregel, 63, 236
Superpositionsprinzip, 89
Supremums-Norm, 226
Supremumsnorm, 228
symmetrische Relation, 16

Tangentialraum, 115, 148, 308
Tangentialvektor, 115, 121, 147, 309
an eine Flache, 114
an einen Weg, 110
Taylor-Reihe, 78
Teilung, 18
Temperatur, 322
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Tensorprodukt, 42
Testfunktionen, 255
der Raum 2, 190
der Raum ., 190
Thermodynamik, 322
Tiefpunkt, 75
Tissot’sche Indikatrix, 154
Tonelli, Satz von, 131
Topologie, 55
diskrete, 56
feiner und grober, 56
gleichformige, 245
indiskrete, 56
trennend, 222
topologischer Raum, 126, 221
totale Relation, 16
totales Differential, 70
Totalitét, 17
Totalordnung, 17
Tragheitsindex, 30
Trégheitstensor, 36
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passive, 47
transitive Relation, 16
trennend (Topologie), 222
Trennung der Variablen, 99
Trennungsaxiome, 56, 222
Treppenfunktion, 128
trigonometrische Funktion, 290

U(N), 41

Uberdeckung, 224

Umgebung, 58

Umgebungsstetigkeit, 60

Umordnungssatz, Riemann’scher, 59

uneigentliche Eigenvektoren, 250

unitér, 41

unitidre Gruppe, 41

unitidre Operatoren, 248
Eigenwerte, 249

unitéire Transformation, 263

Untergruppe, 20

Varianz, 132
Variation der Konstanten, 105
Vektor, 45
dualer, 70
separierbar, 42
verschrankt, 42
Vektorprodukt, 34
Vektorraum, 21
direkte Summe, 42
dualer, 27
Funktionenrdume, 189
normierter, 55
periodischer Funktionen, 235
verschrankter Vektor, 42
Vertauschungsrelationen
kanonische, 246, 251
Verteilungsfunktion, 127
Vertriglichkeit (Karten), 306
vollstéandig (Atlas), 306
Vollstandigkeit, 57, 223
Volumenelement, 143, 151
Kugelkoordinaten, 153
Polarkoordinaten, 152
Volumenintegral, 143

von Neumann’sche Randbedingungen, 219

Wirme, 323
Wairmeleitungsgleichung, 264
Wahrscheinlichkeitsdichte, 127
GauB-Verteilung, 132
gleichverteilt, 133
Wahrscheinlichkeitsfunktion, 127
Wahrscheinlichkeitsmaf}, 127
Wahrscheinlichkeitsraum, 127
Weg, parametrisierter, 109, 308
Weglénge, 150
Weierstrafl, Satz von, 75, 166
Weierstrafl & Casorati, Satz von, 180
Wellengleichung, 275
Wellenoperator, 76
Wellenpaket, 253-255
Wendepunkt, 75
wesentliche Singularitét, 281
Windungszahl, 178
Winkel, 31
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Winkelkoordinaten der Kugeloberfliche, 153

Wirbeldichte, 139
Wirkung, 202
Wronski-Determinante, 278, 297

Zy, 19

zeitartig, 30
Zeitentwicklungsoperator, 270
Zeittranslationsinvarianz, 93
Zentrum, 334

Zufallsvariable, 127
Zweistellige Relation, 15
zyklisch, 34
Zylinderkoordinaten, 120



